1 Szeregi potegowe

Poszukiwanie rozwigzan rownan rézniczkowych zwyczajnych w postaci sze-
regdw potegowych, zwane metoda Frobeniusa, jest bardzo ogélna metoda.
Rozwazmy rownanie

y" +p(t)y' +q(t)y = 0. (1)

Z rozwiazywaniem réwnan przez szeregi potegowe zwiazane sa pewne de-
finicje.

Definicja 1.1 Funkcja f(t) jest analityczna w punkcie to, jesli w otoczeniu
tego punktu jest ona réwna sumie swojego szerequ Taylora

0

£ = Y 2 f Do)t~ 1)t

k=0

dla |t —t.| < R, gdzie R jest pewnqg nieujemnq liczbg rzeczywistq.

Definicja 1.2 Punktem nieosobliwym réwnania (1) nazywamy taki punkt t,
w otoczeniu ktorego funkcje p(t) oraz q(t) sq¢ analityczne.

Definicja 1.3 Regularnym punktem osobliwym réwnania (1) nazywamy taki
punkt ty ,w otoczeniu ktorego funkcje p(t) i q(t) nie sq analityczne, ale juz
funkcje (t — to)p(t) oraz (t — to)*q(t) sq analityczne.

Jesli tg jest punktem nieosobliwym réwnania (1), to istnieja dwa liniowo
niezalezne rozwiazania tego rownania. Aby je znalezé, wystarczy rozwinac
w szeregi potegowe funkcje p(t) oraz ¢(t), a nastepnie wstawi¢ je do roz-
wazanego réownania. Oczywidcie postulujemy rozwigzanie roéwniez w postaci
szeregu potegowego. O tym, ze takie rozumowanie jest poprawne moéwi po-
nizsze twierdzenie.

Twierdzenie 1.1 Jesli ty jest punktem nieosobliwym réwnania (1), to ist-
niejg dwa lintowo niezalezne rozwigzania tego rownania. Rozwigzania te sq
analityczne na przedziale |t — to| < R, gdzie R jest mniejszym z promieni
zbieznosci szeregow Taylora (w otoczeniu ty) funkcji p(t) oraz q(t).

Jednak w réwnaniach postaci (1), ktore modelujg pewne zjawiska fizyczne,
zazwycza] wystepuja osobliwosci. Nastepujace twierdzenie moéwi jak poste-
powaé¢ w takiej sytuacji.



Twierdzenie 1.2 Jesli ty jest reqularnym punktem osobliwym rownania roz-
niczkowego (1) oraz funkcje (t —to)p(t), (t — to)%q(t) sq analityczne na prze-
dziale |t — to| < R i majg rozwiniecia w szeregi potegowe

(t—to Zpk t—to —po+p1(t—t0)—|—p2(t—t0)2+... s

(t —to)’q Z%t—to =q+qt—to) + @t —1t)+.. ,

ary =1y (0ile sqg liczbami rzeczywistymi) sq pierwiastkami réownania indek-
soweqo

r(r—1)+por +qo =0,
to dla ty < t < tg + R réwnanie rdézniczkowe (1) ma dwa liniowo niezaleine

rozwigzania, ktore przyjmujq jednq z trzech postaci

Przypadek 1. 11 — 1o # N, N € N
Jesli r1 — ro nie jest liczbg naturalng, to mamy

[e.e]

Y (t) = (t —to)" Z (t —to)F,

Ualt) = (¢ — 1) 3 byl — to)*

k=0

Przypadek 2. r1 = 19
Jesli mamy pierwiastek podwdiny ri = ry, to otrzymujemy

[e o]

yi(t) = (t—to)™" > ak (t —to)F,
k=0

Ya2(t) = 91 (t) In(t — to) + (t — o)™ i’: bi(t —to)".

Przypadek 3. r1 —ro = N, N € N
Jesli r1 — ry jest liczbg naturalng, to

yi(t) = (t —to)™ i an(t — to)F,

k=0



yg(t) = Cl1 (t) ln(t — to) + (t — Tfo)r2 i bk(t — to)k,

gdzie ¢ jest dowolng statq (moze byé réwniez réwna zero).

2 Ro6wnanie Eulera

Wiele zagadnien fizycznych sprowadza sie do réwnan rézniczkowych czast-
kowych. Jednym ze sposobéw ich rozwigzywania jest metoda rozdzielania
zmiennych, ktora przeksztalca dane réwnanie w uklad réwnan rézniczko-
wych zwyczajnych. Rozwiazania powstatych rownan zaliczamy do funkcji
specjalnych fizyki matematycznej. Maja one bardzo szerokie zastosowania,
nie tylko w fizyce, ale takze w innych dziedzinach, np. w statystyce i teorii
prawdopodobienstwa.

Jedna ze szczegdlnych klas réwnan sa réwnania Eulera, ktére mozemy
otrzymaé¢ rozwiazujac réwnanie Laplace’a we wspotrzednych biegunowych.
Rownanie Eulera (drugiego rzedu) jest dane wzorem

at*y” + bty + cy = 0.

Zauwazmy, ze punkt ¢ty = 0 jest punktem osobliwym tego réwnania.
Zatozmy, ze t > 0 oraz ze poszukiwane rozwiazania beda postaci

y(t) =1t".

Wstawiajac postulowane rozwigzanie do rownania, dostajemy

(ar(r —1)+br+c)t" = 0.

Z zalozenia o t wynika, ze ostatnia rownos¢ jest spelniona, o ile ar(r—1)+
b(r) + ¢ = 0. Analogicznie jak w przypadku rownarn jednorodnych o stalych
wspotezynnikach, rozpatrywaé nalezy trzy przypadki wartosci pierwiastkow
tego rownania. Niekiedy mozna rozwigza¢ to rownanie dla ¢ < 0. Stosujac
podstawienie

n= —t )
mozemy sprowadzi¢ ten przypadek do przypadku, gdy ¢t > 0.
Mozemy zatem zebraé¢ razem rozwigzania dla ujemnych i dodatnich ¢

e dla dwoch pierwiastkow rzeczywistych

y(t) = cilt|™ + colt|™, dla t #0.



e dla pierwiastka podwdjnego
y(t) = a1|t|" + cot" In 2],
e dla pierwiastkow zespolonych

y(t) = [t|*(c1 cos(uIn|t]) + cosin(pln [t]))

Powyzsze rozwiazania sg prawdziwe dla kazdego przedziatu niezawierajacego
0.

Roéwnanie Eulera pojawia sie jako krok posredni przy rozwigzywaniu linio-
wych jednorodnych réwnan rézniczkowych drugiego rzedu przez rozwijanie
w szeregi potegowe. Istotnie, rozwazmy réwnanie

Y +pt)y +aq(t)y =0, (2)
gdzie t = 0 jest regularnym punktem osobliwym. Zakladamy dodatkowo, ze
funkcje

tp(t) = po + pit + pat® + ...,

q(t) = qo + it + gt + ..
sa analityczne dla pewnego przedziatu [t| < R. Mnozac réwnanie (2) przez
t? dostajemy

t2y" + p(t)y +tq(t)y =0
co jest rbwnowazne

2y + t(po + prt +pat® + )Y + (g0 + it + @pt® + )y =0

Dla wartosci bliskich zeru, rozwiazania tego rownania beda zachowywac sie
jak rozwigzania réwnania

t*g" + tpog + qog = 0

Jest to rownanie Eulera drugiego rzedu, ktérego rozwiazanie, zgodnie z
zaprezentowang teoria, sprowadza sie do znalezienia pierwiastkéw réwnania

r(r—1) 4 rpo + qo-

Powyzsze rownanie to rownanie indeksowe, pojawiajace sie¢ w twierdzeniach
dotyczacych metody Frobeniusa.

Rownania Eulera (drugiego rzedu) mozna napotkaé takze przy rozwiazy-
waniu stacjonarnego rownania Schrodingera (stosowanego np. do opisu atomu
wodoru) czy podczas analizy potencjatu pola elektrostatycznego. Inne zasto-
sowanie tego réwnania rézniczkowego mozemy zauwazy¢ przy modelowaniu
struktury gwiazd.



3 Model budowy gwiazd

Pierwszym pytaniem, jakie powstaje w zwiazku z konstrukcja modelu we-
wnetrznej budowy gwiazdy, jest: czym jest gwiazda? Intuicyjnie, gwiazda
powinna by¢ przedstawiona jako pewnego rodzaju kula zbudowana z powia-
zanej grawitacyjnie materii. Sita grawitacji, ktéra dziata w kierunku srodka
(jadra) gwiazdy, nadaje obiektowi ksztalt wtasnie zblizony do kulistego; ma-
teria dazy do tego, aby znalez¢ sie jak najblizej osrodka masy, jakim jest ja-
dro. W terminach fizycznych taki obiekt nazywamy sferycznie symetrycznym
polem grawitacyjnym. Podstawows teoria, ktéra dobrze opisuje zachowanie
pola grawitacyjnego jest ogélna teoria wzglednosci. Okresla ona zaleznosci
pomiedzy geometrig czasoprzestrzeni tak zdefiniowanej gwiazdy a rozktadem
materii wewnatrz pola grawitacyjnego. Einstein w swojej teorii wzgledno-
Sci rozpatruje czasoprzestrzen jako czterowymiarowa rézniczkowalng rozma-
itos¢. Potrzebny jest zatem nowy uktad wspoétrzednych; powszechnie stosu-
je sie wspohrzedne Schwarzschilda (t, 7,0, ¢). Mozemy zdefiniowa¢ metryke
Schwarzschilda poprzez forme

ds®> = —e®Md? + 20 gr? 4 7“2(616’2 + sin? Gdgpz) )

Rozwazany modele budowy wewnetrznej gwiazd stanowi pewna klase roz-
wigzan réwnania pola grawitacyjnego ogoélnej teorii wzglednosci. Jest to row-
nanie tensorowe. Ze wzgledu na charakter naszych rozwazan, pominiemy po-
jawiajaca sie w rownaniu statag kosmologiczna, a takze bedziemy uzywaé jed-
nostek, ktore zapewnia nam réwnosé tensoréw bez mnozenia przez stala.

Rownanie pola Einsteina ma postac

G** — T** ,

gdzie G** jest tensorem Einsteina, a T™* jest tensorem energii-pedu.

Tensor Einsteina okresla krzywizne czasoprzestrzeni, zwiazana ze skala-
rem dlugosci zdefiniowanym powyzej (nie uwzgledniamy modeli dynamicz-
nych).

Tensor energii-pedu uzywany jest do opisu materii i energii wypetniajacej
pole grawitacyjne, jakim jest gwiazda. Niesie on informacje o przestrzennym
rozktadzie energii i ciSnienia. W celu poznania najprostszego modelu, rozwa-
zamy tylko przypadek izotropowosci cisnienia.

Oba te tensory sa w postaci macierzy



G" 0 0 0 ™ 0 0 0
0 G2 0 0| | 0 T2 0 0
0 0 G® 0o | |0 0 T8 0
0 0 0 @Gu 0 0 0 T“

Wyrazenia na poszczegblne elementy tensora G** sa w postaci rownan
rozniczkowych. Aby otrzymaé cztery rownania rézniczkowe, przyrownujemy
do siebie kolejne sktadowe

Gi =Tt =1,234

Aby wyliczy¢ kolejne elementy tensora G**, trzeba przej$é przez szereg
rozniczkowari elementéw tensora metrycznego, zatem ze wzgledu na przejrzy-
stosé¢ przyktadu, obliczenia pomijamy. Ostatecznie z réwnania tensorowego
dostajemy trzy rozne réwnania

Z(r(l—e)) =p,
—L(l—e)+ 27”/6’2)‘ =,
6_2/\(1}” +v12 + v?’ — N — %) =,

gdzie p jest gestoscia energii, a p jest cisnieniem.
Rozwazmy teraz podstawienie

xr=Cr?,
Z(x) = e A1),
A2y2($) — QQU(T).

Oczywiscie przy takim podstawieniu zmienia si¢ tensor metryczny, dostaje-
my nowy element dlugosci i po wielu przeksztatceniach, otrzymamy nowy
rownowazny uklad rownan

1-Z _ ()
z 2Z_C’
¥y  Z=1 _p

4Zy—|—x =&,

AZx%y" +27'v*y + (Z'x — Z + 1)y = 0.



gdzie " oznacza rozniczkowanie wzgledem x. Pole grawitacyjne jest tutaj
reprezentowane przez potencjal grawitacyjny, oznaczony jako Z(z).

Gwiazdy charakteryzuja sie zréznicowana aktywnoscia magnetyczna. Z
tego powodu musimy uwzgledni¢ obecnosé nie tyle pola magnetycznego, co
pola elektromagnetycznego, gdyz pola elektryczne i magnetyczne sa wzajem-
nie zwigzane. Relacje tych pol opisuja rownania Maxwella. Aby nasz model
byt kompletny, przechodzimy wiec do uktadu rownan Einsteina-Maxwella. W
zdefiniowanych powyzej zmiennych, przyjmuje on postac

d_Qzlzﬁ_i_EQ

x C 20"
AZL 425l _p _ B
y z  C 20"

AZa?y" +22'0%y + (Z'v — Z + 1 - E2)y =0,

%2 — %(mE’ + E)?%

gdzie o jest gestoscia tadunku, natomiast F(= E(z))- natezeniem pola
elektrycznego.

Ostatecznie dostalismy uktad opisujacy zachowanie pola grawitacyjnego
dla natadowanego plynu idealnego. Zauwazmy, ze w przypadku gdy E =
0 rownania Einsteina-Maxwella redukuja sie do uktadu réwnari Einsteina,
zdefiniowanych uprzednio. Widzimy zatem, ze otrzymany model jest bardzo
ogblnym przypadkiem.

Mamy cztery roéwnania z sze$cioma niewiadomymi: y, p, p, Z, 0 1 F.
Mozemy na podstawie pewnych zaltozen fizycznych okresli¢ potencjal grawi-
tacyjny Z oraz natezenie pola elektrycznego E tak, zeby trzecie réwnanie
uktadu mozna byto scatkowaé. To réwnanie jest warunkiem ogélnym na izo-
tropowos¢ cidnienia i cate zagadnienie sprowadza si¢ do scalkowania tego
wtasdnie réwnania, dlatego bedziemy je nazywaé¢ réwnaniem glownym.

MODEL 1.

Zdefiniujmy potencjal grawitacyjny Z jako

_l+4ax
C1+4bz’
gdzie a,b € R. Tak okreslone Z jest funkcja regularng w = = 0, czyli w
centrum gwiazdy i z fizycznego punktu widzenia dobrze zachowuje sie¢ we
wnetrzu gwiazdy dla wielu wartosci a i b. Zatem ten wybor Z z fizycznego
punktu widzenia jest dobry.
Wstawiajac tak zdefiniowane Z do réwnania gtéwnego, dostajemy
2 2
4(14 ax)(1+bx)y" +2(a —b)y' + (b(b —a) — E(l(;;bx)) y=0.
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W celu uproszczenia nowopowstalego réwnania zastosujmy podstawienie

X=1+bz, b#0

V(X) =y(x).
Wtedy
4X(aX—(a—b))%—l—2(a—b)Z§+ ((b—a)—%)i/zﬂ

Rozwiazanie tego réwnania bedzie mozliwe, o ile okreslimy funkcje E. Niech

22 aC(X —-1)  aCbx
B X? (1 +bx)?”’

gdzie « jest stalg. Wzor ten w znacznym stopniu uproéci nasze rozwazane
rownanie rézniczkowe. Rowniez z fizycznego punktu widzenia tak okreslo-
ne natezenie pola elektrycznego E jest dobrze zdefiniowane. Znika ono w
centrum gwiazdy (z = 0) i pozostaje ciaglte i ograniczone dla wszystkich
punktéw wewnetrznych gwiazdy.

Ostatecznie otrzymujemy rownanie

2% Y
4X(aX—(a—b))3X2+2(a—b)3X+((b—a)—a)Y:0.

Przejdzmy teraz do rozwiazan. Rozwazamy dwa przypadki.

Przypadek 1. a = b
Nasze rownanie sprowadza sie wtedy do réwnania Eulera

¥y «
X*— - —Y =0.

dX? 4da
Rozwiazujemy je, korzystajac z teorii rownan Eulera. Znajdzmy zatem pier-
wiastki rownania

r2—r— 2
4a

Jesli a > 0, to istnieja dwa pierwiastki rzeczywiste

14,/1+2 1—,/1+2
2

i rozwiazanie ogdlne jest postaci

14+4/142 1—4/1+&
Y = X"+ X? =X 2 4+ X 2 .



Wracajac teraz do zmiennych poczatkowych

1+4/1+ % 1—4/1+2
y=c(l4+ax)™ 2z  +c(l+ax)

2

oile a > 0.

Jesli a < 0, to mamy dwa pierwiastki urojone

1 a+ «
7’1’2:§:|:

4a
W tym przypadku

Y:\/Y(clsin( a:alnX) —I—CQCOS(
V' 4a

ata, X) ) |
4a
czyli w poczatkowych zmiennych

y=+v1+ax (clsin (,/aialn(quax)) —1—02008( ota
a

In(1 + ax :
4a (1+ )) )
Zatem, podsumowujac zaprezentowane wyniki, otrzymujemy

y:

14y /14+2 1-y/112
ca(l+ar)™z  +c(l+ax)

2

,a >0
\/m(clsin( ‘T—aaln(l%—am))qLchos( ﬁ"—aaln(quax))) ,a <0

Przypadek 2. a #£ b

Stosujemy metode Frobeniusa rozwijania w szereg potegowy wokot X =
0. Rozwazamy szereg

o

Y = Z Cp X

n=0
gdzie ¢y # 0. Wstawiajac postulowane rozwigzanie do naszego réwnania gtow-
nego, dostajemy

2(a — b)cyr (—2(r —1) +1) X"

+ i (2(a —b)cpyi(n+r+1)(=2(n+7)+1)+c,(daln+r)(n+r—1)—(a—b+a))) X"
=0.



Znajdujemy réwnanie indeksowe

(a—b)eor(2(r—1)—1)=0.

7 zalozen wynika, ze musi by¢ r =0 lub r = %
Przyréownujemy wspotezynniki do zera przy wszystkich potegach X, co

prowadzi do nastepujacej zaleznosci rekurencyjne;j

_da(n+r)n+r—1)—(a—b+a)
O e D) 1+ )2 ) — 1)
dla kazdego n > 0. Stad
. :ﬁ4a(p+7“)(p+7’—1)—(a—b+a)c
T 2= b nRpFr) -1

p=0

Mozemy teraz znalez¢ dwa liniowo niezalezne rozwiazania uktadu. Dla r = 0,
mamy rozwigzanie

= 17 dap(p—1) —(a—b+a) .,
Y, = ¢ 1+HZOPHO 2(a —b)(p + )(2p—1)X ]7
czyli
dap(p—1) — (a—b+a) i
I H,;WHO DG =T) (1+ bx) ]

Otrzymujemy drugle rozwigzanie, opowiadajace wartosci r = 5

2p+3(2p+1) (a—b+a) 1
Yy =co X2 |1+ " ,
L nzopﬂo —b)(2p+5)(2p + 2)

co jest rbwnowazne

ap+3)2p+1)—(a—b+a)
“;),,Ho DT eSS

Zatem rozwiazanie ogdlne dane jest wzorem
o0

dap(p—1) — (a — b+ )
”nzopno Na—B)(p+ 2p—1)

2p+3 2p+1)—(a—b+ )
”;),)Ho )@+ 52T

gdzie d; i dy - dowolne state.

nlw

Yo = co(1 + b:c)

(1+ bx)"“] :

y = diyr + days = dico (1+ bx)"“]

3

+d260(1 + bl' 2

1+ bx)”“] :

Mozna oczywiscie przyjaé takze inne zatozenia o Z i E.
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