Miedzy Poincarém a Sobolewem

RAFAL LATALA (Warszawa)

1. Wstep. Nieréwnosci Poincarégo i logarytmiczne Sobolewa sa waznymi i
intensywnie rozwijanymi w ostatnich latach narzedziami w teorii koncentracji
miary, teorii ergodycznej, réwnaniach rézniczkowych i ich zastosowaniach (zob.
np. [1, 3, 10, 11, 16, 17]). Zacznijmy od przypomnienia odpowiednich definicji.

Moéwimy, ze miara probabilistyczna p na R™ spelnia nierdwno$é Poincarégo
ze stalg C, jesli dla dowolnej funkcji gladkiej f:R™ — R takiej, ze [, f2dp < co
zachodzi

Var, (f) := /Rn frdp— (/Rn fdp)? < C/Rn IV f|2dp. (1)

Powyzej i w dalszej czesci || oznacza euklidesowa norme wektora x z R™.

Podobnie méwimy, ze miara probabilistyczna p na R™ spelnia nierdwnos$é
logarytmiczng Sobolewa ze stala C, jesli dla dowolnej funkcji gladkiej f:R™ — R
takiej, ze [5, f2In" f2du < oo zachodzi

Ent,(f?):= [ fPInfldp— [ fdpn([ fdp) < C/Rn IV f2dp.  (2)

R R® R

Nieréownosci Poincarégo i logarytmiczne Sobolewa posiadaja szereg intere-
sujacych wlasnosci, jednak szczegdlnie dwie z nich sprawiaja, ze sa one tak
uzyteczne w zastosowaniach. Sa to wlasnosci tensoryzacji i koncentracji.

Wilasno$¢ tensoryzacji polega na tym, ze jeSli dwie miary probabilistycz-
ne u; na R™ 4 = 1,2 spelniaja nier6wnos$é¢ (1) badz (2) ze stalymi C;, to
réwniez miara produktowa g ® po spelnia odpowiednig nieréwnosé ze stala
C = max(Cq,Cs). W szczegdlnosci, jesli nier6wnosé (1) badz (2) zachodzi dla
miary p, to zachodzi z ta samg staly dla miary produktowej pu®™.

Wilasno$é koncentracji ma nieco inny charakter dla kazdej z powyzszych nie-
réwnosci. Nieréwno$é Poincarégo (1) implikuje koncentracje wykladnicza funkeji
Lipschitzowskich. Doktadniej, dla dowolnej funkcji h: R™ — R, L-Lipschitzowskiej
(tzn. takiej, ze |h(x) — h(y)| < L]z — y| dla wszystkich z,y), zachodzi

Vi1 p{h— | hdp > tLVCO} < exp(—t/3). (3)
R‘n
Poniewaz funkcja —h jest réwniez L-Lipschitzowska, wiec do niej rowniez moze-

my stosowaé (3) i po dodaniu odpowiednich nieréwnosci stronami otrzymamy

Vis1 #{\hf/ hdp| > tLVCY < 2exp(—t/3).

n



Natomiast z nieréwnosci logarytmicznej Sobolewa (2) wynika koncentracja
funkcji Lipschitzowskich typu gaussowskiego, tzn.

Viso u{h — / hdp > tLVC} < exp(—t?) (4)

dla dowolnej funkcji L-Lipschitzowskiej h: R™ — R.

Nieréwnosci koncentracyjne (3) i (4) staly sie podstawa, przezywajacej w
ostatnich kilkunastu latach burzliwy rozwdj, teorii koncentracji miary i znala-
zly liczne zastosowania w rachunku prawdopodobienstwa, statystyce, geometrii
wypuklej, analizie funkcjonalnej i mechanice statystycznej. Doskonale wprowa-
dzenie do tej tematyki wraz ze szczegdlows bibliografia mozna znalezé w mono-
grafii Ledoux [14].

W kolejnych paragrafach zastanowimy sie, jak daleko mozna uogélnié¢ nie-
réwnosdcei (1) 1 (2), by nie stracié oméwionych powyzej wlasnosci. W szczegdlnosei
odpowiemy na pytanie jakiego typu nieréwnosci implikuja koncentracje funkcji
Lipschitzowskich z ogonem typu exp(—t") dla 1 < r < 2.

2. Tensoryzacja. Tensoryzowalnosé nieréwnosci (1) i (2) jest konsekwencja
nastepujacego faktu.

Fakt 1 Dla dowolnych przestrzeni probabilistycznych (Q, p), k =1,2,...,n,
oraz dowolnej nieujemnej zmiennej losowej Z na (1 X ... X Qu,p), p =1
.. ® Wy, spelnione sqg nierownosci

Var,(Z Z E,Var,, (Z
oraz N
Ent,(Z) <> E,Ent,, (Z
k=1

Przyjeliémy tutaj nastepujace naturalne oznaczenia dla nieujemnych zmien-
nych losowych X na przestrzeni probabilistycznej (Q,v):

E, X = / Xdv,
Q

Var, (X) := E,X? — (E, X)?

oraz

Ent,(X) :=E,XInX — E,X In(E,X).

Warto réwniez zauwazy¢, ze zaréwno Var,,, (Z) jak i Ent,,, (Z) mozna trakto-
wac jako zmienne losowe na {2y x...x €, ktore nie zaleza od k-tej wspélrzedne;j.

Poniewaz zmienne Var,(Z) i Ent,(Z) sa postaci E,¢(Z) — ¢(E,Z) dla od-
powiednio dobranej funkcji ¢, wiec narzuca sie¢ nastepujace pytanie o mozliwosé
uogolnienia Faktu 1.



Pytanie. Jakie warunki musi spelniaé funkcja ¢: [0, 00) — R, zeby dla do-
wolnych przestrzeni probabilistycznych (Q, ux), kK = 1,2,...,n, oraz dowolnej
nieujemnej zmiennej losowej Z na (1 X. .. XQp, 1), = @1 . . .Q iy, zachodzila
nieré6wnoéc

n
E.0(Z) = 9(E,Z) < Y Eu(Eup(Z) - ¢(E,, 2))? (5)
k=1

Funkcje spelniajace warunek (5) bedziemy nazywali funkcjami posiadajacy-
mi wlasnosé tensoryzacji. Z Faktu 1 wynika, ze p(x) = 22 i ¢ = xInz sa takimi
funkcjami.

Prawie pelna odpowiedZ na postawione pytanie przynosi nastepujace twier-
dzenie.

Twierdzenie 1 i) Jesli ¢:[0,00) — R ma $cisle dodatniq druge pochodng
oraz ﬁ jest funkcjq wklestq, to ¢ ma wlasno$é tensoryzacji.
ii) Jesli ¢ jest funkciq klasy C? na [0,00) posiadajgcg wlasnosé tensoryzacji, to
p(r) = ax + b lub ¢ ma wlasnosci podane w punkcie ).

Dowdd czeSci i) powyzszego twierdzenia w pracy [13] byl oparty na ideach
pochodzacych z pracy [15] i polegal na wykazaniu, ze przy zadanych warunkach
na ¢ funkcjonal H,(Z) = Ep(Z) — p(EZ), okredlony na zbiorze nieujemnych
calkowalnych zmiennych losowych, jest wypukly. Ostatnio w pracy [8] poda-
no wzér przedstawiajacy H, jako supremum funcjonaléw liniowych, z ktérego
natychmiast wynika wlasno$¢ tensoryzacji ¢:

Fakt 2 Jesli ¢:[0,00) — R spelnia warunki punktu i) Twierdzenia 1, a Z
jest nieujemng calkowalng zmienng losowq takq, Ze Ep(Z) < oo, to

E¢(Z) — o(BZ) = sup[E((¢'(T) — ¢'(ET))(Z — T) + ¢(T)) — p(ET)],

gdzie supremum jest brane po wszystkich nieujemnych catkowalnych zmiennych
losowych T .

Przykltad. Funkcja ¢(x) = 22 ma wlasnos$é tensoryzacji wtedy i tylko wtedy,
gdy 1 <g¢<2.

Stosujac wlasnoéé tensoryzacji do funkeji (x) = 2%/ i Z = |f[P, otrzymu-
jemy nastepujacy wniosek.

Whiosek 1 Jedli (Q, 1) jest produktem przestrzeni probabilistycznych (g, k),
zas f € LA2(Q,u), to dla1 <p<2

n

Euf” — (Bl f1P)7 < 3 Eu(B £2 — (B F)7)).
k=1



3. Nieréwnodci I(r). W tym paragrafie wprowadzimy nowa klase nieréwno-
Sci, po$rednich miedzy nieréwnoéciami Poincarégo i logarytmicznymi Sobolewa
oraz wykazemy ich podstawowe wlasnoéci.

Definicja Powiemy, ze miara probabilistyczna p na R™ spelnia nieréwnosé
I(r), 1 < r < 2, ze stala C, jedli dla dowolnej funkcji gladkiej f:R" — R,
zachodzi

Vicper [ P ([ panpr<o@-pPd [ wiPan (o)
Rn n n

Fakt 3 i) Miara p spelnia nieréwnosé Poincarégo ze stalg C wtedy i tylko
wtedy, gdy spelnia nierdwnosé I(1) ze stalg C.
it) Jedli miara p spelnia nierdwnodcé logarytmiczng Sobolewa ze stalg C, to u
spelnia nieréwnodé I1(2) ze stalg C.
i11) Jesli miara p spetnia I1(2) ze stalg C, to p spelnia nierdwnosé logarytmiczng
Sobolewa ze stalg 2C'.
iv) Jesli miara p spelnia I(r) ze stalg C, to p spelnia I(r') ze stalg C dla
dowolnego 1 <1’ < r.

Dowéd. Okreslmy dla 1 < p < 2, Var(p),(f) == [n frdp — (Jzn fPdu)?/P.
Czes¢ i) wynika stad, ze funkcja p — Var(p),(f) jest nierosnaca na [1,2). Czesé
iii) jest natychmiastowa konsekwencja tozsamosci

.V " 1
pliglﬁ a;(Zi)lp(f) _ §Entﬂ(f2).

Cze$é iv) jest oczywista. Aby udowodnié ii), nalezy skorzystaé z tego, ze
Var(p). (f)
1_ 1
32

funkcja a(p) = jest niemalejaca wzgledem p, a zatem dla 1 < p < 2

Var(p)u(f) _ alp) _ limy_o— a(p)

2—-p  2p 2

= Ent,(f?).0

Uwaga. Nier6wnosé I(r) musi zachodzié dla wszystkich p (a przynajmniej
dla p bliskich 2). Dla kazdego ustalonego p nieréwnosé (6) jest réwnowazna
nieréwnosci Poincarégo (ze stala zalezna od C,p i 7).

4. Koncentracja. W tej czeéci wykazemy, ze wprowadzone w poprzednim
paragrafie nier6wnosci I(r) implikuja koncentracje interpolujaca miedzy przy-
padkiem wykltadniczym a gaussowskim.

Twierdzenie 2 Jesli miara p spetnia nierdwno$é I(r) ze stalg C, to dla
dowolnej funkcji L-Lipschitzowskie h: R™ — R zachodzi

t2

p{h — Epyh > tLVC} < exp(—), 0<t <1
oraz o
p{h — Epyh > tLVC} < exp(—3), t> 1.



Dowédd. Przedstawimy dowdd oparty na metodzie pochodzacej od Aidy
i Stroocka [2]. W dowodzie przyjmujemy a = 2(1 — 1). Bez straty ogdlnoéci

T
mozemy zalozy¢, ze funkcja h jest gladka i ograniczona oraz L = 1, a zatem

|Vh(z)| < 1 dla wszystkich 2. Niech H()\) = E,e*" dla A > 0. Stosujac nieréw-
noé¢ (6) dla f = exp(Ah/2) dostajemy

2 2
H(\) — H(%A)Z/” < %(2 — p)°B,|Vh[?eM < %(2 —p)H(\).
Zatem dla 1 <p <2i0< A< Z5(2—p)~*? mamy
H(BX)2/P

H(\) <

1- 2 @2-p)

Iterujac powyzsza nieréwnosé¢ m razy dostajemy

HO) < —— Hgé)mA)(z/p)” 5
heo (1= S3=(2 = p)e(§))@/p)
Mamy (poniewaz (p/2)%* < 1)
1= s 0 - Gy
skad
H(\) < H((g)MA)@/Wu - CT)\Q(Q )Y S ®/"

Poniewaz (p/2)™ — 0 przy m — oo oraz H(A) = 1+ AE,h + o(\) przy
A — 0+, to

lim H((g)mx)@/mm = lim (14 B, )"/ = exp(AB,h).

m— 00
Zatem

_ _CN a2/
E, exp(A(h —E,h)) < (1 1 2-p?) ,

czyli, wobec nieréwnosci Czebyszewa,
C\?

Ze-py e @)

p(h —E,h > t/C) < e MVC(1 -

Przyjmujac p = 1 oraz A = t/v/C dla 0 < t < 1 dostajemy

e 2
p(h —E,h>tV/C) < e (1=7) 2

Dla 0 < ¢t < 1 mamy 1 — t2/4 > exp(—t?/3) i stad

p(h —Euh > tVC) < e /3,



Dla t > 1 ktadziemy w nieréwnosci (7) p = 2 — t=2/2=%) = 2 — =7 oraz
A =t4/2=a) )\/C =t~ /\/C i dostajemy
1 o 16

ph = Buh > +/C) < e (1= )7 = (g

1 )tT < e~ t/3 0

Wobec Twierdzenia 2 nasuwaja siec dwa pytania: czy uzyskane oszacowanie
jest optymalnego rzedu i czy istnieja nietrywialne przyklady miar spelniajacych
nieréwnosé I(r) dla 1 < r < 2?7 Pozytywna odpowiedZ na oba pytania daje
kolejne twierdzenie.

Twierdzenie 3 Dla dowolnego 1 < r < 2 miara probabilistyczna na pro-
stej pr z gestoscig (2I(1 + L))"t exp(—|t|") spelnia nieréwnosé I1(r) ze stalg C
niezalezng od 7.

Uwagi. i) Miara p,» ma ogon rzedu exp(—|t|"/K), wiec rzeczywiscie koncen-
tracja uzyskana w Twierdzeniu 2 jest optymalnego rzedu.

ii) Oczywidcie p, nie spelnia nieréwnosei I(r') dla r < r’ gdyz implikowataby
ona szybsza zbiezno$¢ do 0 ogona miary .

Bazujac na poprzednim twierdzeniu F. Barthe podal dowéd pewnego kry-
terium dla miar na R", gwarantujacego spelnianie nieréwnosci I(r). Przypo-
mnijmy, ze miare p nazywamy logarytmicznie wkleslq, jesli p(AA+ (1 —N)B) >
pw(A) u(B)=* dla dowolnych zbioréw zwartych A, Bi0 < A < 1 (w przypadku
miar absolutnie cigglych, zgodnie z twierdzeniem C. Borella [7], warunek ten
jest réwnowazny wklestosci logarytmu gestoscei miary).

Twierdzenie 4 Jesli i jest miarg logarytmicznie wklestg na R™ takq, Ze dla

pewnego 1 < r < 2 i stalej K, p{z € R™: |z| >t} < Kexp(—%) dla wszystkich

t >0, to miara p spelnia nieréwnodé I(r) ze stalq zalezng tylko od K,m i r.

5. Oszacowania stalych w przypadku jednowymiarowym. Pierwszy
dowé6d Twierdzenia 3 byt bardzo techniczny i skomplikowany. W pracy [5] Bar-
the i Roberto uzyskali znacznie ogdélniejsze wyniki za pomoca bardziej przej-
rzystych metod. Zacznijmy jednak od twierdzenia Bobkowa i Gotzego [9] po-
dajacego warunki dla miar na prostej réwnowazne nieréwnosci logarytmicznej
Sobolewa (a zatem réwniez nieréwnosci I(2)).

Twierdzenie 5 Niech u,v bedg miarami nieujemnymi na R takimi, Ze p
jest miarg probabilistyczng z mediang m, a v jest absolutnie ciggla przy czym
dv(z) = n(x)dx. Niech C bedzie najmniejszq stalg takq, Ze dla dowolnej funkcji
gladkiej f:R — R

Ent,, (f?) <C/ |f'|2dv,
R

wWOwWczas
max(b_,b;) < C < 16 max(b_,by),



gdzie
1 1
by = sup p([z,00)) In(1 + ———) dx

r>m 2#([1‘,00)) m H
b = fgglu((foo,x]) In(1+ m) /m %dw.

Kolejne twierdzenie pochodzi z pracy [5] i podaje szacowania stalej C' w
nieréwnosci (6) dla ustalonego p.

Twierdzenie 6 Niech p,v,n(x) i m bedg jak w poprzednim twierdzeniu,

1 < p <2, zas C bedzie najmniejszq stalg takg, zZe dla dowolnej funkcji gladkiej
nieujemnej f na prostej

[ = [1rawr<c [ 15Pa

max(b_(p),b+(p)) < C < 20max(b_(p), b+ (p)),

Wowezas

gdzie

b (p) = sup plf, 001~ (1 )@ 20) [ S

r>m 2#([%,00 n
b-(p) = sup p((—o0,a])(1 = (1 + m)@—zw) /’" %dw.

Przy pomocy powyzszego twierdzenia nietrudno juz wyprowadzi¢ oszacowa-
nia staltych C' w nieréwnosci I(r).

Twierdzenie 7 Niech p,v,n(x) i m bedq jak w Twierdzeniu 5, 1 < p < 2,
za$ C' bedzie najmniejszq stalg takq, ze dla dowolnej funkcji gladkiej nieujemne;j
f na prostej

fR fPdu — (f]R \fl”du)2/p /2
B (= TN C/R IF P
Wowczas
3 max(c_(r),cy(r)) < C < 17Tmax(c_(r), cy(r)),
gdzie
_ 1 a-b [T1,
e (1) = sup e 0) In(1 + s P00 [
oraz
_ _ 1 a-y [T
e (1) = sup p((—oc, ) (In(1 + 207D [ i



Powyzsze twierdzenie tatwo implikuje Twierdzenie 3.

6. Inne zastosowania i otwarte pytania. Boucheron, Bousquet, Lugosi i
Massart, bazujac na wlasnosci tensoryzacji funkeji p(x) = |2]?, 1 < ¢ < 2, uzy-
skali szereg ogdlnych oszacowan momentéw funkcjonaléw statystycznych posta-
cd Z = f(X1,...,Xn), gdzie X1,...,X,, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi.
Oszacowan tych nie mozna uzyskaé¢ bazujac na tradycyjnie wykorzystywanej
metodzie entropii, gdyz nie zaklada sie skonczonoéci Ee*?. W ten sposéb udalo
sie uzyskaé¢ wiele interesujacych oszacowan dla chaoséw rademacherowskich do-
wolnych rzedow, proceséw empirycznych i U-statystyk. Zainteresowanego czy-
telnika odsylamy do pracy [8], tutaj natomiast podamy jedynie przykladowe
twierdzenie obrazujace uzyskane przez nich wyniki.

Niech Xj,...,X,, beda ciagiem niezaleznych zmiennych losowych, a ciag
X{,...,X] bedzie jego niezalezna kopia. Dla ustalonej funkcji n zmiennych f
okreslmy

Z= f(Xla"'aX’ﬂ)7 Zz/ = f(Xla"'aXi—lanvxi-&-l;---Xn)a

n n

Vi =B (Z = ZD)21(X0s o, X)), Ve = B(Y (2= ZD)2|(Xas. . X)),
i=1 i=1

Twierdzenie 8 Dla dowolnej liczby catkowitej q > 2 zachodzi
E(Z - EZ)L < (3¢)"*EV!/?

oraz

E(Z - EZ). < (3¢)"*EVY/>,

W poprzednim paragrafie podano oszacowania stalych w nier6wnosciach I(r)
dla miar na prostej. Podobne wyniki nie sa znane w przypadku wielowymiaro-
wym, nawet dla nieréwnosci Poincarégo czy logarytmicznej Sobolewa. Twier-
dzenie 4 jest jednym z nielicznych znanych wynikéw dla nieproduktowych miar
wielowymiarowych, jednak stale, ktére w nim wystepuja, zaleza od wymiaru
przestrzeni. Pozostaje otwarte pytanie, czy mozna (byé moze przy dodatkowych
zalozeniach) pozby¢ sie tej zaleznosci. Szczegdlnym przypadkiem tego zagad-
nienia jest ponizsze pytanie pochodzace od Kannana, Lovésza i Simonovitsa
[12].

Pytanie. Zal6zmy, ze p jest logarytmicznie wklesta miarg na R™ taka, ze
Jpn zidp = 0, [p, zizjdp = ;5 dla 1 < i,j < n. Czy wéwezas p spelnia
nieréwnosé¢ Poincarégo (1) ze stala C nie zalezaca od miary p ani wymiaru n?

Pozytywna odpowiedZ na powyzsze pytanie miataby szereg istotnych konse-
kwencji w geometrii wypuklej (por. [4, 6]).

Inne istotne pytanie dotyczy tego jakie wlasnosci miary na prostej (badz
w R¥) implikuja niezalezne od n oszacowania koncentracji miar produktowych
p®", tzn. funkeji

f) =inf p=h — | hdp®" >},
n, Rn



gdzie infimum jest wziete po wszystkich 1-Lipschitzowskich funkcjach h: R™ —
R. Wyniki zebrane w niniejszej notce dotycza szacowania funkcji f przez exp(—t"),
1<r<2.
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