Dodatkowe wyjasnienia o tancuchach Markowa
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Na zajeciach przeanalizowaliSmy Model Fhrenfestow, czyli zadanie 9. z serii za-
dan o tancuchach Markowa. Doszliémy tam do pewnej konsternacji spowodowa-
nej nieostroscia poje¢ rozklad graniczny i rozklad stacjonarny. W szczegdlnosci
autor zadania na Smurfie sugeruje, ze sa to pojecia rownowazne. Okazuje sie,
ze literatura podaje inaczej.

Niech X7, X5, ... to taicuch Markowa na przestrzeni stanéw S, ktéry ma ma-
cierz przejscia M. Moéwimy, ze rozklad prawdopodobienistwa m = (7;);jes jest
rozkladem stacjonarnym tego taricucha jesli:

oM =m,

czyli gdy > ;g m; = 1 oraz dla kazdego j € S zachodzi m; > 01 m; =37, mipi ;.

Niech znoéw X7, X, ... to laricuch Markowa na przestrzeni stanéow .S. Powiemy,
ze m = (mj)jes jest rozkladem granicznym tego laricucha, jesli dla kazdych
i,J € S zachodzi:
Jim p; j(n) = ;.

Twierdzenie ergodyczne w wersji z notatek do wykladu (8.21) mowi, ze dla
kazdego nieprzywiedlnego i nieokresowego tanicucha Markowa o skoniczonej prze-
strzeni stanow istnieje rozktad graniczny (oczywiscie taki rozktad moze by¢ tylko
jeden) i jest on zarazem rozkladem stacjonarnym. W mocniejszej wersji pokazuje
sie czasem rowniez, ze taki tancuch ma doktadnie jeden rozklad stacjonarny.

Mozna udowodnié, ze nieprzywiedlny taricuch Markowa na skoriczonej przestrze-
ni stanéw ma dokladnie jeden rozklad stacjonarny (nie jest potrzebne zalozenie
nieokresowosci). To do§é nietrudne zadanie, ktore mozna sprobowaé rozwiazaé
samodzielnie (wskazowka: skorzystaé z powyzszego wzmocnienia twierdzenia er-
godycznego). Oczywiscie na rozklad graniczny nie ma szans, co jest rowniez
wyjasnione na Smurfie (8.23).

W notatkach do wyktadu jest sformulowane jeszcze jedno ciekawe twierdzenie
— dla danego nieprzywiedlnego i nieokresowego tancucha Markowa o skorczonej
przestrzeni stanow i rozkladzie stacjonarnym 7 = (7;);jes zachodzi p;; = 7%

J

dla kazdego stanu j € S (8.24). Pojawia sie do$¢ naturalne pytanie, czy w tym



twierdzeniu zaltozenie nieokresowosci jest istotne. Wszakze wiemy, ze tancuchy
okresowe takze maja rozklad stacjonarny. Okazuje sie, ze rzeczywiscie jest to
prawda (znow nietrudne ¢wiczenie w podobnym duchu, co poprzednie).

Resumujac — mimo, ze w omawianym zadaniu tanicuch Markowa opisujacy ilosé
czasteczek w pierwszej komorze jest okresowy, to nie sprawia nam to wiekszych
klopotow. Mozemy poszukaé¢ rozkladu stacjonarnego (wiemy, ze istnieje taki
dokladnie jeden i spelnia m = wM), a nastepnie $redni czas powrotu do stanu,
gdy wszystkie czgstki sa w pierwszej komorze to fiy, , = T%n Doktadne wyliczenia
pozostawiam do samodzielnego przeprowadzenia.
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