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Zadanie o ruinie gracza
Tresé

Gracz rozpoczyna gre z kapitalem k zt. W kazdym kroku gry wygrywa 1 zt z

prawdopodobienstwem p = % i z tym samym prawdopodobienstwem 1 —p = %
przegrywa 1 z. Gracz koriczy gre, gdy albo wygra fortune (= n z1) albo zban-

krutuje. Oblicz:
1. prawdopodobienistwo wygrania fortuny oraz

2. $drednig liczbe krokéow do zakonczenia gry.

Rozwigzanie

Opisang sytuacje mozemy modelowa¢ taiicuchem Markowa o n+1 stanach ozna-
czajacych aktualny kapital gracza (czyli zbior stanéow S = {0, 1,...,n}). Ponad-
to ze stanu 0 < ¢ < n przechodzimy z prawdopodobieristwem % do stanu¢—11i
z tym samym prawdopodobieristwem do stanu i+ 1. Aby modelowaé, ze po ban-
kructwie lub wygraniu fortuny koiczymy rozgrywke, przyjmujemy, ze ze stanu 0
z prawdopodobieristwem 1 w nim zostajemy i analogicznie dla stanu n. Ponizszy
rysunek przedstawia opisany tancuch:

1 1
0.5 0.5 0.5 0.5 0.5
0.5

Wiemy, ze tylko stany 0 i n sa powracajace — pozostate sa chwilowe. W zwiazku
z tym, uzywajac oznaczenia z wyktadu, zachodzi f; o + fi,, = 1 dla kazdego
0 < ¢ < n. W takim razie chcemy policzy¢ fj , — prawdopodobienistwo, ze gre
zakoriczymy wygrywajac fortune (wtedy fro=1— fin)-

Zauwazmy, ze ten lancuch nie jest lancuchem nieprzywiedlnym — nie mozemy
wiec stosowaé twierdzenia ergodycznego. Mozemy jednak uzyé¢ wzoréw z wykla-
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Zauwazamy, ze mamy do czynienia z ukladem n — 1 niezaleznych liniowo réw-
nan z n — 1 niewiadomymi, tak wiec istnieje jednoznaczne rozwigzanie. Zeby je
znalezé, w zasadzie najlatwiej jest je zgadnaé i sprawdzié, ze dziata. Reczne roz-
wiazanie tego uktadu dla matych n pozwala przypuszczaé, ze zachodzi f; , = %
Bezposrednie sprawdzenie pozwala potwierdzié, ze rzeczywiscie te liczby spet-

niaja wszystkie rownania. Ostatecznie wiec szansa na wygranie fortuny to %

Zajmiemy sie teraz obliczeniem $redniego czasu gry. Interesuje wiec nas sredni
czas dojscia do zbioru {0,n}. Zeby tatwiej wykonywaé analize i uzywaé oznaczeri
z wyktadu sklejmy stany 0 i n w jeden nowy stan E. Tracimy w ten sposob
informacje o przyczynie zakoriczenia gry (bankructwo czy wygrana fortuny), ale
nie jest ona potrzebna do rozwigzania zadania. Nasz nowy tancuch wyglada
nastepujaco:
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Znoéw, uzywajac oznaczen z wyktadu, chcemy policzy¢ iy, g. Sprobujmy to zrobié
ponownie zapisujac odpowiedni uktad réownan:
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Znéw mamy do czynienia z uktadem n — 1 niezaleznych liniowo réwnan z n — 1
niewiadomymi, wiec ma on jednoznaczne rozwigzanie. Ponownie mogliby$Smy
zgadnaé rozwiazanie i sprawdzié, ze ono dziata, ale dla odmiany postaramy sie
uargumentowaé jak tego rozwiazania szuka¢. Rozpatrzmy najpierw przypadek
n parzystego, to jest n = 2m dla pewnego naturalnego m. Latwo zobaczy¢, ze
przez symetri¢ [ g = pn—i,E, czyli takie um—1. g = pm+i1,5- Upraszcza to na
przyktad érodkowe réwnanie:
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i mozemy p06jsé tym tropem jeszcze dalej:
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Mm—1,E,
czyli:
Hm—-1,E = 3+ Hm—2.E-

Analogicznie dostajemy:
Hm—2E = 5+ Hm—3.E

i tak dalej. Jako ze kolejne liczby nieparzyste sumuja sie do kwadratéw liczb
naturalnych, to dostajemy z tych rozwazan:
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Hm,E = Hm—1,E + -
Zobaczmy teraz co dzieje si¢ w réwnaniu na pq, . Tam powinniSmy mie¢:
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a to jest réwnowazne do:
e =2(m—1)2+2— (m —2)* =m?
Po prostych obliczeniach dostajemy wiec
g =i(n —1).

Te obliczenia nie byly moze tak bardzo formalne, jak by¢ powinny, ale nie mu-
sieliSmy przesadnie dba¢ o formalizm. Istotnie, zauwazyliSmy juz, ze nasz uktad
réwnan ma dokladnie jedno rozwiazanie. W takim razie wystarczy tylko spraw-
dzié, ze tak obliczone wspotczynniki go spelniaja. Latwe rachunki to potwierdza-
ja. Swoja droga, dla n nieparzystego mozna powtorzy¢ powyzsze rozumowanie,
odpowiednio je oczywiscie modyfikujac, i dosta¢ podobne wyniki. Nie musimy
jednak tego robi¢ — mamy jakiego$ kandydata i mozemy zweryfikowaé, ze jest
on poprawny takze dla n nieparzystych. Ostatecznie wiec $redni czas rozgrywki
wynosi k(n — k).



