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Rozdziat 1

Miary zalezno$ci i miary
bliskos$ci miedzy zmiennymi

W rozdziale tym przedstawione zostana wskazniki liczbowe do analizy da-
nych jedno- i dwuwymiarowych. Przypomniane zostang miary rozrzutu oraz
oméwione miary zaleznosci i miary bliskosci miedzy zmiennymi (cechami).

Gléwna réznica:

e miary zaleznosci: minimalne dla zmiennych niezaleznych, maksymalne
dla zmiennych identycznych;

e miary bliskosci (odleglosci, zréznicowania): minimalne dla zmiennych
identycznych;

Wygodnie jest podzieli¢ zmienne na ilosciowe (liczbowe), porzadkowe i ja-
kosciowe (nominalne). Miary wprowadzone dla danych liczbowych, wyko-
rzystujace wartosci liczbowe, maja zastosowanie tylko dla nich. Miary dla
zmiennych porzadkowych nadaja sie rowniez dla zmiennych liczbowych, po-
niewaz otrzymujemy je przez zamiang¢ wartosci cechy na kolejne liczby na-

turalne 1,2,...,n lub utamki jednostajnie roztozone na odcinku [0, 1], czyli
= ﬁ, gdzie i = 1,2,...,n. Miary dla zmiennych jakoSciowych sa oparte

na gestosciach i maja zastosowanie do wszystkich zmiennych.

Miary zaleznosci i bliskoéci zostang podzielone na symetryczne i niesyme-
tryczne (zalezno$é czy blad nie musza by¢ relacjami symetrycznymi). Pod-
sumowanie znajduje sie w ponizszej tabelce:



20 lutego 2012 7

Zmienne iloéciowe Zmienne porzadkowe Zmienne jakoSciowe
Miary zaleznosci Korelacja Korelacja rang, Wspédlna
symetryczne Wspélezynnik Kendalla Informacja
Miary zalezno$ci Wspédtezynnik
niesymetryczne Goodmana-Kruskala
Miary odleglosci | Blad sredniokwadratowy
symetryczne E(X —Y)?
. . E(X-Y)?
Miary odleglosci % 2(p, q),
niesymetryczne H(pllq)
W dalszej czesci skryptu bedziemy oznaczaé¢ wielkimi literami, np. X, Y
zaréwno zmienne losowe jak i ich realizacje. Rozréznienie bedzie wynikaé z
kontekstu.
Definicja 1.1. Prébg bedziemy nazywali n realizacji zmiennej losowej: X = (X1, ..., Xp,).

Sredniq z préby bedziemy oznaczaé jako:

1.1 Zmienne iloSciowe

Dla zmiennych iloéciowych mozemy zdefiniowaé¢ kwantyle:

Definicja 1.2. Kwantyl rzedu p, p € (0,1):

op(X) = Fx'(p) = inf{z : Fx(z) > p},

gdzie Fx oznacza dystrybuante. Kwantyle rzedu %, %, i % nazywamy kwar-
tylami, z czego kwantyl rzedu % to mediana.

Estymatorami kwantyli dla préby X = (Xi,...,X,) sa kwantyle prébkowe.

Definicja 1.3. Kwantyle prébkowe rzedu p dla préby n-elementowej, p €
(0,1):

R 1

‘PP(X) = §(XLp(n+1):nJ + X[p(n+1):n])7
gdzie Xj., oznacza k-ty element statystyki pozycyjnej: po uszeregowaniu
niemalejaco wartosci X; ¢ = 1,...,n, X, oznacza k-ta wartos¢ z n-
elementowego ciaggu. Funkcja ceiling zwraca najmniejszg liczbe calkowita
mniejszg od danej, a funkcja floor najwieksza liczbe catkowitg mniejsza.

1.1.1 Miary rozrzutu

e Wariancja:
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wersja populacyjna
Var(X) = E(X —EX)? ;
wersja probkowa
var (X

wersja probkowa nieobcigzona

varg(X) =

1 " —
-1 Z(X o
i=1

e Odchylenie standardowe:

wersja populacyjna

wersja probkowa

wersja probkowa niebcigzona
d0(X) = y/varg(X)

e MAD (Median of Absolute Deviation):

MAD(X) = @1 (X — @1 (X)).

1 1
2 2

Dla rozktadu normalnego, MAD= 1, 350.
o IQR (Interquartile Range)
IQR(X) = 33(X) — &

Dla rozktadu normalnego IQR~ 0, 67450.

(X)

1
1

1.1.2 Miary zaleznosci

e Korelacja pomiedzy zmiennymi X i Y:

E(X —EX)(Y — EY)

Cor(X,Y) = (X)o7

Dla préby n-elemnentowej: (X L, Y]

),
s (X - X)(Yi-Y)
a(X)a(Y) ’

., (X, Yn) korelacja probkowa:

cor(X,Y) =
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korelacja probkowa nieobciazona:

LS (X - X)(Y; - Y)
a0(X)ao(Y) ’

corg(X,Y) =

corg(X,Y) = cor(X,Y).

1.2 Zmienne porzadkowe

Zmienne porzadkowe to takie, dla ktorych nie sg wazne wartosci, ale kolej-
noé¢, w jakiej sa ustawione. Z pojeciem zmiennej porzadkowej Scisle wigze
sie pojecie rangi. Nadanie rang obserwacjom uniezaleznia je od skali.
Definicja 1.4. Rangi dla obserwacji w prébie X = (Xi,...,X,):
1+#{j:Xj :Xi}

2
Przyktad 1.1. Dla X = (2;3;2,5;2,5;1,5) rangi sa réwne:

Ri=R(X;) =#{j : X; < Xi} +

X[2[3[2525]15
R|[2[5(35|35] 1

1.2.1 Miary zaleznos$ci
e Korelacja rang (Spearmana):
corr(X,Y) = cor(R(X), R(Y))
gdzie R(X) = (R(X1), R(X2), ..., R(X,)), R(Y) = (R(Y1), R(Ya), ..., R(Y},)).

Stwierdzenie 1.1. Zalozmy, ze X,Y majq rozklady o cigglych i $cisle ro-
sngcych dystrybuantach. Wtedy:

1 n o n+l .
]--E i:le—Ta

2. var(R(X)) = ﬁ S (R(X;) —R)? = n(agn ;

3. corp(X,Y) = cotig S R(X)R(Y:) — 5

n(n2—1) n—1

4. corp(X,Y) B, Cor(Fx(X), Fy(Y)) ;

n—oo

5. Jezeli (X,Y) ma 2-wymiarowy rozklad normalny,

Cor(Fx(X),Fy(Y)) = garcsin (Cor(2X,Y)> .
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e Wspoétczynnik Kendala zaleznosci miedzy X a Y:

Zalézmy, ze X1, Xo to zmienne losowe niezalezne i o takim samym
rozktadzie co X, Y1,Ys niezalezne o takim samym rozkladzie co Y.

Niech:
1, Xi1>Xo; 1, Yi>Yy,
Xi2=4¢ 0, Xi=Xo; Yip=¢0 Y =Y5;
-1, X1 <Xs. -1, 1 <Y;.

Tk(X, Y) = COI‘(Xlg,Ylg> =

_ (X = Xp)(V1 —¥) > 0) - P((Xy1 — Xp)(V1 — ¥2) <0)
VP(X1 # Xo)P(Y: # Y2)
Jedli X, Y maja ciagte dystrybuanty, to

(X, Y) = P((X1 — X2)(Y1 — Yo) = 1) = P((X1 — Xo)(Y1 — Y2) = —1).

Wersja prébkowa 7p:

_ 2
n(n—1)

~

Tk = > sen((Xi — X;)(Y; — Y))).

1<i<j<n

Uwaga 1.1. W programie R: cor(X, Y, method = ¢("pearson”, "kendall”, " spearman”))
z domy$lnie ustawiona opcja " pearson”.

1.3 Zmienne jakosSciowe

W tej czedci ombéwione zostang miary rozrzutu, zaleznoéci i bliskosci oparte

na gestosciach prawdopodobienstwa, wykorzystywane przede wszytkim do
analizy cech jako$ciowych.

1.3.1 Miary rozrzutu

e Entropia dla gestosci p o nosniku 2

H(p) = = [ [ p(e)lp(0)do.
Jesli X - zmienna losowa o gestosci px, to H(X) := H(px).

Uwaga 1.2. Réznice i podobienstwa miedzy H(X) i Var(X):
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1. Zatézmy, ze 0 < X < 1. Wtedy

Var(X) = E(X?) - (EX)? <EX — (EX)% < i.

Zatem wariancja jest najwieksza dla rozkladu dwupunktowego: pg =
% = p1. Entropia natomiast jest najwieksza dla rozkladu jednostajne-

go.

2. Zalézmy teraz, ze X ~ N (u,0?). Mamy:

1 >_(fv—u)2,

2ro

Inpx(z) =1In <

Var(X) = [ (@ = 10?*px(a)do = o*

1 1 1
H(X)=—In <\/ﬂa) + B = const + 511102.

e Wspdélczynnik Giniego dla gestosci p:

V(p) = /Q 1 p(v)]p(v)dv = 1 — /Q P2(0)do.

Jesli X - zmienna losowa o gestosci px, to V(X) = V(px).

V(p) jest liniowym (rozwiniecie Taylora dla logarytmu naturalnego:
In(z) ~ = — 1) przyblizeniem H(p).

1.3.2 Miary bliskosci

Dla prostoty ograniczymy sie w dalszej czesci wyktadu do rozkltadow dys-
kretnych zadanych gestosciami p i ¢ o wspolnym nosniku €2.

e Odleglosé Kullbacka-Leiblera (wzgledna entropia):

Hepllg) = 3 (10 2)

=y v

Stwierdzenie 1.2. Wiasnos$ci Odleglosci Kullbacka-Leiblera (entropit wzgled-
nej):

1. H(pllq) > 0;

2. H(pllg) =0 p=q.
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Dowdd. Skorzystajmy z nieréwnosci: In(z) < z — 1:

H(pIIQ)=Z<1nq>pz— Z(ln>pz/z<1—>pz—0

i€Q i ieq N Pi i€ ‘
Stad otrzymujemy (1). Réwnosé w ostatniej nieréwnosci jest réwnowazna

warunkowi ;]Tz =1 dla wszystkich i, otrzymujemy (2).

O]

e Odleglo$é y? miedzy rozkladami dyskretnymi zadanymi gesto$ciami
p i ¢q o wspblnym noéniku 2

2

N2 o
X2(p7Q):Z<pl ,qz> pizzu : (1.1)

€0 Di 1€Q Di

Odlegtoéé x? jest kwadratowym (rozwini@cie Taylora dla logarytmu:
In(14z) ~ x— 122, gdzie za x wstawiamy 2P 1) przyblizeniem H(p||q):

H(pllg) = 35x*(p, )-

1.3.3 Miary zalezno$ci

Niech X,Y bedg zmiennymi o rozktadzie dyskretnym, niekoniecznie o tym
samym nos$niku 2. Ponadto zdefiniujmy:

pij =P(X =4,Y =j);
pjli = P(Y = j|X =) ;

pi. = P(X =) ;
pj =P =j);
warunkowy wspélezynnik Giniego V(Y |X =1i) =1-3", pjlZ ;

warunkowa entropi¢ H(Y|X = i) = — =, (Inpj;)pj); -

Zauwazmy, ze:

V(Y]X) ZV Y|X =i)pi.=1- sz pr
H(Y|X) = Y H(Y X =i)p;

e Wspélczynnik Goodmana-Kruskala (méwi on o tym, jak zmienit
sie rozrzut po zaobserwowaniu cechy X):

V(IY) - E(V(Y]X))
V(Y)

T(Y|X) =

Zakladamy, ze rozklad Y jest niezdegenerowany, czyli ze V(Y') > 0.
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Stwierdzenie 1.3. Wiasnosci Wspélczynnika Goodmana-Kruskala:

1. 0

VA
VA

T<1;

2. =0« X,Y niezalezne.

Dowdd. Oczywiscie 7 < 1. Dla dowodu, ze 7 > 0 zauwazmy, ze EV(Y|X) =
1=>0pi2; p§|i. Wystarczy pokazad, ze 3 p?j <2 Zipi_p?‘i. 7 kolei wy-
starczy pokazaé, ze p% < 3;pipy;- Lewa= p? = (X;pij)* = (3; pjapi.)?
wiec (1) wynika z nieréwnosci Jensena.

Dla dowodu (2) zauwazmy, ze ,=" w nieréwnosci Jensena wyrazow p;j; = p.;
Vi, j jest réwnowazna niezaleznosci X, Y. ]

e Wspdlna informacja zawarta w X i Y:

k
MX,Y) =33 pyin L
j=1i=1 piP.j

Stwierdzenie 1.4. Wiasnosci Wspdlnej informacji:
1. M(X,Y)>0;
2. M(X,Y) =0 < X,Y niezalezne.

Dowdd. Wynika z wlasnosci odlegloéci Kullbacka-Leiblera (stwierdzenie 1.2),
bo M(X,Y) = H(pi;l|(pip.;)) 0

Uwaga 1.3. Korzystajac z przyblizenia rozwinieciem w szereg Taylora loga-

rytmuw: In(1l + ) =~z — %332, otrzymujemy:

M(X,Y)=-3"3 piln (pi'p'j ~1+ 1) ~
J ot

Pij
Pi.D.j 1 Pi.D.j ’
o S T ST
ji Pij ji Dij
Ly~ pips —pu)®
24 Pij
: S 2 _ (pij—pi.p.j)° P
Ostatnie wyrazenie oraz statystyka x* =3_,; b dla testowania nie-

zaleznosci majg podobna interpretacje, chociaz réznica w tresci matematycz-
nej jest zasadnicza. By¢ moze o podobienstwie wyrazen decyduja wlasnoéci
btedu wzglednego: jesli blad wzgledny oszacowania a za pomoca b jest nie
wiekszy od €, to btad wzgledny oszacowania b za pomoca a jest nie wiekszy
niz 1= . Przy malym e wyrazenia te sa poréwnywalne.
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Uwaga 1.4. Wspdélna informacja dla rozktadu dwuwymiarowego normalne-

2
go, gdzie (X,Y) ~ N (( Hx ) , ( X anQUY >>, jest réwna:

my POXOY Oy

M(X,Y) = —Iny/1— p2?,

gdzie p = Cor(X,Y).

e Jezeli zamiast wspdtezynnika Giniego we wzorze na wspotczynnik Goodmana-
Kruskala uzyjemy entropii, otrzymamy analogiczny wspoélczynnik
M(Y|X):

H(Y) - EH(Y|X)

M(Y|X) = 7]

Stwierdzenie 1.5.

H(Y)-EH(Y|X) M(X,Y)
H(Y) - OH(Y)

M(Y|X) =

Dowdad.

H(Y|X) = sz me Inp;; ==Y pijlnpj; =
ij
Y pijlnpij = pilnp; | =

=H(X,Y)+ E In p;. E pi; = H(X,Y) + E Inp; - p;. =
i j i
— H(X,Y) — H(X),

edzie H(X,Y) = H(Px.y))-
H(X)+H(Y)—H(X,Y
Zatem M(Y'|X) = (X) Ig(}),) (XY),

Pij
= 1 -
;Zj:p” S pip;
=> Zpij Inp;; — ZZPij In(pip;) =
=-H(X,Y) ZZPU Inp; — Zzpij Inp; =
= Zlnpz Di. Zlnp]p]_

= _—H(X,Y)+ H(X) +H(Y).

Zatem M(X,Y) = H(X) + H(Y) — H(X,Y). Stad M(Y[X) = 5. O
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1.4 Przyklady w programie R

Obliczanie spétczynnika Goodmana-Kruskala: http://www.mimuw.edu.pl/
“pokar/Statystykall/EKSPLORACJA/tauGK.R


http://www.mimuw.edu.pl/~pokar/StatystykaII/EKSPLORACJA/tauGK.R
http://www.mimuw.edu.pl/~pokar/StatystykaII/EKSPLORACJA/tauGK.R

Rozdziat 2

Podstawowe metody
prezentacji danych

Boxplot Histogram Estymator jadrowy gestosci
3
2 - g 1 — 2
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Rysunek 2.1: Przykladowe boxplot, histogram i estymator jadrowy gestosci
dla zmiennej crabs|, 5] ze zbioru danych crabs (MASS).

2.1 Boxplot

Dla préby losowej X = (X1,...,X,) zajmiemy sie reprezentacja graficzna
danych. Zaczniemy od boxplotu.

e Boxplot. Przykltadowy boxplot znajduje sie na rysunku 2.1. Do jego
narysowania potrzebne sa nastepujace elementy:

16
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1. kwartyle prébkowe (’bi(X)’ QE%(X),@%(X) ;

2. rozstep miedzykwartylowy (wysoko$¢ pudetka) IQR(X) = @3 (X)—
¢1(X);

3. was gérny wasG(X) = (gb% (X)+1,5*IQR(X)) A max(X), gdzie
max(X) oznacza element maksymalny z proby;

4. was dolny wasD(X) = ((ﬁi(X) — 1,5 * IQR(X)) V min(X), gdzie

min(X) oznacza element minimalny z préby;

5. obserwacje odstajace, ktére nie mieszcza si¢ w przedziale [wasD(X ), wasG(X)]
i nanosimy je oddzielnie w postaci punktow.

Boxplot
o obserwacja odstajaca

—— wasG

PAY
¢3/4

$ij | 10R

JAY
¢1/4

——— wasDh

Rysunek 2.2: Przyktadowy boxplot.

2.2 Estymacja gestosci

Zalézmy, ze proba X = Xi,..., X, pochodzi z rozktadu o gestosci f i jest
iid (niezalezna o tym samym rozkladzie), bedziemy szukaé estymatora dla
gestosci f.
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e Histogram. Przyktadowy histogram znajduje sie¢ na rysunku 2.1. Wy-
bieramy dowolne xy € R. Dla ustalonego h > 0, oznaczajacego szero-
koéé¢ klasy, tworzymy odcinki:

I, = [zg + mh,xog+ (m+ 1)h), m=...,-2,-1,0,1,2,...;

wtedy Ve € R J'm , ze x € I, oznaczmy I(z) = Iy, jesli x € I,y,.

Histogramem nazywamy funkcje « € R:

A #{i:x; € l(x)}

11
fulz) = o = EZ 7 Lwicr@)-

Uwaga 2.1. Podczas rysowania histogramu wazna kwestia jest dobor odpo-
wiedniej szerokosci przedziatu, h. Istnieje wiele konwencji wyboru, niektére
z nich to: )

hopt = cn™ 3, gdzie

. s / 2 (6 3
1. Jezeli f,f €L (R), C= (f[f/(x)]de> '

2. Jedli f jest normalna, c =2 - 35760 ~ 3,1860.

3. Inny wybér to ¢ = 2,64 * IQR.

e Estymator jadrowy gestosci. Przykladowy estymator jadrowy ge-
stosci znajduje sie¢ na rysunku 2.1.

=5 1w (7).

=1

Dla budowy tego estymatora wazny jest dobdér dwoch parametrow:
szeroko$ci pasma h oraz funkcji jadra K. Jadro jest gestocia dowolne-
go rozktadu, czyli jest dowolna funkcja okreslona na R o wlasnoéciach
K >0, [ K(z)dz = 1. Jednym z wyboréw moze by¢ jadro postaci:

) WpD.

o

O
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Uwaga 2.2. 1. Jedli f € C% oraz [(f")? < oo, to w klasie symetrycznych
jader K € L%(R), asymptotycznie optymalne jest K.. Ponadto:

_1 .
hopt = c-n"5 , gdzie

c— [/ tQK(t)dt} B [/ KZ(t)th [/(f”(x))de] o

2. Jedli f jest gestoécia rozkladu normalnego, to [(f”(x))%dx = %ﬂ_%d ~
0,212075.

3. Jedli jadro K jest gestoscia standardowego rozktadu normalnego oraz

f jest rozkladem normalnym, to Anorm = 1,060m75.

4. Jedli jqdrlo jest réwne K, oraz f jest rozkladem normalnym, to h, =

1,050n"5
5. Domyslnie w programie R nastawiona 1jes’c metoda Silvermana wyboru
parametru h: h = 0,9 min (52, Ilcz—?’l})nfg.

2.3 Przyklady w programie R

Estymator jadrowy gestosci:

e dla danych Pima jednowymiarowy: http://www.mimuw.edu.pl/ pokar/
Statystykall/EKSPLORACJA/density.R

e dla danych Pima dwuwymiarowy: http://www.mimuw.edu.pl/ pokar/
StatystykalI/EKSPLORACJA/density2d.R

e nastawianie szerokosci pasma w estymatorze jadrowym gestosci http:
//www.mimuw.edu.pl/ “pokar/Statystykall/EKSPLORACJA/bandwidth.

pp-R


http://www.mimuw.edu.pl/~pokar/StatystykaII/EKSPLORACJA/density.R
http://www.mimuw.edu.pl/~pokar/StatystykaII/EKSPLORACJA/density.R
http://www.mimuw.edu.pl/~pokar/StatystykaII/EKSPLORACJA/density2d.R
http://www.mimuw.edu.pl/~pokar/StatystykaII/EKSPLORACJA/density2d.R
http://www.mimuw.edu.pl/~pokar/StatystykaII/EKSPLORACJA/bandwidth.pp.R
http://www.mimuw.edu.pl/~pokar/StatystykaII/EKSPLORACJA/bandwidth.pp.R
http://www.mimuw.edu.pl/~pokar/StatystykaII/EKSPLORACJA/bandwidth.pp.R

Rozdziat 3

Analiza Sktadowych
Gléwnych

3.1 Analiza danych wielowymiarowych

Oznaczenia:
X1
e X bedzie oznaczal wektor losowy w przestrzeni RP: X = | ...
X
P

e Przez t oznaczymy wektor liczb, ¢ € RP.
e (C to macierz liczb: C' € R™*P.
e 3 bedzie oznacza¢ macierz kowariancji wektora losowego X, czyli:
Y= (EX; -EX;)(X; — IEXJ-))QJ.:1 .
Oznaczen 3 = Var(X) = Cov(X) bedziemy uzywaé zamiennie.
Stwierdzenie 3.1. Proste wlasnosci wprowadzonych pojec:
1. EtTX) =tTEX, E(XTt) = (EX)T¢.
2. E(CX) =C EX, gdzie:

3. Macierz kowariancji jest réwna:

L =E[(X -EX)(X -EX)"].

20



20 lutego 2012 21

4. Macierz kowariancji ma nastepujgcg wlasnosé:

Var(CX) =E [(CX — ECX)(CX — ECX)T| =
=E [C(X - EX)(X - EX)TCT] =
=C E[(X -EX)(X -EX)"| " =
=C(VarX)CT.

5. Ponadto, macierz Var(X) jest symetryczna i nieujemnie okreslona:

symetrycznosé wynika z symetrycznosct kowariancji dwoch zmiennych
losowych;

nieujemna okre$lono$é wynika z nieujemnodci wariancyi dla zmiennej
losowej. Dia CT o wymiarach 1 x p:

0< Var{ ¢TX )Y T var(x)C = cTsC.

zm losowa

6. Jezeli Var(X) = 021,, a macierz C jest ortonormlna o wymiarach pxp
(CcTc =cct =1,), to:

Var(CX) = CVar(X)CT = 6*CCT = 61, , czyli si¢ nie zmienia.

3.2 Redukcja Wymiaru danych

Wygodna postacia macierzy wariancji ¥ = Var(X) jest posta¢ diagonalna.
Wtedy korelacje pomiedzy réznymi elementami wektora losowego sa zerowe.

Problem 3.1. Jak przeksztalci¢ wektor losowy X zeby zdiagonalizowaé 3.7

Twierdzenie 3.1. Rozkiad spektralny macierzy symetrycznej A. Dla sy-
metrycznej macierzy A o wymiarze p X p istniejq:

e ortonormalna (czyli VVT = I,) macierz kwadratowa V o wymiarze
p X p, oznaczmy V = [v1,...,vp);
e diagonalna macierz A o wyrazach na przekgtnych (A1,..., ), Ze

Av; = \w; , czyli

v; to wektory wlasne macierzy A, a A\; to wartosci wlasne, ktore dla macierzy
symetrycznej sqg rzeczywiste. Wtedy:

Afvr, ..o vp] = Ao, o Aol
AV = VA,
A=VAVT,

A=VvVTAV.
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Poniewaz macierz kowariancji ¥ wektora losowego X jest symetryczna, mo-
zemy zastosowaé do niej rozklad spektralny: ¥ = VAVT. Pomnézmy wektor
X przez macierz VT: VT X . Macierz kowariancji dla takiego wektora to:

Var(VIX) = VIVar(X)V = VIS(X)V = A.

Poniewaz macierz 3 jest nieujemnie okreslona, wszystkie jej wartosci wlasne
sg nieujemne: \; > 0. Uporzadkujmy warto$ci wtasne \; i odpowiadajace im
wektory wlasne v; tak, zeby A1 > Ao > ... > A, > 0. Oznaczmy dla tak
ustawionych wektoréw wtasnych:

Yy =vTx.

3.2.1 Analiza skladowych gtéwnych — wersja populacyjna
Definicja 3.1. Mamy wektor losowy X € RP oraz macierz kowariancji
Var(X) =X = VAVT.

Sktadowymi gltéwnymi (principal components) nazywamy elementy wek-
tora [V1,...,Y,|T =Y =VTX.

Kierunkami gléwnymi (rotations) nazywamy kolumny macierzy V =
[1)1, v ,’Up].

Stwierdzenie 3.2. Wiasnosci skladowych gléwnych:

wsélrzedne wektora Y sq nieskorelowane;

e wariancje poszczegolnych Y; rowne sqg A;;

o Y, ustawione sg od 1 do p w kolejno$ci nierosngcych wariancyi;
o Y; to kombinacje liniowe zmiennych losowych X1, ..., Xp;

Stwierdzenie 3.3. Kierunki glowne to unormowane wektory, w kierunku
ktorych obserwujemy najwiekszq wariancje danych, bedgce wzajemnie do sie-
bie prostopadie:

1. jezeli t; € RP, t{tl =1= Var(tlTX) ostgga maksimum= A1 dla t; =
V1.

2. jezelity € RP, t1ty =1, tI't) = 0 = Var(t] X) osigga maksimum= Xy
dla ty = vsy.

Dowdd. V = [v1,...,vp] jest bazg ortonormalng przestrzeni RP.

1. Zapiszmy t1 w tej bazie: t1 = >.0_; ¢;v;, gdzie ¢; € R wspdlezynniki. Z
zalozen wynika:

p
titr=> ¢ =1
=1
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Zauwazmy, ze:
Ty — T _ T T _
Var(t] X) = t) Var(X)t1 = (c1v] +...+cpv, ) - B (cvr +.. .+ cpup) =

z wlasnosci wektorow wtasnych macierzy,
p
= (c1vf +... + cpvg) “(Acrvr .o Apepup) = Z)\ic? < A1
i=1
Jezeli przyjmiemy t1 = vy, czyli c1 = 1, ¢392 = 0, otrzymujemy kombi-
nacje liniowa o maksymalnej wariancji rownej Aj.

2. Poniewaz tJv; = 0, mozemy zapisaé:

Var(ty X) = t3 Var(X )ty = (c20] +...+¢pv)) - S+ (cova+...+cpvp) =

P
i=2
Analogicznie, to = vs.

O]

Stwierdzenie 3.4. Poniewaz V jest macierzq ortonormalng, mozemy in-
terpretowaé VT X jako wspélrzedne dla obréconego uktadu. Dla p = 2 obro-
cone oste bylyby wyznaczone przez vy t va, przy czym vy bylby kierunkiem,
w ktorym mamy najwiekszqg zmienno$¢ danych, a vy prostopadiym do niego
(rysunek 3.1).

Definicja 3.2. Calkowity rozrzut danych dla wektora losowego X to
suma wariancji jego wspolrzednych: >, Var(X;). Wariancje poszczegdl-
nych X; mozna interpretowac jako ilos¢ informacji, jaka przechowuje dana
zmienna: im wieksza wariancja, tym lepiej mozemy réznicowaé obserwowane
wielkosci.

Uwaga 3.1. Slady macierzy ¥ i A réwnaja sie sobie, czyli calkowite rozrzuty
danych dla X i Y sg réwne:

zpj Ai = tr(A) = tr(VIZV) = tr(VIVE) = tr(X)

Istotnym parametrem diagnostycznym przy rozwazaniu analizy sktadowych
gtéwnych jest:

)\1 4+ ...+ >\k

M4+
czyli czesé catkowitego rozrzutu danych wyjaéniona przez k pierwszych skta-
dowych gltéwnych. Na jego podstawie dokonuje sie redukeji wymiaru danych:
z p zmiennych zostaje utworzone k£ kombinacji liniowych tych zmiennych,
ktore wyjasniaja np. 90% zmiennosci wyjsciowych danych.
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X2

X1

Rysunek 3.1: Kierunki gltéwne wyznaczja obrécone osie uktadu wspotrzed-
nych.

3.2.2 Analiza skladowych gtéwnych — wersja prébkowa

Podejscie probkowe do analizy danych rézni sie od populacyjnego tym, ze
w podejsciu populacyjnym do analizy brana jest zmienna losowa, a w po-
dejéciu probkowym jej realizacje. Dlatego teraz zamiast wektora zmiennych
losowych X bedziemy rozpatrywaé¢ macierz jego n realizacji:

X1 ... Xy Xt
o | X Xy _ X7
Xp1 oo X xr

Do analizy potrzebna bedzie macierz kowariancji probkowej. Zdefiniujmy
scentrowang macierz X jako:

X —-X, Xip— X, X4
. — | X—Xa Xop— X _ XJ
c — - i
Xpi—X1 oo Xpp—X, XL

gdzie Y,i: % 7]'1:1in7 iZl,...,p.
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Zauwazmy, ze macierz kowariancji prébkowej mozemy wyrazi¢ za po-
mocg macierzy:

1
n—1

S =var(X) =

ci

1 n
XeXe=—=3 XaXg
=1

ktéra jest nieobciazonym estymatorem macierzy kowariancji:
¥ =E[(X - EX)(X —EX)T].

Macierz S jest symetryczna i nieujemnie okreélona. Znajdzmy sktadowe
gtéwne dla podejécia probkowego ta sama metoda jak dla podejscia po-
pulacyjnego:
VISV = A = LVTXZXCV = L(XCV)TXCV 1t yry
n—1 n—1 n—1

Whniosek 3.1. Sktadowe gtowne dla problemu probkowego réwne sq wek-
torom [Y1,...,Y,] =Y = X .V, macierz kowariancji probkowej dla Y jest
rowna A.

3.2.3 Rozklad na wartosci szczegblne (Singular Value De-
composition)

Rozklad SVD postuzy nam do tanszej obliczeniowo konstrukeji sktadowych
gtéwnych w wersji prébkowe;.

Twierdzenie 3.2. Rozklad na wartosci szczegolne Dla dowolnej ma-
cierzy A € R™*™ m > n, AU macierz ortonormalna € R™*™ oraz V. macierz
ortonormalna € R™" takie, Ze A = UXVT, gdzie ¥ € R™*" jest macierzg
diagonalng:

/
wo (>0 . Y = diag(o;) € RF*F,
0 O
012 ...20> 041 =...=0p =0,

gdzie k jest rzedem macierzy A. Rozklad taki nazywamy szerokim rozktadem
SVD, w odréznieniu od wgskiego rozktadu SVD, w ktérym skracamy macierze
do istotnych obliczeniowo:

T
A = U by Vv =
mXn mXxXm mXxXn nxXn
| 0 (v ):k
S SRS I | | B
‘ (‘/Q)nx(n—k)
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Dowdd. Zauwazmy, ze macierz AT A jest symetryczna i nieujemnie okreslo-
na:
vt e R" tT(ATA)t = (At)'(At) > 0.
Zatem, korzystajac z rozktadu spektralnego dla AT A otrzymujemy:
VI(AT AV = diag(\;) = diag(o?,...,02), (3.1)
gdzie zalozymy, ze o; to nieujemne pierwiastki z \;:
012 ...20,> 041 =...=0,=0.

Zauwazmy, ze Vil AT AVy jest podmacierza VI (AT A)V o niezerowych wy-
razach na przekatnej:

2
o1 0
V*lTATA‘/l —
0 0,%

Zdefiniujmy U; jako:
Uy = AV; diag(o7 ... 000),

skad otrzymujemy:
Ui diag(oq,...,01) = AVy.

o ! 0 o ! 0
Ulv, = . ViEAT Avy ... =I.
—1 N—— —1
0 Tk diag(c?,...,0%) 0 Tk
Uzupeliamy dowolnie U; do ortonormalnej macierzy nxn : U = ( Uy | Us ) .
Wtedy:

v (UT C(UTAv, UTAV )\
UAV_(UQT AVl v )= UIAV, ULAV, |~

poniewaz ze wzoru (3.1) wynika, ze V i takiego, ze v; € Vo, vl (AT A)v; =
(Av;))T (Av;) = 0 = 0, a norma euklidesowa wektora jest réwna zero wtedy
i tylko wtedy gdy wektor jest réwny zero, otrzymujemy:

diag(0f17 e 701;1) VITATAV1 | 0
B —— _
= =diag(c?,...,02) B
UfU, diag(oy,. .., o) | 0
_ diag(o1,...,0%) | Okx (n—k) =3,
Om—k) xk | Om—k)x(n—k)

Z réwnoéci UTAV = ¥, poniewaz U i V sa macierzami ortonormalnymi,
wynika:
A=UxvT =, 2V,
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Stwierdzenie 3.5. Wrdémy do analizy skladowych gléwnych. Do scentro-
wanej macierzy danych X. o wymiarze n X p uzyjmy waskiego rozktadu SVD
1 0zZnaczmy:

X, =UAVT,
wtedy:
1 1
var(X.) = S = XI'x,. = —IVAT UTUAVT =

C
=I,

n—1 n—
1 2v,T T
n—1

Whniosek 3.2. Zauwaimy, ze:
1. Skladowe glowne w wersji probkowej przy uzyciu rozktadu SVD:
Y = X,V =UAVIV =UA = MUy, ..., Uyl
Obliczanie sktadowych glownych z tego wzoru jest tansze obliczeniowo.

2. Widaé zwigzek pomiedzy rozktadem SVD dla X = USVT oraz rozkla-
dem spektralnym dla XTX = VX2V T,

3. Podobnie jest dla XXT = U VTV oUT = Ux?2UT.
N——

=I

3.2.4 Kolejna zaleta analizy skladowych gtéwnych
Wréémy do analizy sktadowych gléwnych w wersji populacyjne;j.

Stwierdzenie 3.6. Przy zaloZeniu, ze wektor losowy X € RP jest scentro-
wany EX = 0, mozemy zapisaé Var(X) = E(XXT). Korzystajgc z rozkladu
spektralnego, oznaczmy Var(X) =X = VAVT. Wtedy:

k
VEk<p wukladvy,...,vx minimalizuje E||X — Z(XTai)ai|]2
i=1
wsrod wszystkich uktadow ortonormalnych ay, ..., ag.

Czyli w sensie minimalizacji bledu sredniokwadratowego najlepszym k-wymiarowym
przyblizeniem X jest rzut ortogonalny X na k pierwszych kierunkow glow-
nych.
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Dowdd.
E(X = 3 (XTay)a;)"(X = 3 (XTai)ay) =

J

=EX"X-EY (X"a)(af X)-E> (XTa:)(X"a;)+E(X"aj)a; Y (X a;)a; =

at,...,arsy ortonormalne

=EXTX -EY (XTa;)* —E> (XTa;)? +EY (XTa;)* =

k
=EXTX —E Z(X Ta;)?. To wyrazenie chcemy zminimalizowaé.
i=1

Czyli maksymalizujemy po ai, ..., ax:

7j=1 7j=1
P k p
= Z a;[[z )\Zvlva]a] = Z Z )\Z(U,LTaJ)Z =&
j=1 i=1 j=1li=1

Przyjrzyjmy sie wspolczynnikom przy A;, sa to kwadraty wspdtczynnikéw
aj w bazie ortonormalnej v;, wigc sumuja si¢ do jedynki:
(afv)? + (afw)?* +...4+ (alv,)? =1
+ + +

(agvl)z + (agvg)2 + ...+ (agvp)2 =1

+ + +
(arv1)’ 4+ (ape2)’ o4 (ghyy)? =1
=h1 =ho =hp
+ + +
(agvl)2 + (a;‘fvg)Q +...+ (a;‘gvp)2 =1
1 =1 =1

w kazdej kolumnie mozna uzupelni¢ do bazy, wtedy suma = 1;
Czyli otrzymujemy:
k

Vi=1,...,p h; <1; jednoczednie Zhi = k;
i=1
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p
*:Z/\ihi<)\l+)\2+~--)\k-
=1

Jesli podstawimy a1 = v1,a9 = vo,...,ar = U, otrzymujemy h1 = 1,...,hg =
1, hgy1 =0,...,hy =0, dla ktérych osiggane jest wyliczone maksimum. [

3.3 Przyklady w programie R

Analiza sktadowych gtéwnych:

e dla danych Pima: http://www.mimuw.edu.pl/ pokar/Statystykall/
EKSPLORACJA/pca.R

e dla danych Iris i Kraby: http://www.mimuw.edu.pl/ pokar/Statystykall/
EKSPLORACJA/rzutDanych.R


http://www.mimuw.edu.pl/~pokar/StatystykaII/EKSPLORACJA/pca.R
http://www.mimuw.edu.pl/~pokar/StatystykaII/EKSPLORACJA/pca.R
http://www.mimuw.edu.pl/~pokar/StatystykaII/EKSPLORACJA/rzutDanych.R
http://www.mimuw.edu.pl/~pokar/StatystykaII/EKSPLORACJA/rzutDanych.R

Rozdziat 4

Skalowanie wielowymiarowe

Skalowanie wielowymiarowe pozwala na redukcje wymiaru cech. Dla macie-

rzy danych:

Xi

X = X3
Xz; nxp

bedziemy chcieli zrzutowaé ,,optymalnie” dane na R¥, czyli zmniejszy¢ ma-

cierz X do Z o wymiarch n x k, k < p.

Optymalno$é zdefiniujemy w kategoriach macierzy odleglosci lub podobien-

stwa dla n obiektéw. Zadaniem bedzie znalezienie optymalnej reprezentacji

obiektéw w RF,

Definicja 4.1. Macierz odleglosci to taka macierz, ktoéra spetnia wlasno-
Sci:

D= (dij)?,j:h dij > 0, dij = dji, dii =0.
Macierz podobienstwa jest macierza konstruowana w sposéb przeciw-
stawny do macierzy odleglosci o wlasnosciach:

n o
C = (cij)ij=1, Cij = Cji, Cii > Cij Vi, ].

4.1 Metody skalowania danych

Dla macierzy danych X o wymiarach n x p, zdefiniuyjmy D jako macierz
odlegtosci euklidesowych pomiedzy obiektami:

d3; = ||1X; — X;[*.
1. Classical multidimensional scaling:

Zi....,Z,) = min &2 —1Z; — Z:|]?);
P Ty =, i S 1V 24)

30
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2. Sammon scaling;:

~ ~ 1 N Z = 71?2
(Z1,...,Zy) = min (di — 1|2 1) =
Z1,. s Zn €RF Zk;sl dgi i dij
2
~ i Y dij — ||Zi — Zj| dij .
21, Zn€RY dij >k Dkl
3. Kruskal-Shepard scaling;:
(Z1y. .oy Zn) = . min_ ;(dij —1Zi — Z;|)*

4.2 Wlasnosci

Niech L oznacza macierz ortogonalng p x p, L = (L1, L2), L1 o wymiarze p X
k. Oznaczrny Z=X L1, czyli rzut X na RF. Zdefiniujmy macierz odlegtosci
dla Z jako D = (d s). Zauwazmy, ze:

2 _ 2 _ 1T 2
dys = || X7 = Xl|” = [[L7 (X0 = XO)II%,
poniewaz mnozenie wektora przez macierz ortogonalng nie zmienia jego nor-
my. Mamy wiec:

p p k
A2, = (X — =>T(x, — X,) ZZTX — X,)? = d2,.
j=1 Jj=1 j=1
Stwierdzenie 4.1. Rzut X na k pierwszych skladowych glownych minima-
lizuje wyrazenie Z#S(dfs — d?s) wsrod wszystkich rzutow X1Ly. Jest wiec
rozwigzaniem zadania classical multidimensional scaling.

Dowdd. Przyjrzyjmy sie nastepujacej macierzy:

n

Z (Xr — Xo)(Xr — XS)T =

r,s=1
dla,y: % ;L:l X’i’
=20 (X, - X)X, -X)" -2 (X, - X)) (X, -X)" =
r=1 r=1 s=1
=07
r 1(Xr1_X1) Zr 1(Xr1—X1)(X X~p)
= 2n e o o - +O -
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= 2nnsS,

gdzie S jest macierza kowariancji prébkowej (estymator obciazony).

Wréémy do minimalizacji wyrazenia:

n

Z (d?”s - d/?rs) = Z d?”s - Z &25 =

r,s=1 r,s=1 r,s=1
——— ———
p wspoOtczynnikéw  k wspoélczynnikéw

=Y I - X

r,s=1j=k+1

zostaje p—k wspdlczynnikéw

Poniewaz 1! _; d7 jest stala, zadanie minimalizacji wyrazenia Y7 ., (dz,—
n

d?s) jest réwnowazne zadaniu maksymalizacji > c/izs. Maksymalizujemy

r,s=1
po ortogonalnym uktadzie wektoréw Iy, ...,[l; wyrazenie:
n k
SN I(X - X)X — X)) =
r,s=1j=1

Dalszy dowdd przebiega analogicznie do dowodu stwierdzenia 3.6. Mozna za-
uwazy¢ zwigzek pomiedzy wlasnosciami sktadowych gtéwnych dla podejscia
populacyjnego i prébkowego.

O

4.3 Przyktady w programie R

Skalowanie wielowymiarowe:
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e porownanie skalowania wielowymiarowego i analizy sktadowych gtow-
nych dla danych Kraby: http://www.mimuw.edu.pl/ pokar/Statystykall/
EKSPLORACJA/mds.R

e poréwnanie skalowania wielowymiarowego i analizy sktadowych gtow-
nych dla danych Iris i Kraby: http://www.mimuw.edu.pl/ pokar/
StatystykalIl/EKSPLORACJA/rzutDanych.R


http://www.mimuw.edu.pl/~pokar/StatystykaII/EKSPLORACJA/mds.R
http://www.mimuw.edu.pl/~pokar/StatystykaII/EKSPLORACJA/mds.R
http://www.mimuw.edu.pl/~pokar/StatystykaII/EKSPLORACJA/rzutDanych.R
http://www.mimuw.edu.pl/~pokar/StatystykaII/EKSPLORACJA/rzutDanych.R

Rozdziat 5

Test \* i analiza
odpowiedniosci

Rozdziat ten bedzie dotyczyl zmiennych jako$ciowych. Omawiane nizej testy
x? i niezaleznoéci opieraja sie na odlegtoéci x? dla rozkladéw dyskretnych
(1.1). W obu przypadkach bedziemy rozpatrywaé odleglosci rozktadéw zaob-
serwowanego od teoretycznego, dla ktérych statystyka bedzie asymptotycz-
nie zbiegaé¢ do znanego rozkladu x?. Najpierw przyjrzyjmy sie przypadkowi

jednowymiarowemu.

5.1 Test y? Pearsona

Dana jest zmienna losowa jakoSciowa o rozkladzie wielomianowym o warto-
Sciach {1,. .., k} oraz prawdopodobienstwach (p1, ..., pr). Podczas doswiad-
czenia obserwujemy licznosci, jakie przyjmowala zmienna w n niezaleznych
probach: n = niy +7a+. . .+ 7. Teoretyczne licznosci beda wartosciami ocze-
kiwanymi dla rozktadu wielomianowego: n1 = np1,...,nir = npi. Satystyka
wyraza sie wzorem:

k P — mi)2
Q=Y T m)l 4 ag ),

- n—oo
i=1 i

przy spelnionej hipotezie zerowej Hj : zmienna losowa pochodzi z rozkladu
wielomianowego o parametrach (pi,...px), zbiega ona wedlug rozktadu do
rozktadu x? o k — 1 stopniach swobody.

Omawiang statystyke mozna zapisa¢ takze jako:

N - T A
Q:nZH:nZ< v l) p,“
=1

pi i—1 Di

34
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gdzie p; = ™ to zaobserwowane prawdopodobienstwa (bedace stymatorami
najwiekszej wiarygodnosci parametréw p; dla rozkladu wielomianowego).

5.2 Test niezaleznosci

Bedziemy rozpatrywaé dwie zmienne losowe o rozktadzie dyskretnym:

X o wartosciach {1,...,k}

Y o wartosciach {1,...,1},

ktorych rozkltad taczny jest rozktadem wielomianowym o nieznanych para-
metrach p;;, ¢ = 1,...,k, j = 1,...,l. Znane sg jedynie zaobserwowane
licznoéei dla kazdej pary (i,7) w postaci macierzy kontyngencji.

Definicja 5.1. Macierz kontyngencji to macierz N o wymiarach k x [
zawierajgca zaobserwowane licznosci n;j, Zle 22:1 n;; = n, dla kazdej z
par warto$ci zmiennych losowych (X,Y):

X\Y |1 l
1 ni1 niy
k g1 ... Nk

Hipoteze, ktéra bedziemy testowaé to:
Hjy : zmienne losowe X i Y sa niezalezne.
W tym celu policzymy odleglto$é rozktadu zaobserwowanego od teoretyczne-

go rozumianego jako iloczyn rozkladéw brzegowych. Macierz zaobserwowa-
nych prawdopodobiefnistw mozemy zapisa¢ jako:

3=

(Dij) = P =

)

gdzie N to macierz kontyngencji, a n to suma wszystkich elementéw tej
macierzy. Statystyka testowa wyraza sie wzorem:

k! (A.._A.A.)Q
Yo 3o PSR 2 (k- 1)1 - 1)),

PbiD.j n—oo

gdzie p;. = Zé’:l Dij iD; = Zle Dij to zaobserwowane rozklady brzegowe
dla X iY.
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5.3 Analiza odpowednio$ci (correspondence ana-
lysis)

Tak jak w poprzednim podrozdziale, dane mamy dwie zmienne losowe X
i Y o rozkladzie dyskretnym. Analiza odpowiedniosci to metoda prezenta-
cji danych w przestrzeni o niewielkim wymiarze (zwykle réwnym 2, wtedy
prezentacje mozna przedstawié¢ na plaszczyznie), ilustrujaca zaleznosci po-
miedzy danymi cechami X i Y.

Przyktad 5.1. Rozpatrzmy nastepujacy przyktad: dla kazdej osoby obser-
wujemy kolor oczu i wloséw. Zmienna losowa X bedzie oznaczaé jeden z
czterech koloréw oczu: brown, blue, hazel, green. Zmienna losowa Y bedzie
oznaczaé jeden z czterech koloréw wloséw: black, brown, red, blond. Tablica
kontyngencji dla tego przyktadu:

eyes \ hair ‘ black brown red blond
brown 68 119 26 7

blue 20 84 17 94
hazel 15 54 14 10
green ) 29 14 16

Analiza odpowiednioéci pozwoli nam na przedstawienie graficzne zalezno$ci
pomiedzy kolorami wloséw i oczu. Na przyktad, bedziemy mogli zobaczy¢,
czy osoby o niebieskim kolorze oczu maja najczesciej wtosy koloru blond.

Do analizy korespondencji potrzebna nam bedzie macierz residuéw Pe-
arsona, ktorej konstrukcje oméwimy przy pomocy komend programu R:

N=table(cbind(X,Y)) # macierz kontyngencji, gdzie X i Y to faktory
P=N/sum(N) # macierz zaobserwowanych prawdopodobierstw
Pi=apply(P,1,sum) # rozktad brzegowy dla X

Pj=apply(P,2,sum) # rozktad brzegowy dla Y

PP=Pi%+%t(Pj)

RP=sqrt(sum(N))«x(P—PP)/sqrt(PP) # macierz residuéw Pearsona

Uwaga 5.1. Zauwazmy, ze sum(RP"2) to statystyka testowa dla testu nieza-
leznosci.
Przyklad 5.1 Sama postaé¢ macierzy RP moze nam wiele powiedzie¢ o

zaleznosci poszczegdlnych cech. Macierz residuéw Pearsona dla przykiladu
kolory oczu i wloséw znajduje sie w tabeli 5.3.

Najwieksze dodatnie wartoéci, a wiec najwieksza dodatnia zaleznos¢ po-
miedzy cechami mamy dla par (brown,black) i (blue,blond). Najwicksza
ujemne wartosci, a wiec najwieksza ujemng zalezno$¢ obserwujemy dla par

(blue,black) i (brown,blond).
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BLACK BROWN RED BLOND

Brown 4.40 1.23 -0.07 -5.85
Blue -3.07 -1.95 -1.73 7.05
Hazel -0.48 1.35 0.85 -2.23
Green -1.95 -0.35 2.28 0.61

Tabela 5.1: Macierz residuéw Pearsona dla przyktadu kolory oczu i wloséw.

Celem analizy odpowiedniosci jest przedstawienie cech X i Y na plaszczyz-
nie, zeby widoczne byly zaleznosci migdzy nimi. W tym celu zmniejszymy
wymiar RP do 2, uzywajac do tego analizy sktadowych gléwnych. Wiemy,
ze takie przyblizenie jest najlepsze w sensie btedu éredniokwadratowego i
opisuje mozliwie najwiecej zmiennosci danych.

RP = dlulvlT + dQUQUg 4+ ...+ dlulvlT ~

~ (Viu) (Vo) + (Vdguz) (vVdzva) .

Cechy X i Y przedstawiamy jako punkty:
X = [Vdyuy, Vdous]
Y = [Vdyv1, dava).

Pamigtamy z rozkltadu SVD, ze (RP)V = UD, UT(RP) = DVT | U roz-
pina przestrzen kolumn macierzy RP, a V przestrzen wierszy. Scentrowane
punkty (od kolumn macierzy XiY odejmujemy Srednie w kolumnach tak
zeby $rodek danych byt w (0,0)) nanosimy na wykres (rysunek 5.1).

Przyktad 5.1 Dla interpretacji mapy odpowiedniosci, potraktujmy wier-
sze macierzy X oraz Y jako wspotrzedne wektoréow, zaczepionych w punkcie
(0,0). Wiersze macierzy X odpowiadaja kolorom oczu, wiersze macierzy Y
kolorom wtoséw. Na rysunku zaznaczone zostaly dla przyktadu wektory od-
powiadajace cechom blue oraz black. Zauwazmy, ze iloczyn skalarny dwoéch
wektorow, i-tego z macierzy Xi j-tego z macierzy Y rowny jest przyblizeniu
macierzy residuéw Pearsona. Oznaczmy:

a=X[i,] = (Vdiui[i], Vdaus[i));
b="Yi,] = (Vdivi[i], Vdovsli]);

RP ~a’b=aob=al|b| cos(¥),

gdzie 0 oznacza kat pomiedzy wektorami. Interpretacja dla wektorow blue i
black moze by¢ nastepujaca: poniewaz dtugosci obu wektoréw sa duze oraz
cos(¥) jest ujemne o wartosci bezwzglednej w przyblizeniu %, zalezno$¢é po-
miedzy cechami jest silnie ujemna. Na tej samej zasadzie mozemy zaobser-
wowad silng zalezno$é¢ pomiedzy wtosami blond i oczami blue oraz wlosami
black i oczami brown.
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Mapa odpowiedniosci

RED Green
Hazel

BROWN

BLOND|
Brown e

BL

Rysunek 5.1: Analiza odpowiednioéci dla przyktadu kolory oczu i wlosow.

5.4 Przyklady w programie R

Analiza odpowiednio$ci oraz konstrukcja testu x? dla danych kolor oczu i
wlosow:

e http://www.mimuw.edu.pl/ pokar/Statystykall/EKSPLORACJA/CorrespondenceAnal
corresp.r

e http://www.mimuw.edu.pl/ pokar/Statystykall/EKSPLORACJA/CorrespondenceAnal;
correspO.r


http://www.mimuw.edu.pl/~pokar/StatystykaII/EKSPLORACJA/CorrespondenceAnalysis/corresp.r
http://www.mimuw.edu.pl/~pokar/StatystykaII/EKSPLORACJA/CorrespondenceAnalysis/corresp.r
http://www.mimuw.edu.pl/~pokar/StatystykaII/EKSPLORACJA/CorrespondenceAnalysis/corresp0.r
http://www.mimuw.edu.pl/~pokar/StatystykaII/EKSPLORACJA/CorrespondenceAnalysis/corresp0.r

Rozdziat 6

Klasteryzacja

Klasteryzacja jest, podobnie jak analiza sktadowych gtéwnych, metoda re-
dukcji wymiaru danych. W tym przypadku jednak redukcja bedzie si¢ od-
bywaé w pionie a zamiast odcinania czesci danych, bedziemy je grupowac.
Nowym wymiarem danych bedzie liczba grup. Dla macierzy X, bedziemy
szukaé¢ optymalnego podzialu na K czesci, czyli szuka¢ podziatu C' na K

grup:
{1,...,n}=C1U...UCk,

parami roztacznych o licznoéciach odpowiednio nq,...,ng. Bedziemy uzy-
waé oznaczenia X* na podmacierz X o indeksach z Cy, k= 1,..., K.

6.1 Klasteryzacja K-$rednich

Klasteryzacji K-Srednich uzywamy, gdy znamy ilos¢ grup K, na ile chcemy
podzieli¢ dane. Zdefiniujmy nastepujace macierze:

Macierz wariancji catkowitej:

n
T =var(X) = Z(Xz - X)X, - X)T,
i=1
nie zalezy od podzialu C, var oznacza probkowa macierz kowariancji.
Zmiennos¢ catkowita to slad macierzy T: tr(7).

Macierz wariancji wewnatrzgrupowej:

K
1
We =3 var(x*) = -
n n :
k=1 k=1ieC}
zalezy od podziatu C.

Zmienno$¢ wewnatrzgrupowa to $lad macierzy We: tr(We).

39
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Macierz wariancji miedzygrupowej:

K

Be=Y "H(XF - X)(XF-X)T,
n

k=1
zalezy od podziatu C.
Zmienno$¢ miedzygrupowa to $lad macierzy Be: tr(Be).
XF oznacza p-wymiarowy wektor §rednich kolumnowych dla macierzy X*,
a X p-wymiarowy wektor érednich kolumnowych dla calej macierzy X. X%

nazywane sa centroidami, redukcja wymiaru polega na zastepowaniu grup
danych przez ich centroidy.

Stwierdzenie 6.1.

T =Wec+ Be V podziatu C.

Dowad.
1< - -
T=-Y(X-X)(X;—X)I' =
- ;( ) )
1 & — = = —_— =
=-> 3 (X - XF4+XF-X)(X; - XF+ XF-X)T =
k=1ieCy
1 & 1 K _
== > (Xi-XH)(Xi - XH)T+ =3 Y (X - X)(XE-X)T+
k=1ieCy k=1ieCy
1 & 1 & — —
Y (X - XHXF =X+ =YY (X - X)) (X - X =
k=1ieCk n k=1ieC}
=0 =0
1 K Ko —
= -3 Y (X - XR) (X - X+ Y X -X)(XE-X)T =
. n
k=1ieCk k=1
= We + Be
O
Whiosek 6.1.
tr(T) = tr(We) + tr(Bc).
Czyli

zmiennosé catkowita = zmienno$é wewngtrzgrupowa + zmiennosé miedzygrupowa.
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Idea klasteryzacji K-érednich jest minimalizacja po podzialach zmiennoéci
wewnatrzgrupowej, co jest jednoznaczne z maksymalizcja zmiennosci mie-
dzygrupowej:

Copt = mcip tr(We).

1 K p _ 1 K _
e(Wo)= =3 > > (X = X[ =—3" > [IX; = XH|%

k=1ieCy j=1 k=1ieCy

Idea zachlannego algorytmu K-$rednich (zaleznego od wybranego podzia-
tu startowego C), z ktérego mozna korzystaé np. w programie R wyglada
nastepujaco:

Algorytm K-$rednich

Wielokrotnie powtarzamy przy réznym podziale startowym C'
repeat
for (kinl.. . K)
mg = argminm ZiECk ||XL - Tn’”2 = % Zieck X
for (iinl...n)
i € CF & k = argmin|| X; —my|?
until warunek stopu

Przyktadowy wynik algorytmu klasteryzacji K-érednich znajduje sie na ry-
sunku 6.1.

6.2 Klasteryzacja K-medoidow

Klasteryzacja K-medoidéow jest podobna do klasteryzacji K-$rednich, z ta
roznicg, ze zamiast Srednich arytmetycznych w algorytmie bedziemy uzywaé
median. Dzieki takiemu sformutowaniu, mozemy go uzywaé przy dowolnej
macierzy odleglosci miedzy obiektami D = (d;;);;_;-

Algorytm K-medoidow

Wielokrotnie powtarzamy przy réznym podziale startowym C':
repeat
for (kinl... K)
my = argmin,,, > .o dim # M jako mediana, nalezy do zbioru obserwacji
for (iin1...n)
i € OF & k = argmin,d;pm,
until warunek stopu

6.3 Klasteryzacja hierarchiczna

Uzywajac klasteryzacji hierarchicznej nie zaktadamy z géry ilodci klastréw,
na jakie chcemy podzieli¢ dane. Wychodzimy od sytuacji, gdy mamy n kla-
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Klasteryzacja K-srednich
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Rysunek 6.1: Klasteryzacja K-rednich dla danych Iris, K = 3. Zeby mozna
bylo przedstawié¢ wyniki na plaszczyznie, zostatl zmniejszony wymiar danych
poprzez analize sktadowych gltéownych.

stréw, czyli kazda obserwacja jest oddzielna grupa. W kazdym kroku al-
gorytmu laczymy 2 klastry, czyli zmniejszamy ich liczbe o jeden i tak az
do potaczenia wszystkich obserwacji w jedna grupe. Wyboér ilosci klastréw
opieramy na wykresie separowalnosci, ktéra obliczana jest dla kazdego kroku
algorytmu.

W klasteryzacji hierarchicznej mozemy uzywaé réznych metod aglomeracji
danych. Dla macierzy odleglosci D = (d;;);—; odleglos¢ dwéch klastrow G
i H od siebie przy zalozeniach

G,HC{l,....,.n} , GNH=0,
mozemy zdefiniowaé jako:

1. Single linkage
d = in_d;;.
GH = Gjen ™
2. Average linkage
1
da.v = T 2o digs
Gl 2

gdzie | - | oznacza liczno$é zbioru.
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3. Complete linkage
dag = dij.
G.H z'e%l%)e(H Y
Idee algorytmu klasteryzacji hierarchicznej mozemy zapisaé jako:

Algorytm klasteryzacji hierarchicznej

C={1}{2},...,{n}
for (I in 1:(n—1))
potacz najblizsze dwa klastry:
(ix, Ji) = argmin, j.; ;di;
klastry i, oraz j, zastap przez 0
odnéw macierz odlegtosci do , = min(d;, x, dj, k)

Definicja 6.1. Dendrogram jest metodg ilustracji wynikow klasteryza-
cji hierarchicznej. Mozemy obserwowa¢ od dotu dendrogramu (rysunek 6.2)
jak kolejne klastry sie tacza i dla jakiej wysokosci (odlegtosci klastréw) to
zachodzi.

Dendrogram
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— — — —

obserwacje

Rysunek 6.2: Przyktadowy dendrogram dla klasteryzacji hierarchicznej.

Definicja 6.2. Oznaczmy hi jako minimalng wysoko$é, na ktérej obserwu-
jemy podzial na k czesci. Na przyktad, na obrazku 6.2 dla k =5 hs =~ 0, 2.
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Separowalnosé dla klasteryzacji hierarchicznej definiujemy jako:

7 definicji separowalnosci mozemy wywnioskowaé¢ nastepujace wlasnoéci:

e separowalnos$é przyjmuje wartosci z przedziatu [0, 1];

e jest niemalejaca funkcjg liczby klastrow.

Przyktadowy wykres separowalnosci znajduje sie na rysunku 6.3. Na pod-
stawie tego wykresu podejmuje sie decyzje dotyczaca optymalnej ilosci kla-
stréw. Szukamy takiego k, zeby sep(k) — sep(k — 1) bylo duze w stosunku do
sep(k+1)—sep(k). Chcemy znalezé¢ taka niewielka liczbe klastréw, zeby zysk
mierzony separowalno$cia przy taczeniu klastréw w danym kroku byt duzy,
a dalsze sklejanie grup nie dawalo juz takich korzysci. Graficznie sprowadza
sie to do szukania ,kolanka” funkcji separowlanosci. Jednym ze sposobdw
jest szukanie punktu na wykresie najblizszego punktowi (0, 1). Przyktadowo,
na rysunku 6.3 optymalnym wyborem jest k = 3 (kK = 5 tez jest dobrym
wyborem, chociaz dazymy do tego aby jak najbardziej zredukowaé wymiar
danych, czyli wybraé jak najmniejsze k).

Wykres separowalnosci

1.0

aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa
©000°%0

°
0

sep(k)
0.6 0.8

0.4
|

0.2
|

0.0

Rysunek 6.3: Przyktadowy wykres separowalnosci dla danych Iris.

Definicja 6.3. Mozna zdefiniowaé takze separowalno$é dla klasteryzacji K-
§rednich. Oznaczmy:
t =tr(7T);
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wg = mcin tr(We), Kk jest liczba klastrow;
t = wg + wp.

Poniewaz wiemy, ze:

mozemy zdefiniowa¢ separowalnosé jako:

sep(k) =1— Wk
t
Stwierdzenie 6.2. Separowalnosé dla klasteryzacji K -srednich jest niema-
lejgeq funkcjg k, liczby klastrow. Funkcja wy jest wiec nierosngcea ze wzgledu

na liczbe klastrow.

Dowad. Jako praca domowa. ]

6.4 Przyklady w programie R

Klasteryzacja:

e k-érednich i hierarchiczna na danych Kraby, kobiety Pima i Irysy:
http://www.mimuw.edu.pl/ pokar/Statystykall/EKSPLORACJA/ileKlastrow.
R

e wybor liczby klastréw na podstawie wykresu separowalnosci i sylwet-
ki dla algorytméw k-srednich i k-medoidéw: http://www.mimuw.edu.
pl/ pokar/StatystykalI/EKSPLORACJA/sep_syl.r

e k-$rednich i hierarchiczna zobrazowane przy pomocy analizy sklado-
wych gléwnych: http://www.mimuw.edu.pl/ pokar/Statystykall/
EKSPLORACJA/pca.R

e k-$rednich i hierarchiczna oraz PCA i skalowanie wielowymiarowe dla
danych Iris i Kraby: http://www.mimuw. edu.pl/ pokar/Statystykall/
EKSPLORACJA/rzutDanych.R


http://www.mimuw.edu.pl/~pokar/StatystykaII/EKSPLORACJA/ileKlastrow.R
http://www.mimuw.edu.pl/~pokar/StatystykaII/EKSPLORACJA/ileKlastrow.R
http://www.mimuw.edu.pl/~pokar/StatystykaII/EKSPLORACJA/sep_syl.r
http://www.mimuw.edu.pl/~pokar/StatystykaII/EKSPLORACJA/sep_syl.r
http://www.mimuw.edu.pl/~pokar/StatystykaII/EKSPLORACJA/pca.R
http://www.mimuw.edu.pl/~pokar/StatystykaII/EKSPLORACJA/pca.R
http://www.mimuw.edu.pl/~pokar/StatystykaII/EKSPLORACJA/rzutDanych.R
http://www.mimuw.edu.pl/~pokar/StatystykaII/EKSPLORACJA/rzutDanych.R

Rozdziat 7

Klasyfikacja

Zadanie klasyfikacji polega na konstrukcji funkcji (klasyfikatora), ktéra na
podstawie zaobserwowanych cech bedzie przydzielata obserwacje do ktorejs
z wczesniej zdefiniowanych grup. Do estymacji funkcji potrzebne sa obser-
wacje, ktére juz zostaly sklasyfikowane, bedziemy je nazywacé proba uczaca:

(yi, Xi) i€ {l,...,n} niezalezne obserwacje, X; € R y; € {1,...,K}.

Dane X, oznaczaja zaobserwowane cechy, y; grupe, do ktérej obserwacja
zostata zaklasyfikowana.

C7 oznaczaja zbior tych indekséw i, ze y; = j; C1,...,C¥ sa rozlaczne o
liczno$ciach odpowiednio nq,...,ng.
Funkcja wiarygodnosci dla opisanych danych wyraza sie wzorem:

n

L(7T1, ce ,7TK,91, ce ,HK) = Hg(y“X’) = H’]Tyifgyi(Xi)
i=1 =1

K
pod warunkiem: Z m, = 1.
k=1

Logwiarygodno$é¢ to logarytm funkcji wiarygodnosci:

l=logL;

n n
[ = Zlog Ty + Zlog fo,, (X).
i=1 i=1
Zadanie klasyfikacji dzielimy na dwa kroki:
1. Estymujemy parametry 71, ..., 7g oraz 01, ...,0x na podstawie zaob-

serwowanych par (y;, X;) przy uzyciu metody najwiekszej wiarygod-
nosci. Parametry 7, mozemy interpretowac jako prawdopodobienstwa

46
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przynaleznosci do danej grupy danych, a 6y jako parametry rozktadu
w danej grupie (na przyklad dla wielowymiarowego rozktadu normal-
nego, bylyby to érednia p i macierz kowariancji 3).

2. Obserwujemy nowe cechy X, 11 i przyporzadkowujemy im ;1 na pod-
stawie zbudowanego przez nas klasyfikatora. Bedziemy go takze nazy-
waé reguta decyzyjna.

Maksymalizujemy funkcje wiarygodnosci pod warunkiem Zle m = 1 przy
uzyciu metody mnoznikéw Lagrange’a:

max F(mi,...,mg,01,...,0K) =
Ty TR 01500 K
K
max n110g7r1—i—...—i—nKlogﬂK—)\(Zﬁk—l)—i—
15y TE 01,0, 0K el
+ ) 1og fo, (Xi) + ... > log fo, (X5).
ieCt ieCK
Liczymy estymatory 71,...,Txk:
oF
Tk N=0 Vk=1.. K; (7.1)
on, T
oF &
k=1
Z rownan 7.1 otrzymujemy:
Ve=1...,K ¢ _n.
A
Sumujemy po k korzystajac z réwnania 7.2 :
"1 = A=n = ﬁk:@.
A n

Estymacje parametrow 6y odtozymy do dalszej czesci wykladu.

7.1 Optymalna reguta decyzyjna

Zobaczmy teraz, jak mozna zdefiniowaé optymalny klasyfikator w zaleznoéci
od funkcji straty karzacej za bledne sklasyfikowanie danych.

Definicja 7.1. Funkcja straty to funkcja przyporzadkowujaca nieujemng
wielkos¢ kary poprzez poréwnanie prawdy (zalozymy chwilowo, ze ja znamy)
do podjetej decyzji (wyliczonego estymatora):
L: K x K —R'.
~~ ~~ ~~
prawda  decyzja kara

Przyktadows funkcja kary dla ciaglego y jest L(y,7) = (y — 7).
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Majac wyestymowang regute decyzyjna sensownym jest rozpatrywanie Sred-
niej straty dla naszego klasyfikatora:

Definicja 7.2. Ryzyko reguly decyzyjnej dla d: RP — K:

Ryzyko = $rednia strata reguly decyzyjnej d =

Z/Ly, X)dX =

yeK

gdzie g(y, X) jest gestoscia tacznego rozktadu danych. Z twierdzenia o praw-
dopodobienstwie catkowitym:

_Z{/Lkd f(X|k)dX | .

Definicja 7.3. Optymalna reguta decyzyjna d. to taka reguta decyzyj-
na, ze

Vd R(d.) < R(d).

Definicja 7.4. Regula bayesowska dp(X) to regula decyzyjna, ktéra
lokalnie dla danego X spelnia warunek:

dp(X) = argmin; ;g By x L(y, 1) =

K
= argmin; » _L(k,[)p(k|X) =

ze wzoru Bayesa:

i mef (X |k) ] N

= argmin Lzl DK (X

K
= argmin, [Z (k, D)y f X|k‘)]

Stwierdzenie 7.1.
R(dp) = R(d,).

Regula bayesowska jest optymalng requlq decyzyjng.

Dowadd. Dla dowolnej reguty decyzyjnej d zachodzi:

w3 ]

Lk, d(X)f (X|k)dX] i

K
= [Z L(k7d<X))7rkf(X|/€)] X >

RP 1=
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K
> / lmin L(k‘,l)ﬂkf(X|k:)] dX =
RP 1

I<I<k £

K
- /Rp lz L(k:,dB(X))Trkf(X|k)] dX = R(dp).
k=1

7.2 Wielowymiarowy rozklad normalny

W dalszej czesci wyktadu bedziemy zakladac, ze fo, maja rozklady normal-
ne. Dlatego przyjrzyjmy sie blizej wlasno$ciom wielowymiarowego rozktadu
normalnego i estymacji jego parametréow metoda najwiekzej wiarygodnosci.

Definicja 7.5. Wektor losowy X = (z1,...,2,) ma rozklad wielowy-
miarowy normalny w RP jesli V u € R? vT X ma rozklad normalny w R.
Oznaczmy ten rozklad poprzez N (u,Y), gdzie p = Ex, ¥ = Var(X).

Twierdzenie 7.1. Jeieli X ma roklad normalny w RP, to V a € RF 4
macierzy A wymiaru k x p, AX + a ma rozklad normalny w RF.

Dowad.
VueRY wI(AX +a) = (uTa)X 4+ u”a.

O]

Whniosek 7.1. Rozklady brzegowe wielowymiarowego rozkliadu normalnego
sq normalne w odpowiednich podprzestrzeniach RP.

Twierdzenie 7.2. Fcja charakterystyczna zmiennej losowej X o rozkiadzie
normalnym w RP jest postaci:

px(t) = et (7.3)

Takze na odwrot: jezeli 3 jest symetryczng macierzq dodatnio okreslong o
wymiarach p X p, to px okreSlona w réwnaniu 7.3 jest funkcjq charaktery-
styczng wektora losowego o rozkladzie normalnym w RP.

Whniosek 7.2. Dowolna macierz symetryczna dodatnio okre$lona o wymia-
rach pxp jest macierzq kowariancji wektora losowego o rokladzie normalnym
w RP.

Twierdzenie 7.3. Gestosé wielowymiarowego rozkladu normalnego N (p1, X2):

1
fX = 4 1 &X
&0 e (det(D)E
S

(X =)' (X —p)]

1
2
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Twierdzenie 7.4. Jezeli X ma rozklad normalny w RP: N'(u, X), to wspdl-
rzedne wektora X sq niezalezne < 3 jest diagonalna. Dla rozkladu normal-
nego brak korelacji oznacza niezalezZnosc.

Twierdzenie 7.5. Jezeli X ~ N (u,0°l), C jest macierzq ortonormalng o
wymiarach p X p, to:

CX ~ N(Cpu,Ca?10T) = N(Cp,a? CCT) = N(Cu, o°T).
=I

7.2.1 Estymatory najwiekszej wiarygodnosci dla rozkladu nor-
malnego N (u, )

Niech Xj,...,X,, beda niezaleznymi wektorami losowymi z p-wymiarowego
rozkltadu N (u,X). Znajdziemy estymatory dla parametréw p i X. Laczna
funkcja wiarygodnoéci dla n wektoréw losowych:

n

1
LX) = [ —F =& |5 (Xi— )= (X — )|
g(%)ﬂzr% 2

Najpierw szukamy estymatora fi; w tym celu opuszczamy wszystkie wyrazy
nie zalezezace od u, ktére by sie wyzerowaly po policzeniu pochodnej. Dla
prostoty obliczen maksymalizujemy podwojong logwiarygodnosé:

2log(L(n)) = 20(pu) = np" 7" = 2np" X,
gdzie X = % 1 X
Przypomnijmy fakt:

Lemat 7.1. Oznaczmy: a,b — wektory tej samej dlugosci p, A macierz o
wymiarach p X p.
d(a’b)  O(bTa)

da _ da b.

T
o 4b) _ (A+ AT
ob NI

=2Ab jesli A symetryczna
Skorzystajmy z lematu 7.1 zeby obliczy¢ pochodng logwiarygodnoéci:

19(21(w))

=2n "ty —2n71X =0,
n  Ou

stad

=X,

czyli estymatorem najwiekszej wiarygodnosci dla éredniej rozktadu normal-
nego jest srednia arytmetyczna obserwacji.
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Poniewaz optymalne [i nie zalezy od X, przy obliczaniu ) mozemy wstawic
X za p. Maksymalizujemy po ¥ wyrazenie:

_ n 1> _ _
L(X,Y) x |X| 2 exp [—2 Z(Xz - X)X, - X)]
i=1
Symbol  oznacza proporcjonalno$é¢, mozemy opusci¢ wszystkie state, ktore
nie wplywaja na wynik optymalizacji.
Poniewaz (X; — X)TX71(X; — X) jest liczba, a tr(liczba) = liczba, oraz
tr(AB) = tr(BA), otrzymujemy:

L(X,¥) o [£]7% exp l—; Zn:tr{(Xi — X)(X; — X)TE‘l}] =

i=1

slad macierzy jest funkcja liniowa argumentu, wiec zachodzi:

n 1 — —
= |27 exp | =S tr{(Xi — X)(Xi — X)'s 1
=S
pomnézmy i podzielmy przez |S ]%
_n 1z 1 —1
=|S|72|SE 7 |2 exp —itr{SE H -
Poniewaz |S ]_% nie zalezy od 3, mozemy to wyrazenie opusci¢. Podstawmy
B =81 .
L(X,B) x |B|% exp [—2trB] .

Lemat 7.2. Dila macierzy kwadratowej A o wymiarach p X p zachodzi:

p
det(A) = [ i,
=1
p
tT(A) = Z )\i,
=1

gdzie \; to wartosci wlasne macierzy.

Korzystajac z lematu 7.2:
n 1 P 2 1)\.
|B|2 exp [—2‘51"3} = H Afe 27
j=1

Zmaksymalizujmy to wyrazenie po kazdej wartosci wlasnej A;, co sprowadza
sie do maksymalizacji po A funkcji:

F(\) = Aze 2,
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1

log F()\) = glog)\— S

Olog F(N)) _ n 1 _

O\ S22 2
sk@dX://\I:...zj\;:n.

Macierza o wszystkich wartosciach wtasnych réwnych n jest nl:
B =8Sy"!=nl,

skad:
o 1 1 — —
S=8=—(X;—-X)(X; - X)T
5= ) ),

czyli estymatorem najwiekszej wiarygodnoéci dla macierzy kowariancji roz-
ktadu normalnego jest obciazony estymator prébkowy macierzy kowariancji.

7.3 Klasyfikacja w modelu normalnym

Zrobimy dwa zalozenia dotyczace rozwazanego wczesniej klasyfikatora:

1. Funkcja straty jest postaci:
L(k‘,l) = 1k7él-

2. W kazdej z grup dane pochodzg z rozkladu normalnego, czyli fp, to
gestos$é rozkladu normalnego, 0 = (g, Xk)-

Dal zadanej funkcji straty optymalna (bayesowska) reguta decyzyjna bedzie
miala postac:

K
dp(X) = argmin; Z L(k,)mi f X|k‘)] = argmin, [Z 1k¢57rkf(X|k:)]
k=1 k=1

K
= argmin, Z T f(X|k) —mf(X|)| = argmax; [m f(X]|])].
k=1

nie zalezy od wyboru [
Znamy juz postaé szukanego klasyfikatora, potrzebujemy jeszcze estymato-

row dla wystepujacych w nim parametréow. Wiemy jak wygladaja estymatory
Th:
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Estymatory najwiekszej wiarygodnosci dla parametrow 6y przy zalozeniu
normalnosci rozkltadéw w grupach sa postaci:

1 " Xil(y; =
A_izX:Zz_l (y k)

o ’ i lyi=Fk) 7
— 1 _
Sp=— > (X — XF)(X; — XR)T
Tk ieCk

gdzie X% oznacza wektor $rednich obserwacji dla X; € C*.

Dla X niezaleznego od préby uczacej: (y1, X1), ..., (Yn, Xn) estymator regu-
ly decyzyjnej ma postac:

~

d(X) = argmax) ;< 7 [ s (X)} :

7.3.1 Kwadratowa (gda) i liniowa (lda) funkcja klasyfikacyj-
na

W zaleznosci od zatozen dotyczacych parametréow, mozemy otrzymaé klasy-
fikator bedacy rézna funkcja swojego argumentu X: albo kwadratowa albo
liniowa.

Kwadratowa funkcja klasyfikacyjna (qda) nie wymaga dodatkowych
zalozen o parametrach:

d(X) = argmax; [mf, 5,] =
= argmax; l:ll exp {—1(X - Ml)Tzl_l(X - Ml)}] =
(2m)2 |52 2
po opuszczeniu wyrazen niezaleznych od [ i zlogarytmowaniu:
1
2

1 _
— arguna |log(m) 5 log(|Zi]) ~ 5 (X = )= (X - )]

czyli kwadratowa funkcja argumentu X.
Liniowa funkcja klasyfikacyjna (lda) wymaga zalozenia:
Yi=...=Xg =2

Dzigki niemu mamy podwojny zysk obliczeniowy: o K — 1 parametrow mniej
do wyestymowania i liniowa funkcje optymalizowana:

() = arguia [log(m) — 3 og((£1]) ~ 5 (X = ) TS7 (X~ )| =

poniewaz log(|2|) oraz XTX 1 X nie zalezy od I,

_ 1 _
= argmax; [log(m) + XTe - QMTZ lm] :
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7.4 Metody poréwnywania klasyfikatoréow

Chcemy znalezé taka metode porénywania, zeby kazda obserwacje sposrod
(y1,X1), .., (yn, Xpn) wykorzystaé¢ do uczenia i testu, ale tak zeby testowaé
tylko na tych obserwacjach, ktore nie byly brane pod uwage przy uczeniu
klasyfikatoréw.

Kroswalidacja m-krotna (walidacja krzyzowa) polega na podziale da-
nych na m czesci (popularnymi wyborami sa m = 5, m = 10): m — 1 bedzie
tworzy¢ probe uczaca, ostatnia bedzie proba testowa. Estymujemy klasy-
fikatory na prébie uczacej, poréwnujemy metody na probie testowej. Po-
wtarzamy procedure m razy tak, zeby kazda z czedci byta préba testowa.
Doktadnie;j:

1. Permutujemy obserwacje. Jezeli dane maja jakas$ strukture, na przy-
ktad mozna je podzieli¢ na klasy, permutujemy obserwacje w klasach.

2. Drzielimy prébe na m czesci tak, zeby w kazdej z grup bylo po tyle
samo obserwacji z kazdej klasy.

3. Uczymy klasyfikatory na prébie uczacej - estymujemy parametry.

4. Poréwnujemy metody na prébie testowe] (np. poprzez estymacje praw-
dopodobienstwa poprawnej predykeji)

Definicja 7.6. Prawdopodobienstwo poprawnej predykcji to dla da-
nego klasyfikatora P(d(X) = y). Np. jezeli funkcja straty wyraza sie wzorem
L(k,l) = 14, mozemy estymowac prawdopodobienstwo poprawnej predyk-
¢ji dla konkretnej proby treningowej i testowej nastepujaco:

— ZiEpréba testowa 1(d(XZ) = yl)
Ziepréba testowa

gdzie d jest klasyfikatorem wyestymowanym na podstawie préby uczacej.
Usrednione ppp jest dobra metoda poréwnywania klasyfikatoréw:

2 i1 PPP;
—

ppp =

7.5 Przyklady w programie R
Klasyfikacja:

e kwadratowa funkcja klasyfikacyjna dla danych Iris, kroswalidacja: http:
//www.mimuw.edu.pl/ "pokar/Statystykall/PREDYKCJA/qda.R


http://www.mimuw.edu.pl/~pokar/StatystykaII/PREDYKCJA/qda.R
http://www.mimuw.edu.pl/~pokar/StatystykaII/PREDYKCJA/qda.R
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e liniowa funkcja klasyfikacyjna: http://www.mimuw.edu.pl/ pokar/
StatystykaII/PREDYKCJA/lda.R

e kwadratowa funkcja klasyfikacyjna oraz sieci neuronowe: http://www.
mimuw.edu.pl/ pokar/StatystykaII/PREDYKCJA/CrossValKlasCrabs.
R

e kwadratowa funkcja klasyfikacyjna oraz sieci neuronowe, kroswalida-
cja: http://www.mimuw.edu.pl/ pokar/Statystykall/PREDYKCJA/
crossValKlas.R

e poréwnanie réznych funkeji klasyfikacyjnych: http://www.mimuw. edu.
pl/ “pokar/StatystykalI/PREDYKCJA/zmDyskrym.R


http://www.mimuw.edu.pl/~pokar/StatystykaII/PREDYKCJA/lda.R
http://www.mimuw.edu.pl/~pokar/StatystykaII/PREDYKCJA/lda.R
http://www.mimuw.edu.pl/~pokar/StatystykaII/PREDYKCJA/CrossValKlasCrabs.R
http://www.mimuw.edu.pl/~pokar/StatystykaII/PREDYKCJA/CrossValKlasCrabs.R
http://www.mimuw.edu.pl/~pokar/StatystykaII/PREDYKCJA/CrossValKlasCrabs.R
http://www.mimuw.edu.pl/~pokar/StatystykaII/PREDYKCJA/crossValKlas.R
http://www.mimuw.edu.pl/~pokar/StatystykaII/PREDYKCJA/crossValKlas.R
http://www.mimuw.edu.pl/~pokar/StatystykaII/PREDYKCJA/zmDyskrym.R
http://www.mimuw.edu.pl/~pokar/StatystykaII/PREDYKCJA/zmDyskrym.R

Rozdziat 8

Modele liniowe

8.1 Predykcja cechy ciggtej

Bedziemy obserwowaé ciagla zmienng objasniang y; oraz zmienne objasnia-
jace x; = (xi1,...,%ip), ¢ = 1,...,n. Na ich podstawie bedziemy chcieli
znalez¢ funkcje zalezaca od x, ktora bedzie najlepiej przybliza¢ ceche y.
Ograniczymy sie przy tym tylko do zalezno$ci liniowej. Na podstawie zna-
lezionej funkcji, dla nowo zaobserwoawanych x,41 bedziemy mogli znalezé
predykcje yn+1. Jezeli rozpatrzymy jednowymiarowy x; (p = 1), szukanie
funkcji liniowej najlepiej przyblizajacej dane obrazuje rysunek 8.1.

Rysunek 8.1: Regresja liniowa jako dopasowanie prostej do danych.
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Dane sg postaci:

Y1 i1 ... Tip b1 €1
= ce +
Yn Tnl .. Tnp ﬁp €n
—— N——
losowe,obserwowane deterministyczne,obserwowane  szukane losowe,nieobserwowane

W zapisie macierzowym:
y=XpB+e,

gdzie:

e wektor y bedziemy nazywaé zmienng objasniana;

e macierz X macierza planu;

e (3 estymowanymi parametrami;

e ¢ to wektor efektéw losowych (wektor realizacji zmiennej losowej).
Dla tak sformutowanego problemu przyjmiemy nastepujace zalozenia:

1. E(e) = 0;

2. Var(e) = 021,;

3. rzad macierzy X jest pelny: rank(X) = p.

Dla tak sformutowanych danych, problem szukania estymatora parametru (3
bedziemy nazywaé¢ problemem liniowym.

Twierdzenie 8.1. Rozklad QR macierzy

Szeroki rozklad QR: Kazdg rzeczywistqg macierz A wymiaru n x m (m < n)
mozna zapisac jako iloczyn maierzy ortogonalnej Q wymiaru n x n (QTQ =
I,,)) oraz gornotréjkgtnej macierzy R wymiaru n X m:

o

A=QR=| @

Waski rozklad QR: Poniewaz (n—m) dolnych wierzy macierzy R jest zerowa,
mozna skrocié zapis do

AzQR=Q<§>=(Q1 Qz)-<%1>=Q1R1=,

| ( )

gdzie Q1 jest macierzqg wymairu n X m o ortogonalnych kolumnach a Ry jest
macierzg gornotrojkgtng wymairy m X m.
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Dowod. Waski rozktad QR jest zapisem macierzowym ortogonalizacji Gramma-
Schmidta uktadu wektoréw bedacych kolumnami macierzy A. Szeroki roz-
ktad otrzymujemy dopelniajac macierz Q1 do bazy przestrzeni R™. O

Problem 8.1. Przy zalozeniu modelu liniowego, bedziemy chcieli wyesty-
mowaé nieznane parametry: 3 i o2.

8.2 Metoda najmniejszych kwadratéw (mnk)

Zauwazmy, ze
E(y) = E(X8 +¢) = X3+ E(s) = X.

Estymator najmnieszych kwadratéw parametru ( to taka jego war-
to$é, dla ktérej odleglosci euklidesowe przyblizanych danych od prostej je
przyblizajacych jest najmniejsza:

B = min{ly — X5
Twierdzenie 8.2. Estymator najmniejszych kwadratow wyraza sie wzorem
B=Ri'Qly,
gdzie Ry i Q1 pochodzq z waskiego rozkladu QR macierzy planu X.

Dowdd. Skorzystajmy z szerokiego rozktadu QR macierzy X: X = QR. Po-
niewaz mnozenie wektora przez macierz ortogonalng nie zmienia jego normy,
mozemy zapisac:

ly — XBI1* = [1Q" (y — QRB)||* =
=[1QT (y — QR1B)|I” + 11Q3 (y — Q1R B)|* =
= |QTy — RiB|)* + 11Q% ||~

Wyrazenie to osigga minimum ze wzgledu na parametr 3, jezeli wyzerujemy
pierwszy sktadnik sumy:

Qly = R1f.
Poniewaz macierz Ry jest kwadratowa i pelnego rzedu (rank(X) = p), mo-
zemy ja odwrdécié:

B=R{'Qly.

Whniosek 8.1. Zauwaimy, ze:

1. Predykcja dla y jest rowna § = XB;
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lly = I = [lQ2yI*. (8.1)

Przyjrzyjmy si¢ wlasnosciom metody najmniejszych kwadratéw (zostana one
udowodnione w dalszej czesci wykladu):

l.y=X B jest rzutem ortogonalnym y na przestrzen rozpieta przez ko-
lumny macierzy planu X.

ly=311%

. . . 2 . /\2 _
2. Nieobcigzonym estymatorem parametru o“ jest 6° = —p

3. Twierdzenie Gaussa-Markowa: estymator B jest liniowym, nieob-
cigzonym estymatorem o najmniejszej wariancji parametru 3 (BLUE-
Best Linear Unbiased Estimator).

4. Przy zalozeniu ¢ ~ N(0,0%1,), zachodzi twierdzenie Fishera:

o B~ N(B,o*(XTX)™);

N2
o BT 2(n — p);

e 3i 5?2 sa niezalezne.

8.3 Inne wyprowadzenie estymatora najmniejszych
kwadratow

Wyprowadzimy estymator mnk jako rozwigzanie zadania BLUE — liniowy,
nieobciazony estymator o najmniejszej wariancji. Rozumowanie bedzie jed-
noczeénie dowodem twierdzenia Gaussa-Markowa.

Twierdzenie 8.3. Dla problemu liniowego estymator postaci B = (XTX)"1XTy
jest liniowym, nieobcigZzonym estymatorem o najmniejszej wariancyi parame-
tru 3.

Dowdd. Zeby latwiej méwié o nieobcigzonosci, czy minimalnej wariancji,
zredukujemy wymiar problemu do jednowymiarowego zakladajac, ze wla-
snosci beda zachodzié¢ dla wszystkich mozliwych kombinacji liniowych zmien-
nej objasnianej: Dla danego wektora [, konstruujemy kombinacje liniowa
p =173 i szukamy dla niej estymatora zalezacego liniowo od y:

fi=c"y

przy zatozeniu nieobciazonoéci:

E(f) = p=1"p.



60 Wersja robocza

Jednoczesnie wiemy, ze:

Stad:
AIx =T,

Bedziemy minimalizowaé wariancje estymatora fi:
Var(fi) = Var(c'y) = ¢! Var(y)e = o%cc.
Zadanie optymalizacyjne wyglada nastepujaco:

min |:O'2CTC} pod warunkiem ¢! X = (7.
C

Skorzystajmy z metody mnoznikéw Lagrange’a:
: _ 2T Ty T
min Fle,N)=0c“ce+ (¢ X =1") A
wektor,

Szukamy estymatora wektora c, spetniajacego dwa réwnania:

oF

He = 20%c+ X\ = 0; (8.2)

oF T

—=X"'c—-1=0. 8.3

Y c (8.3)

7 réwnania 8.2 otrzymujemy: ¢ = —#X A, wstawiamy do réwnania 8.3:
1
——X'Xx =1,
202

skad:
A= —202(XT X)L

Macierz X jest pelnego rzedu, wiec macierz (X7 X) jest odwracalna. Wsta-
wiajac A do wzoru na ¢, otrzymujemy:

c=X(XTX)"U , inaczej: I =1T(XTX)"1xT.
Estymator [i jest wiec postaci:
=Ty =1"(XTX) X7y,

podstawiajac za [ kolejne wektory bazy kanonicznej e; = (0,...,0,1,0, ol ,0),
znajdujemy kolejne estymatory kombinacji liniowych IT8 = el'3 = 3;, co
tacznie mozemy zapisaé jako:

B=x"X)"'X"y.
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Stwierdzenie 8.1. Liniowy, nieobcigzony estymator o najmniejszej warian-
cji parametru 8 w modelu liniowym jest réwny estymatorowi najmmniejszych
kwadratow.

Dowod.
B=(XTx) Xy =

korzystajac z waskiego rozktadu QR: X = Q1 Ry,
= (R{ Q1 Q1 R1) 'R Qy =
I,
=ip

= RN (RD)7'RT QTy = R{'QT .
N————

=I,

8.4 Estymatory metody najwiekszej wiarygodno-
$ci prametrow modelu liniowego

Estymatory najwiekszej wiarygodnosci to takie wartosci parametréw,
ktérych prawdopodobiefistwo zaobserwowania danych jest najwicksze. Zeby
skorzystaé z tej metody estymacji, potrzebna jest funkcja wiarygodnoéci,
niezbedne wiec bedzie zalozenie na temat rozktadu danych:
Zamiast zaktadac:

Ee=0 , Var(e) =1,

zalozymy:

e ~N(0,0%I,),

skad mamy y ~ N (X, 02I,) oraz funkcje wiarygodnodci:

)= — e L= xB x5 =
o @isessst) = Fyonlt) = e [50 = XAty X5)

1 1
= WGXP [MH?JXMF] .

Funkcje wiarygodnosci bedziemy chcieli zmaksymalizowaé¢ po parametrach
(i 0%, Poniewaz logarytm jest funkcja rosngca, jest to réwnowazne z mak-
symalizacjg logarytmu funkcji wiarygodnoéci:

n 1
F3 »2(y) = log fz,2(y) = C — 5 log(o?) — ﬁHy — XB?,
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gdzie C jest stala niezalezna od szukanych parametréw. Zadanie maksyma-
lizacji logwiarygodnosci Fj 2 jest ronowazne minimalizacji —2Fp ;2:

1
—2Fj ,2(y) = C' + nlog(c®) + —slly - X812

Czesé sumy zalezaca od parametru g to % ||y — X B||?. Wartoscia parametru
£ minimalizujaca to wyrazenie jest:

B = (XTX) 71X Ty = R7IQTy,

co udowodniliSmy juz w twierdzeniu 8.2.

Poniewaz B nie zalezy od parametru o2, moge wstawié estymator do funkcji

wiarygodnosci przy szukaniu optymalnego parametru o2. Oznaczmy takze
T = 02 zeby nie mylit sie nam kwadrat przy parametrze:

1 ~
~2F3,02(y) = C"+ nlog(r) + —[ly — X[

8(—2F5702) N E _ 1

y_XB“z :07

or T ﬁH
skad otrymujemy: R
nr = |ly — X5l

2 _ ly— X8I

T=0"=
n
Whniosek 8.2. Przy zalozZeniu rozkladu normalnego:

1. estymatory parametru B dla metody najwickszej wiarygodnosci i me-
tody nagmniejszych kwadratow sqg rowne:

ank = anw = (XTX)_IXT.%

2. estymatory parametru o dla metody najwickszej wiarygodnosci i me-
tody najmniejszych kwadratow sq rowne z doktadnoscig do statej:

— X[ — X[|?
52 Ny — X8| 52 _ly ﬂl!_

mnk n—p ’ mnw ~ n

8.5 Kolejne wlasnosci estymatoréw mnk

8.5.1 Wartos$¢ oczekiwana i wariancja estymatora [

o Wartos$é oczekiwana:

E3 =EXTX)'XTy = (XT"X)'XTEy = (X"X)"'XxTX3=3.
(8.4)
Estymator jest niebcigzony.
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e Macierz wariancji:
Var(B) = E(B - B)(5 - 8)" =
= B(X" X)X Ty— (X" X)X TRy) (X7 X)X Ty~ (X7 X)X TEy)T =
= (XTX)"'X"E |(y - Ey)(y — Ey)"| (X" X) "' x)T =

= (XTX)' X1 L,(XTX) X = (X X) "1 (XTX)(XTX)™ =

=Ip

=o2(XTx)™L. (8.5)

8.5.2 Dopasowanie y jako rzut ortogoanlny y na przestrzen
rozpieta przez kolumny macierzy X

<>

lin(X)

Rysunek 8.2: Dopasowanie g jako rzut ortogonalny y na lin(X).

Prypomnijmy
B=x"X)"'xTy , y=XP

Definicja 8.1. Macierza daszkowa H nazwiemy taka macierz, ze:

7=XXTX)"'XxTy = Hy.
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Stad:
H=XXTx)"'xT.

Stwierdzenie 8.2. Zauwaimy, Ze y jest nieobcigionym estymatorem y:
Ej = X(XTX)"'XTXp = Xp.
Stwierdzenie 8.3. Wiasnosci macierzy daszkowej H :

1. HX = X:
X(xTx)"'xTx = X;
| S G —
:[p
2. macierz H jest idempotentna, czyli HH = H:
HH =X (XTX)"'xTx(xTx)'xT = H;
—_——
:[p
3. symetryczna, czyli HT = H:
HT = (x(XTx)"'xT)T = x(xTX)"'XxT = H.
4. korzystajgc z wgskiego rozktadu QR macierzy X, H = Q1QT :
H=QiRi(R{ Q1 Qi R)'R{ Q1 Q1 RiR' (R{) 'R} Q] =
~—— S—
=Ip =Ip =I, =Ip
= Qi RiR;(R))'R] Qf = QiQ7.
R/—/%;—/
=Ip =ip

5. korzystajgc z szerokiego rozkladu QR macierzy X, mozZemy przyjrzec
sie rozkladowi spektralnemu macierzy daszkowej:

H=QRR'QTQR)'RTQ" =
N——
:]n
poniewaz RTR = RT Ry,

= QR(R{R1)'RTQ" = QRR'(R])'RTQ" =

rozklad spektralny macierzy H

dla Q= 1[q1,.--,qps---,qn):

p n
=QQf =) 1-qql + > 0-qq]

i=1 i=p+1
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Whniosek 8.3. 1. Macierz daszkowa H jest macierzq rzutu ortogonalne-
go na przestrzen rozpietq przez kolumny macierzy X.

2. Jezeli § = X3 minimalizuje wyrazenie lly — 7|2, to jest rzutem orto-

gonalnym y na lin(X).

8.5.3 Nieobcigzony estymator parametru o>

Stwierdzenie 8.4. Macierz (I,, — H) jest macierzq rzutu ortogonalnego na
przestrzen prostopadlq do przestrzeni rozpietej przez kolumny macierzy X,
jest wiec w szczegolnosci symetryczna i idempotentna.

Dowdd.
In—Hzfn—Q<Ip O>QT=

_ T I, T _ 0 T
QQ Q( 0)@ Q( Iﬂp)@-
O

Whniosek 8.4. Poniewaz $lad macierzy réowny jest sumie jego wartosci wia-
snych, $lady macierzy daszkowej H i macierzy (I — H) to:

tr(H) = p;
tr(Il — H)=n —p.
Stwierdzenie 8.5. Twierdzenie Pitgorasa w postaci macierzowej:
Var(y) = Var(y) + Var(y — 7).

Dowdd.
021, = Var(Hy) + Var((I — H)y);
021, = HVar(y)HT + (1 — H)\Var(y)(I — H)T;

poniewaz macierze H i I — H sg symetryczne i idempotentne, zachodzi:
o?l, = 0*H + o*(I, — H). (8.6)

O]

2 w modelu li-

Stwierdzenie 8.6. Niebcigzonym estymatorem parametru o
niowym jest:
— 712
52 lly—9ll”

n—p
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Dowdd. Poniewaz 7 jest nieobcigzonym estymatorem gy, mozemy zapisaé:

n

Elly —gl1* =) (Var(y; — %)) = tr (Var(y — 3)) =
i=1
=tr (02(1 - H)) =o%(n —p).
Stad:
_Sl2
Elly =9l _ =
n—p
O

8.5.4 Model z wieksza liczbga parametréw nie musi by¢ lepiej
dopasowany dla nowych danych

e Blad predykcji y za pomoca ¢ na tej samej prébie, korzystajac ze wzoru
8.6, mozna zapisa¢ w postaci:

E(yi — 9:)? = Var(y; — 3;) = 02(1 — hy;),

gdzie hj; jest elementem macierzy daszkowej: H = (hi;);—;-

Definicja 8.2. Elementy przekatnej macierzy daszkowej H: h;; be-
dziemy nazywaé tadunkami obserwsacji i-tej i oznaczaé h;.

e Dla nowych obserwacji mamy:

Zakladamy niezalezno$¢ nowych obserwacji zmiennej objasnianej i p-
wymiarowego wektora zmiennych objasniajacych: (y,41, 72 41)od (y, X).
Bedziemy estymowaé parametry uzywajac danych treningowych (y, X),
a oblicza¢ blad dla nowych danych testowych:

Ynt1 = $£+15 + €n+1;
B=(X"X)"'X"y;
Un+1 = $g+1ﬂ-
Btad predykcji jest réwny:

E(yn—&—l_@n—kl)Q = Var(yn+1—ﬂn+1) Var(yn+1)+Var(§n+1) =

Ny

z niezalezno$ci
=0’ + Var(xgﬂﬁ) =o’+ x£+1Var(ﬂ)xn+1 =
=0’ + xZJrlUZ(XTX)ilxn-&-l = (1 + hps1),

gdzie hyy1 =zl X TX)~'x,,1, analogicznie do tadunkéw obserwa-
cidlai=1,...,n: h; =2 (XTX) a;.
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e Pordéwnanie obu btedéw predykcji dla tej samej macierzy planu:

Dane treningowe, dla ktérych bedziemy estymowaé parametr ﬁ to
(y, X) gdzie y = (y1,...,yn). Dane testowe, dla ktérych bedziemy li-
czy¢ blad predykeji to w pierwszym przypadku ten sam zbior (y, X), a
w drugim (y*¢, X) gdzie y = (Yni1,---,%2n) S nowymi obserwacjami,
a macierz planu X pozostaje niezmieniona. Poréwnajmy usrednione
oba btedy predykcji:

1 & N 1 N n—p)o?
E(E}%—MV>ZRHW—MF=(n);

=1

2n 2n n 0_2
E (1 > (yl-—gz-)?) — Ly any = DT

n i=n+1 i=n+1 n
gdzie korzystamy z réwnosci hn4; = hj, co zachodzi dzigki uzyciu
tej samej macierzy planu X w zbiorze treningowym i testowym oraz
wlasnsci macierzy daszkowej > 7 1 h; = p.

Whniosek 8.5. Na podstawie obliczonych bledow predykcji mozemy wy-
wnioskowad:

1. Wiekszy model nie zawsze oznacza lepsze dopasowanie.
2. Roznica pomiedzy bledami predykcyi wynosi:

1 ~ 1 N 2po?
—Elly — 9I* — =Elly" —g||* = =—
n n

8.5.5 Kroswalidacja leave-one-out

Estymacje bledu predykeji mozna oprzec¢ na kroswalidacji leave-one-out. Dla
kazdej obserwacji bedziemy estymowaé¢ model za pomocg wszystkich obser-
wacji oprocz niej samej i oblicza¢ btad predykcji na nowych danych dla tej
pominietej obserwacji. W ten sposéb dostaniemy n btedéw predykcji, ktére
nastepnie udrednimy.

Niech X(;y, 7 =1,...,n oznacza macierz X z usunigta i-ta obserwacja (i-tym
wierszem), y(;) wektor obserwacji z usunigta i-ta obserwacja. Estymator ﬁ(,-)
bedzie oznacza¢ estymator mnk na podstawie danych (y(i), X(i)):

2 T 1T, .
ﬁ(z’) = (X(i)X(i)) X(i)y(i)a
Predykcja dla pominietej obserwacji wyraza si¢ wzorem:
Ui = !EiTB(i),

gdzie tak jak przy liczeniu bledu predykcji na nowych danych, (y;, z7) jest
niezalezne od (y;y, X(;)-
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Korzystajac z tego, ze E(yq)) = E(y;) = zl' 3, otrzymujemy:

E(§a) — vi)* = Var(§a) — vi) = o (1 + 2] (X5 X(o) " i) = 1= h
2
gdzie h;; to i-ty wyraz na przekatnej macierzy daszkowej dla pelnej macie-
rzy X: H = X(XTX)71X7T. Fakt ostatniej réwnogci w powyzszym wzorze

przyjmiemy bez dowodu.

Whniosek 8.6. Estymator bledu predykcji przy uzyciu kroswalidacyi leave-
one-out mozna uprosci¢ do wzoru:

n

ly =5l _ 1 X o?
= Y w0 = 8.7)

n ) o L ha

8.6 Model liniowy przy zatozeniu normalnosci

Zamiast w modelu liniowym zakltadac:
Ee=0 , Var(e)=o?I,,

zalozymy:
e~ N(0,0%L,).

Dzigki takiemu sformultowaniu zadania, bedziemy mogli znalezé rozktady
estymatoréw 3 i 52, co umozliwi wnioskowanie statystyczne na ich temat,
na przyktad kondtrukcje przedziatéw ufnosci. Udowodnimy:

Twierdzenie 8.4 (Fishera). Przy zalozeniu ¢ ~ N(0,021,), estymatory
modelu lintowego spetniajq:

1. B~ N(B,o*(XTX));

2. B i 62 — Hy*XﬁHQ

sq niezalezne;
n—p

o2
5. BT~ P (n —p);

Dowdd. Poniewaz y = X3 + ¢, mamy:
y ~ N(XB,0°1,). (8.8)
Wiemy, ze nieobciazonymi estymatorami parametréw modelu liniowego sa:

— X312
o lly=XBIP

B=xXTx)""xTy |
n—p
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1. KorAzystaj@C z twierdzenia 7.1 oraz wzoru 8.8, mozemy wywnioskowad,
ze [ ma rozklad normalny. Warto$¢ oczekiwana estymatora (8.4) i
wariancja (8.5) wyznaczaja jednoznacznie rozklad.

2. Przypomnijmy wzory 8.2 i 8.1:

F=R1'QTy , |ly— XB|? = ||Qyl*

Wiemy z twierdzenia 7.1, ze Qy ma rozklad normalny. Policzmy ma-
cierz wariancji tego wektora losowego:

Var(QTy) = QT Var(y)Q = o°1,,. (8.9)

Wiemy zatem, ze wektory losowe QTy i Q1y sa nieskorelowane. Dla
rozktadu normalnego brak korelacji jest rownowazny niezaleznosci.

3. Rozktad x? z n—p stopniami swobody to suma n—p kwadratéw nieza-
leznych zmiennych losowych o rozkladzie standardowym normalnym.

~ 2 T, (]2
”Q(ZJP) = Hy—;gﬁ\\? = Herng ma rozktad x2(n — p).

Udowodnimy, ze

Z rozktadu QR macierzy X znamy wymiary macierzy o, dlugosé
wektora Q3'y to n — p. Oznaczmy:

NQ3YII* = (gpw)? + ...+ (my)’ =21 +... + 2,

Udowodnimy, ze z;, ¢ = 1,...,n — p sa niezalezne i maja rozklad
N(0,02).
Wspétrzedne wektora Q3 y sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o roz-
ktadzie normalnym. Normalno$é¢ wynika z twierdzenia 8.2, niezaleznosé
z braku korelacji (8.9). Ze wzoru 8.9 widzimy takze, ze wariancje z; sa
réwne o2

Wspétrzedne wektora Q1'y maja wartoéé oczekiwana réwna zero:
E(Q3y) = Q3E(y) = Q3 X8 =
z waskiego rozktadu QR macierzy X,
=QIQ1R1 =0
~——
=0
z ortogonalnosci kolumn macierzy Q.

Otrzymujemy wiec:

(“>2+...+ (z”‘p>2 = HQngHQ ~ X" (n—p),

o g o

N

gdzie Z sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie NV(0,1).

O]
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8.7 Test ilorazu wiarygodno$ci (Likelihood Ratio
Test) hipotez liniowych

Hipotezy liniowe przy zalozeniach modelu liniowego mozna ogdlnie sformu-
towaé jako:

y=XpB+e¢
AB=0

gdzie macierz X jest wymiaru n X p, a macierz A wymiaru (p — q) X p.

Przyktad 8.1. Jezeli wektor wspoétczynnikow jest postaci:

IG5}
B2
B3
B4

i chcemy nalozy¢ ograniczenie liniowe na parametry: §o = (3, to mozna go
zapisaé¢ postaci:

(o 1 -1 O)ﬁ:O.

A

8.7.1 LRT ogdlnie

Ogodlnie test ilorazu wiarygodnoéci dotyczacy parametru 6 rozkladu zmien-
nej losowej X mozna zapisaé jako:

Ho: X ~ fo(x) , 6 € Oo;

Hy: X ~ fp(x) , 0 € ©1 =06\ O;
gdzie fy(x) oznacza gestosé rozkladu zmiennej X zalezaca od parametru 6.

Statystyka testowa wyraza sie wzorem:

supgeo, fo(2)  Sow) ()

Mz) = =
@) SUDPgeco, fo(x) fg'(x) (5'3)7

gdzie:
0 to estymator najwiekszej wiarygodnoéci dla 6 € ©q;

6 to estymator najwiekszej wiarygodnosci dla 6 € Oy.

Uwaga 8.1. Jezeli fo(x) =TI, fo(x;) to:

log A(z) = Z log fé\(:c) () — Z 1og f4(, ().
i=1 i=1
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8.7.2 Modele zagniezdzone

7 modelem zagniezdzonym mamy do czynienia gdy Oy C O.

Rozpatrzmy nastepujacy problem:
©OCRP, h:RP-RPI Og={0:h(0) =0}
Dla hipotez liniowych mamy:
h(0) = A0 =0,
wtedy typowo ©g C RY, skad mozemy zapisac:

sup fy(z) = sup fo(z).
ASSH 0O

Dzigki takiemu zapisowi upraszcza sie wzor na statystyke testowa LRT:

_ Supgeo fo(x)
M) = Sibveo, fol@)”

Twierdzenie 8.5 (Asymptotyczny rozklad LRT). Przy zaloZeniach:
© C R? otwarty, fo(x) regularna rodzina gestosci, h : RP — RP™1 funkcja
gladka, ©9 = {0 : h(§) = 0}:

VO €Oy Vi Py(2logA(z) <t) —— Fzp_q (),

n—oo

gdzie F) oznacza dystrybuante rozktadu x? o p — q stopniach swobody.

2(p—q)

8.7.3 LRT w modelu liniowym
Wracamy teraz do modelu linowego i zakladamy normalnos¢ rozktadu e:
{ y=XpB+e
AB=0
gdzie X ma wymiary n x p, A wymiary (p — q) X p;

e~ N(0,0%I,).

Dla tak sformutowanego zadania wiemy, ze rozktad danych y jest normalny
i wyraza sie¢ wzorem:

1 ly — XB|?
fo(y) = WGXP [—%‘2] )

gdzie 6 = (B, ..., Bp, 0?).
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Stwierdzenie 8.7. Statystyka testowa testu ilorazu wiarygodnoéci dla Hy :
AB =0 jest réwna:

C[621F [lw—x812]*
A(y)_M _L\y—xﬁH | (310
gdzie:

~

0 = (8, 82) estymatory najwiekszej wiarygodnosci bez ograniczen (na zbiorze © );

6 = (ﬂ, 62) estymatory najwiekszej wiarygodnosci z ograniczeniams

(AB =0, na zbiorze Oy ).

Dowad.
1 1 1 lly=XBl2
_JiwW _ et eXp[ 2 @ }

Ay)

 foy L 1 [ly—XB|2
a(y)( ) (V2m) (52)3 exp _in

korzystajac z postaé¢ estymatora najwiekszej wiarygodnosci dla parametru

o2 w modelu liniowym, mozemy zapisaé:

— X312 — X312
52 — ||Z/ ﬁ|| , 52 = ||y ﬁ|| :

n n

pdstawiajac otrzymujemy:

D=
3>{q>
[ V]

q

ks 5]_{#13
_#"exp[_ T]— | -

(638

D[
[V

Stwierdzenie 8.8. Statystyka testowa

jest rownowazna statystyce:

(Ro—R)/(p—q)
R/(n—p)

gdzie Ry = |ly — X 3|1, R = ||y — X B>

F=
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Dowdd. Ze wzoru 8.10 widzimy, ze:

A(y) = (If;) .

Statystyka A jako iloraz norm dwéch wektoréw, jest nieujemna, a dla p < n
dodatnia z dodatnioéci R i Ry. Istnieje rosnace przeksztalcenie A w F' dla
A > 0, wiec statystyki sa ronowazne. O

Twierdzenie 8.6. Statystyka F' przy p < n ma rozkliad F-Snedecora:

(Ro—R)/(p—q)
F= ~F({p—q,n—p).
Rin-p 7 :
Dowdd. Zmiehimy oznaczenia dotyczace macierzy planu. Macierz X = (x1,...,xp)

gdzie x; beda oznaczaé¢ kolumny macierzy, zwane predyktorami. Mozemy
wtedy zapisac:
y=XB+e=xf1+ ... +xp0p +¢.

Wiemy, ze:
XBeLlL={XB=u1b1+...+2,0, cRP}
XBeLlo={Xp:A3=0}
gdzie
EO - L c Rna

przestrzenie Ly i Lo sa przestrzeniami liniowymi o wymiarach:

dim(£Ly) < dim(£L) < n.

—_——— ——

=q =p
Ortogonalizujemy baze przestrzeni Ly, uzupetniamy do bazy £, a nastepnie
do bazy R". Oznaczmy:
V = (V1,...,0g,Ugt1s -+, Up, Uptl, - - - Up).
———

baza Lo

baza L
oraz:

z=VTy, Z=VT'XB, Z=VTXB3.

Zauwazmy, ze wektory te sg postaci:

21 Z1 Z1
Zq Zq Zq
= 0
Zp Zp
0
Zn 0 0
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Mozemy wtedy zapisac:
R=lly—-Xp|” =

poniewaz mnozenie wektora przez macierz ortogonalna nie zmienia jego nor-
my,

=1V (y - XB)I* =11z - ZII;
R=|ly - XBIP =V (y - XB)* =112 - Z|*.

Najlepszymi dopasowaniami Z do Z oraz Zdo Z minimalizujacymi bledy
sredniokwadratowe Ry i R sa:

Z1 =21 Z1 = 21

Stad:

Roy=23 4. +25+...+ 25

R=z,+...+2.
Poniewaz zalozyliSmy rozktad normalny dla ¢, mozemy zapisac:
y ~ N(XB,0°I,),
a takze, poniewaz V jest macierza ortogonalna:
Z=VTy~NVTXB,o%l,). (8.11)

Wspoélrzedne wektora Z: z1,...,z, maja wiec rozkltady normalne i sg nie-
zalezne (bo nieskorelowane). Co wiecej, przy zalozeniu hipotezy zerowej,
X € Ly, czyli jest postaci:

w1

w bazie V. Ze wzoru 8.11, E(Z) = VT X3, czyli:

E(zg+1) = ... =E(z,) = 0.
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Widzimy teraz, ze wyrazenie:

Ry—R z 2 25\ 2
() (2)
o o o

ma rozktad X(p — q), a wyrazenie:
Rz:<2p+l)2+...+<’z”)2
o o o

rozklad y(n — p) oraz oba wyrazenia sa od siebie ziezalezne. Wr6émy do
postaci statystyki F:

(Ro—R)/(p—q) (zo1+---+2)/(p—0q)

F — =
R/(n—p) (zpr1 + -+ 22)/(n—p)
ma wiec rozktad F(p — q,n — p).
O]
Uwaga 8.2. Zauwazmy ciekawa wlasnosé bazujaca na dowodzie twierdzenia:
dla Hy : #1 = ... = 3, = 0 przy modelu postaci:
1 Bo
1 *
y= ol e,
1 Bp
mozemy zapisaé:
ly =gl P =lly— 5 I +Ily gLl
~~ —~
=Xp =Xg

gdzie 7 jest Srednig arytmetyczna z obserwacji w wektorze y.

Whniosek 8.7. Testowanie hipotez o istotnosci wspolezynnikow (testowanie
hipotez, czy kolejne grupy [B; sq réwne zeru) stuzy wyborowi modelu (pod-
zbioru zmiennych objasniajacych 1, ..., zp).

8.8 Popularne kryteria wyboru modelu — kryteria
informacyjne

W poprzednim rozdziale zostalo opisane testowanie hipotez o istotnosci
wspolezynnikéw jako sposéb wyboru modelu. Wybér predyktorow mozna
takze oprze¢ na minimalizacji estymatora btedu predykcji wyliczonego na
podstawie kroswalidacji leave-one-out (8.7). Opiszemy teraz jeszcze inna
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metode wyboru zmiennych objaéniajacych bazujaca na tak zwanych kry-
teriach informacyjnych postaci:

kryterium = — 2-logwiarygodno$¢ + kara za zlozonos¢ modelu,

ktore obliczane sa dla kazdego modelu (dla kazdego podzbioru p predykto-
réw) i wybierany jest ten minimalnej wartosci kryterium. Dwa popularne
kryteria informacyjne:

1. Akaike Information Criterion (AIC):
AIC = —2-loglik 4+2-p,
gdzie p to liczba zmiennych objasniajacych w modelu.
2. Bayes Information Criterion (BIC):
BIC = —2-loglik + log(n) - p,

gdzie n to liczba obserwacji w modelu.

Przy zalozeniach modelu liniowego i normalnoéci rozktadu e ~ N(0, 0%1,,),
kryteria przyjmuja tatwiejsza postac:
1. Przy znanym o?2:
ly —9II? ,
_ 712
BIC = M + log(n) - p;
o

2. Przy nieznanym o?:

_ A2
AIC =nlog <||yy||> +2-p;
n
_ A2
BIC =nlog (m/y”) + log(n) - p;
n

8.9 Model logistyczny — przyklad uogélnionego mo-
delu liniowego

Modelu logistycznego uzywa si¢ do objasniania zmiennej binarnej, czyli
przyjmujacej wartosci ze zbioru {0, 1}. Poprzednio zakladali$my:

Yi ~ N(xiTﬂ,oz), y; niezalezne i = 1,...,n,
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gdzie wektor x; oznacza wiersz macerzy planu.

Teraz bedziemy zaktadaé¢ rozktad:

exp(x;fpﬂ)

i gﬁﬁg=ﬁﬁqﬂmﬂm

) , y; niezalezne ¢t =1,...,n,
rozklad Bernoulliego

gdzie posta¢ funkcji p(z;) mozna tlumaczyé tym, ze prawdopodobienstwo
powinno przyjmowaé wartoéci z przedzialu [0,1]. Parametry modelu (f3)
estymuje sie metoda najwiekszej wiarygodnoéci, gdzie funkcja wiarygodnoéci
jest rowna:

i Ty el )
29 = IL e @ = sl = [0

Logarytm funkcji wiarygodnosci maksymalizuje sie numerycznie aby otrzy-
ma¢ estymatory 8. Predykcje w modelu mozna oprzeé¢ na klasyfikatorze:

T 5
t = $n+1ﬂ,

gdzie x,41 jest wektorem nowych obserwacji. Przewidywany na podstawie
modelu 7,11 to wtedy:

-1, t>0 (wtedy p(zni1) > %);
It =900, ¢ <0 (whedy p(wng) < 3

8.10 Przyklady w programie R

Model liniowy:

e regresja liniowa z diagnostyka dla danych Bodyfat: http://www.mimuw.
edu.pl/"pokar/StatystykaIll/DANE/bodyfat.R

e regresja liniowa z diagnostyka dla danych Samochody: http://wuw.
mimuw.edu.pl/ pokar/StatystykaII/PREDYKCJA/samochodyNowe.R

e regresja liniowa dla danych Iris: http://www.mimuw.edu.pl/ pokar/
Statystykall/PREDYKCJA/1m.R

e regresja liniowa dla danych Samochody: http://www.mimuw.edu.pl/
“pokar/Statystykall/PREDYKCJA/samochody.R

e poréwnanie metody najmniejszych kwadratéw i sieci neuronowych:
http://www.mimuw.edu.pl/ pokar/Statystykall/PREDYKCJA/crossValRegr.
R

Logit (model logistyczny):


http://www.mimuw.edu.pl/~pokar/StatystykaII/DANE/bodyfat.R
http://www.mimuw.edu.pl/~pokar/StatystykaII/DANE/bodyfat.R
http://www.mimuw.edu.pl/~pokar/StatystykaII/PREDYKCJA/samochodyNowe.R
http://www.mimuw.edu.pl/~pokar/StatystykaII/PREDYKCJA/samochodyNowe.R
http://www.mimuw.edu.pl/~pokar/StatystykaII/PREDYKCJA/lm.R
http://www.mimuw.edu.pl/~pokar/StatystykaII/PREDYKCJA/lm.R
http://www.mimuw.edu.pl/~pokar/StatystykaII/PREDYKCJA/samochody.R
http://www.mimuw.edu.pl/~pokar/StatystykaII/PREDYKCJA/samochody.R
http://www.mimuw.edu.pl/~pokar/StatystykaII/PREDYKCJA/crossValRegr.R
http://www.mimuw.edu.pl/~pokar/StatystykaII/PREDYKCJA/crossValRegr.R
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e estymacja parametréw: http://www.mimuw.edu.pl/ pokar/Statystykall/
PREDYKCJA/logit.R

e estymacja parametrow i rysowanie wynikow: http://www.mimuw. edu.
pl/ pokar/StatystykalI/PREDYKCJA/Orings.R


http://www.mimuw.edu.pl/~pokar/StatystykaII/PREDYKCJA/logit.R
http://www.mimuw.edu.pl/~pokar/StatystykaII/PREDYKCJA/logit.R
http://www.mimuw.edu.pl/~pokar/StatystykaII/PREDYKCJA/Orings.R
http://www.mimuw.edu.pl/~pokar/StatystykaII/PREDYKCJA/Orings.R

Rozdziat 9

Wilasnosci estymatorow
MNK

9.1 Warunkowa wartos$¢ oczekiwana jako rzut or-
togonalny

Definicja 9.1. Przypomnienie
Warunkowa wartosé oczekiwana:

Niech Y bedzie calkowalng zmienng losowa w przestrzeni probabilistyczne;j
(Q,F,P), M o-cialem takim, ze M € F. Warunkowa wartoscia oczekiwana
Y pod warunkiem M nazywamy zmienna losowa E(Y | M), ze:

1. E(Y|M) jest M-mierzalna,
2. VAeM [,YdP = [, E(Y|M)dP.

Zalézmy, ze dla przestrzeni probabilistycznej (€2, F,P) okre$lone zostaly
zmienne losowe catkowalne z kwadratem: X,Y € L?(Q, F,P). Zdefiniujmy
Y =E(Y[X) (= E(Y]o(X))).

Stwierdzenie 9.1. Y jest rzutem ortogonalnym Y na L*(Q,0(X),Px),
gdzie o(X) jest o-cialem generowanym przez X, a Px to miara prawdo-
podobienstwa warunkowego pod warunkiem zmiennej losowej X .

Dowdd. Zalézmy, ze Z jest rzutem ortogonalnym Y na o(X). Wtedy V A €
o(X):

E1(A)Y = E1(A)Z +E 1(A) (Y — Z) = E1(A)Z + 0
—— ——
€o(X) Llo(X)

7 definicji warunkowej wartoéci oczekiwanej Y=2 p-n.

79
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9.2 Twierdzenie Pitagorasa

Niech X,Y oznaczaja zmienne losowe, X,Y € L*(Q,F,P), X € Ly =
L*(Q,0(X),Px). Zdefiniujmy iloczyn skalarny jako < X,V >=E,(XY).

Twierdzenie 9.1. Pitagorasa
1Y = X[]?= Iy = Y[ +]]Y - X]].
Dowad.

V=X|2=|[y-Y4+Y -X|? = [V Y| ||V -X[?P+2 <Y - V,Y — X >=
N— e N——
lo(X) €0(X)

=Y =Y|?+||Y = X|>+0.
O

Whniosek 9.1. Rzut ortogonalny jest wiec najlepszym przyblizeniem Y w
klasie f € Lo w sensie:

Y —VI|]? = min ||V — f|?
| I = min [V = f]
Stwierdzenie 9.2. Jesli f € Ly, to <Y, f >=< }A’,f >.

Dowad.

<Y,f>:<Y—)7, f >+<}7,f>:0+<17,f>.
——
Lo(X) eo(X)

O

Stwierdzenie 9.3. Niech Y oznacza rzut Y na L1 C Ly. 1% jest rzutem 'Y
na przestrzen L1. Rzut rzutu jest rzutem.

Dowad. ~ ~
Vel <Y-Y, f>=<Y,f>—-<Y,f>=

korzystajac ze stwierdzenia 9.2,
—< Y, f>—<Y, f>=<Y-Y,f>=0
z zalozenia. O

Stwierdzenie 9.4. OznaczmyY jako rzut ortogonalny Y na lin{1}, Y rzut
Y na £ = lin(X,1). Wtedy:

<Y -Y,Y-Y>=|Y -Y|>
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Dowdd. PoniewazY —Y € Lo, rownos¢ wynika tatwo ze stwierdzenia 9.2. [

Definicja 9.2. Przypomnienie

Korelacja:

_ Cov(X,Y) E(X -EX)(Y -EY)
Cm@ﬂq_deW)_ v Var(X)Var(Y)

Wspélczynnik dopasowania R? to czeéé zmiennoéci Y wyjasnionej przez
zmiennos¢ Y: ~
Var(Y)

2
k"= Var(Y)

Blgd sredniokwadratowy miedzy X i Y:

E(X —Y)2
Twierdzenie 9.2.
- Y - Y| Y —Y|?
o, 7y = re < I =TIE 17 Y1
Y = Y|l Y = Y|
Dowod.
~ Y -Y.,Y -V >2
Cor*(Y,Y) = Y-y, ror>r
<Y-YY-Y><Y-Y,Y-Y>

Korzystajac z 9.4: R
PR
Yy Y]
Korzystajac z 9.2 dla X =Y
Y-y
Y =Y

Twierdzenie 9.3. Pitagrorasa dla korelacji

Vfeo(X) Cor’(Y,f) = Cor®(Y,Y)Cor®(Y, f).

Dowdéd. Zaléimy,ze Y =Y Y, Y = }7—?, f = f—f (centrujemy zmienne
losowe).
<Y, f>

<KY>&jj>%

Cor(Y, f) =
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Korzystajac z 9.2 1 9.4, mamy:

B <Y,V > <Y,f>
<Y,)Y >i<Y,V >3 <V,V >i<f f>3

= Cor?(Y,Y)Cor®(Y, f).
O

Whniosek 9.2. Najwickszq korelacje ze wszystkich f € o(X), Y ma ze swoim
rzutem ortogonalnym na przestrzen rozpietq przez X :

frerzlr%})(() Cor?(Y, f) = Cor?(Y,Y).

Whniosek 9.3. Patrzqgc na wnioski 9.1 4 9.2 oraz twierdzenie 9.2 zauwazmy,
ze zachodzi zaleznoscé:

Minimalizacja bledu $redniokwadratowego < Maksymalizacja kwadratu ko-
relacji. Dla rownowaznych problemow optymalnym jest rzut ortogonalny.

Obrazuje ta zaleznosé takze kolejne stwierdzenie:

Stwierdzenie 9.5. Niech X,Y bedg wystandaryzowanymi zmiennymi loso-
wymi (EX =0,EY =0, o(X) =1, 0() =1 ). Wtedy:

E(X —Y)?=2—2Cor(X,Y).
Dowad.

E(X -Y)?=EX2+EY2 2EXY =2 — 2Cor(X,Y).
=1 =1

O

7 twierdzenia 9.1 wynika jeszcze bardzo wazna zalezno$¢ znana z rachunku
prawdopodobienstwa:

Whniosek 9.4.
Var(Y) = Var(E(Y|X)) + E(Var(Y]X)),
gdzie Var(Y|X) = E((Y — Y)?|X).

Dowéd. W twierdzeniu 9.1 za X podstawmy Y. O



	Miary zaleznosci i miary bliskosci miedzy zmiennymi
	Zmienne ilosciowe
	Miary rozrzutu
	Miary zaleznosci

	Zmienne porzadkowe
	Miary zaleznosci

	Zmienne jakosciowe
	Miary rozrzutu
	Miary bliskosci
	Miary zaleznosci

	Przyklady w programie R

	Podstawowe metody prezentacji danych
	Boxplot
	Estymacja gestosci
	Przyklady w programie R

	Analiza Skladowych Glównych
	Analiza danych wielowymiarowych
	Redukcja Wymiaru danych
	Analiza skladowych glównych -- wersja populacyjna
	Analiza skladowych glównych -- wersja próbkowa
	Rozklad na wartosci szczególne (Singular Value Decomposition)
	Kolejna zaleta analizy skladowych glównych

	Przyklady w programie R

	Skalowanie wielowymiarowe
	Metody skalowania danych
	Wlasnosci
	Przyklady w programie R

	Test 2 i analiza odpowiedniosci
	Test 2 Pearsona
	Test niezaleznosci
	Analiza odpowedniosci (correspondence analysis)
	Przyklady w programie R

	Klasteryzacja
	Klasteryzacja K-srednich
	Klasteryzacja K-medoidów
	Klasteryzacja hierarchiczna
	Przyklady w programie R

	Klasyfikacja
	Optymalna regula decyzyjna
	Wielowymiarowy rozklad normalny
	Estymatory najwiekszej wiarygodnosci dla rozkladu normalnego N(,)

	Klasyfikacja w modelu normalnym
	Kwadratowa (qda) i liniowa (lda) funkcja klasyfikacyjna

	Metody porównywania klasyfikatorów
	Przyklady w programie R

	Modele liniowe
	Predykcja cechy ciaglej
	Metoda najmniejszych kwadratów (mnk)
	Inne wyprowadzenie estymatora najmniejszych kwadratów
	Estymatory metody najwiekszej wiarygodnosci prametrów modelu liniowego
	Kolejne wlasnosci estymatorów mnk
	Wartosc oczekiwana i wariancja estymatora "0362
	Dopasowanie y"0362y jako rzut ortogoanlny y na przestrzen rozpieta przez kolumny macierzy X
	Nieobciazony estymator parametru 2
	Model z wieksza liczba parametrów nie musi byc lepiej dopasowany dla nowych danych
	Kroswalidacja leave-one-out

	Model liniowy przy zalozeniu normalnosci
	Test ilorazu wiarygodnosci (Likelihood Ratio Test) hipotez liniowych
	LRT ogólnie
	Modele zagniezdzone
	LRT w modelu liniowym

	Popularne kryteria wyboru modelu -- kryteria informacyjne
	Model logistyczny -- przyklad uogólnionego modelu liniowego
	Przyklady w programie R

	Wlasnosci estymatorów MNK
	Warunkowa wartosc oczekiwana jako rzut ortogonalny
	Twierdzenie Pitagorasa


