Rozdzial 1

Miary zaleznos$ci 1 miary bliskoSci
miedzy zmiennymi

W rozdziale tym przedstawiam parametry liczbowe do analizy danych 1 — 2 wymiarowych.
Przypominam miary rozrzutu oraz omawiam miary zaleznodci i miary blisko$ci miedzy
zmiennymi (cechami).

Gléwna réznica:
e miary zaleznosci: min dla zmiennych niezaleznych, max dla identycznych
e miary bliskoéci (odlegtosci, zr6znicowania): min dla zmiennych identycznych

Wygodnie jest podzieli¢ zmienne na ilosciowe (liczbowe), porzadkowe i jakosciowe (nomi-
nalne). Miary wprowadzone dla danych liczbowych, wykorzystujace wartosci liczbowe maja
zastosowanie tylko do nich. Miary dla zmiennych porzadkowych nadaja sie rowniez dla
zmiennych liczbowych, bo otrzymujemy je przez zamiane warto$ci cechy na kolejne liczby
naturalne 1,2,...,n lub utamki jednostajnie rozlozone na [0,1], czyli i/n — 1/2n, gdzie
i = 1,2,...,n. Miary definiowane dla zmiennych jakosciowych sa oparte na gestosciach i
maja zastosowanie do wszystkich zmiennych.

Przydaje sie rowniez podzial miar na symetryczne i niesymetryczne (zalezno$é czy blad nie
muszg by¢ relacjami symetrycznymi). W skrocie:

Zmienne ilo$ciowe Zmienne porzadkowe Zmienne jako$ciowe
Miary zaleznosci Korelacja Korelacja rang, Wspdlna
symetryczne Wspétezynnik Kendalla informacja
Miary zalezno$ci Wspélczynnik
niesymetryczne Goodmana-Kruskala
Miary odlegtosci Btad
symetryczne §redniokwadratowy
Miary odleglosci EX-Y) 2(p,q)
y g EY?2 X\P,4q),
niesymetryczne H(p||q)




1.1 Zmienne iloSciowe

X, Y - zmienne losowe o warto$ciach rzeczywistych.

Blad sredniokwadratowy miedzy X i Y:

E(X —Y)%
Korelacja miedzy X i Y:
cov(X,Y)
XY)= ——
oY) = S Xe )

gdzie cov(X,Y)=E(X —EX)(Y —EY), o(X)=+/cov(X, X).

1.1.1 Stwierdzenie. Jesli X, Y standaryzowane, tj. E(X)
to E(X —Y)2=2—2cor(X,Y).

Dowdd.

Dla standaryzowanych zmiennych mamy cor(X,Y) =E(XY), EX?2=EY? = 1.
Zatem E(X — Y)2 = EX? — 2EXY + EY2 = 2 — 2cor(X,Y). m

E(Y)=0, o(X)=o(Y) =1,

Warunkowa wartos$é¢ oczekiwana: Y := E(Y|X)

1.1.2 Stwierdzenie. Niech f(X) bedzie funkcjg zmiennej losowej X. Zatézmy, ze EY?
oraz Bf(X)? sq skoriczone. Wiedy E(Y — f(X))? osigga minimum dla f(X) =Y (X).
Dowdd.

Zouwazmy, Ze

E(Y = V)(¥ - ) = E[(Y — HE(Y - V])] = 0.

Zatem o

EY - f)?? = EY -Y+Y —f)?
= EY -Y)2+EY — f)2+2EY —-Y)(Y - f)
= E(Y -Y)*+E(Y - f)?
> E(Y —-Y)2

| |

W szczegolnosci dla f(Y) = EY otrzymujemy z powyzszego dowodu

(1.1.3) varY = varY +E(Y —Y)2.

Wariancja warunkowa: var(Y|X) = E[(Y — E(Y|X))?|X]

Dekompozycja wariancji Y dana przez 1.1.3 jest rownowazna

(1.1.4) varY = Evar(Y|X) + varE(Y|X).



Jeszcze w innym zapisie mamy

varY E(Y — }})2

varY varY
gdzie ZZ:%C - wspolczynnik dopasowania X do Y (miara doktadnosci predykeji),
IE(ZT;);)Z - wzgledny blad $redniokwadratowy predykcji.

1.1.5 Stwierdzenie. Niech [ bedzie funkcjq mierzalng X. Wtedy p*(Y, f) := cor®*(Y, f)
osigga maksimum dla f =Y.

Dowdd.
cou(Y,f) = E(Y —EY)(f—Ef) = EY(f—Ef
= E[(/-ENE(Y|X)] = E(/-EfY .
E(f —Ef)Y —EY) = cou(Y,[)
W szczegdlnosci dla f = Y mamy cov(Y, 17) =varY = 0‘%/.
Zatem ooy
p(Y,f) = 2l
— Uf} . cov(Y,f)
Uyo'{, R G'Y/G'f N .
_ covY)Y)  cov(Y,f)
oy oy oy oy

p(Y,Y)p(Y, f)
Po podniesieniu stronami do kwadratu dostajemy:

PPV, f) = p*(Y,Y)p*(Y, f). ) .
Maksimum tego wyrazenia jest osiggane gdy p*>(Y,f) =1, a wiec dla f =Y. ®

Zauwazmy, ze maksimum w powyzszym stwierdzeniu jest rowne wspolczynnikowi dopa-
sowania ) ) R
N cov:(Y,Y varY
P2y, 7) = Q- Y) _ vary
varYvarY  varY

1.2 Zmienne porzadkowe

Niech z1, x9, ..., T, bedzie ciggiem danych liczbowych, zwanych préba, (niekoniecznie losows).
Niech z1., < z9., < ... < Zy., bedzie uporzadkowang proba losows.

Przyjmijmy xg := —00; zp41 1= +00. Wtedy

Va; 3! paraindeksow (k. < k') xp 1 < Tk on = Ti = Tpoop, < The41m-

Powyzsza obserwacja uzasadnia nastepujaca definicje. Ranga obserwacji x; w probie nazy-

wamy:
k. +k

2

R, = R(xz;) =



Korelacja rang (Spearmana):

p(X,Y) = cor(R(X), R(Y))
gdzie R(X) = (R(z1), R(x2), ..., R(zn)), R(Y) = (R(y1), R(y2), .., R(yn))-

1.2.1 Stwierdzenie. Zatdzmy, ze elementy proby sq parami rézne. Wtedy
(1) Ri= 3 3L, R(@:) = "5,

(2) var(R(x)) = 715 Y (R(x) — R)? = "5,

(3) p(X,Y) = sy Simy Rlwi) R(y:) — 225

Wspélezynnik Kendala zaleznosci miedzy X a Y:
Zalozmy, ze X1, Xo niezalezne o rozkltadzie X, Y7,Ys niezalezne o rozkladzie Y.

1 X1 > Xo 1 Y1 > Y
Xi2=¢ 0 X;1=X, Yo=< 0 Y=Y,
-1 X; <X -1 Y1 <Y,

P((X1 — X5) (Y1 — Y3) > 0) — P((X; — X5)(Y1 — ¥3) <0)
VP(X1 # Xo)P(Y1 # Ya)

T = COT(Xlg, Y12) =

Jesli XY maja ciggle dystrybuanty, to

T(X,Y) = B((Xa — X1)(Ya — Y1) = 1) — P((X2 — X))(Ya — V1) = —1)

(1'15 yl)v (1’2, y2)a EE3) (‘Tna yn) - préba‘ Z (X7Y)
T prébkowy:

2
[ r— Z sgn((zi — ;) (yi — y;))
1<i<j<n
”pearson”
Uwaga. W R: cor(X, Y, method= "sperman”’ )
"kendall”

Domys§lnie ustawiony jest "pearson'".

1.3 Zmienne jako$ciowe

W tej czeSci opisuje miary rozrzutu i bliskoSci oparte na gestosciach prawdopodobieristwa
wykorzystywane przede wszystkim do analizy cech jakoSciowych.



1.3.1 Miary rozrzutu oparte na gestosciach

Entropia rozktadu p o nosniku 2
H(p) =~ [ log ptolplo)do
)
Jesli X - zmienna losowa o gestoSci px, to H(x) := H(px).

Uwaga. Roéznice i podobienistwa miedzy H i var:

(1) Zalozmy, ze 0 < X < 1. Wtedy

varX = EX? — (EX)? <EX — (EX)? < %.

Zatem var jest najwieksza dla rozkladu dwupunktowego: py = % = p1. Entropia natomiast
jest najwieksza dla rozkladu jednostajnego.

(2) Zalozmy teraz, ze X ~ N(u,o). Mamy

Infx(x) = Inl — 28

var(X) = [(z — m)*fx(z)dz = o?

Wspélezynnik Giniego, V(p) dla gestosci p

Vo) = [l polpwis =1~ [ sy

Jesli X - zmienna losowa o gestoSci px, to V(X) := V(px).
V jest liniowym (rozwinigcie Taylora dla log) przyblizeniem H.

1.3.2 Miary bliskosci

Dla prostoty ograniczymy sie w dalszej czeci rozdziatu do rozkladéw dyskretnych p,q o
wsp6lnym nosniku €2

Odleglosé Kullbacka-Leiblera (wzgledna entropia):

Pi
H(pllq) =Y _(log=)p;
iex qi
1.3.1 Stwierdzenie. (1) H(p||lg) >0

(2) H(pllg) =0 p=gq
Dowdd.

H(pllg) = X2, (log2)p; = = 3, (log L )p; > 37,(1 — 4)p; = 0. Stad wynika (1).



Rownos$é w ostatniej nierdwnosci jest réwnowazna warunkows % =1 dla wszystkich i. Stgd
otrzymujemy (2). m

Odleglo$é x? miedzy rozkladami prawdopodobienstwa:

Ea) =Y (B2,

jen P

Odlegtoéé x? jest kwadratowym (rozwiniecie Taylora dla log) przyblizeniem H (p||q).

1.3.3 Miary zalezno$ci

Niech (X,Y) beda zmiennymi o rozktadzie dyskretnym. Ponadto
pij =P(X =4,Y =j),

Pjli = P(Y =j|X =1),

pi.=P(X =),

p.j =P =),

VYIX =) =1, 0%,

E(V(Y|X)) =2, V(Y|X =i)pi. = 1 =3, pi. >, P2

—~

Wspélezynnik Goodmana-Kruskala:
V() - E(V(Y]X))
V(Y)
Zakladamy, ze rozklad Y nie jest zdegenerowany, czyli, ze V(Y) > 0.

T(Y|X) =

1.3.2 Stwierdzenie. (1) 0<7<1

(2) =04 XY niezalezne

Dowdd.

Oczywiscie 7 < 1.

Dla dowodu, ze T > 0, zauwazmy, Ze

EV(Y|X) =5, VYIX = z)pi = 1= 5,00 3 03

Wystarczy pokazaé, ze y p?j < Zj > pi.p?“

Z kolei wystarczy pokazad, ze p% < -, p?upi-

Lewa = p?j = (3, pjjipi.)?, wiee (1) wynika z nieréwnosci Jensena.
Dla dowodu (2) zauwazmy, Ze "="w nieréwnosci Jensena wyrazow p;; = p.j,Vi,j jest
réownowazna niezaleznosci X,Y. m

Wspoélna informacja zawarta w X i Y:
Ik i
M(X,Y) = Zprlog LY
j=11i=1 piD.j

1.3.3 Stwierdzenie. (1) M(X,Y) >0
2) M(X,Y) =0« X,Y niezalezne




Dowdd.
Wynika z poprzedniego stwierdzenia, bo M jest réwna H((pi;)||(pi.p.;))
]

Uwaga. Przy okazji
MX,)Y) = 7ijipijlog(piTZ'j*1+l)
~ _[Zﬁ(p;'—gj — Dpij — %Z]z(% —1)%pij]

_ lz__(pi.p.j—puf
2 £y Dij

Ostatnie wyrazenie oraz statystyka x? = i —pip.3)”

Ty 2i)” {la testowania niezaleznosci maja,
podobna interpretacje, ale roznica w treSci matematycznej jest (przynajmniej na pierwszy
rzut oka) zasadnicza. By¢ moze o podobienswie wyrazeni decyduja wtasnosci bledu wzgled-
nego: jesli blad wzgledny oszacowania a za pomocg b jest nie wiekszy od ¢, to blad wzgledny
oszacowania b za pomocg a jest nie wiekszy niz /(1 — ). Przy malym e wyrazenia te sa
poréwnywalne.

Oznaczmy H(Y) = —>_;p.jlogp.j,

(Y|X =) = _E P]|1109P;|u
EH(Y|X):= Y, HYIX = :)p...
1.3.4 Stwierdzenie.

H(Y)-EH(Y|X) M(X,Y)

MY |X) = 5T = 5

Dowad.

LEH(Y|X) = —32pi>;pjlogpj
—[>24; pijlogpj)il
—[>24; pijlogpij — >, pijlogp:. ] .
= H(X,Y)+ > logpi 3" ;pij = H(X,Y) + 32, logp;. - pi.
= H(X)Y)-H(X)

Zatem M(Y|X) = H(Y)+H1§I)(())/;H(x,y)‘

2. MX)Y) = >, ijijlogpfzj

Z Z pz]l()gpz] Z Z pzjl()gpzp]

= *H(X Y)+ Z Z ngl(?sz + Z Z pijlogp.j
= —HX,)Y)+3, (logp: ). +2; (logp;)py

= —HX,)Y)+HX)+H(Y)

Zatem M(X,Y)=H(X)+H(Y)- H(X,Y).

Z 1. 4 2. otrzymujemy teze. ®




