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Egzamin z MPI dla MSUI

1. Znajdź
∞⋃

n=1
An oraz

∞⋂
n=1

An, gdzie cia↪g zbiorów 〈An : n ∈ N \ {0}〉 jest określony naste↪puja↪co:

An =
{

x ∈ R : 4 + (−1)n +
(−1)n+1

n
≤ x < 6 +

1
n

}
.

2. (a) Udowodnij, że relacja � w zbiorze N, zdefiniowana naste↪puja↪co:

n � m⇔ 〈n mod 2, n〉 ≤leks 〈m mod 2, m〉.

jest dobrym porza↪dkiem zbioru N = {0, 1, 2, . . .} (n mod 2 oznacza reszte↪ z dzielenia n przez 2).

(b) Rozstrzygnij, czy zbiory cze↪́sciowo uporza↪dkowane 〈N,�〉 oraz 〈N,≤〉 sa↪ izomorficzne?

3. Dana jest funkcja f : R× R→ R określona wzorem

f(x, y) = |x + y| dla x, y ∈ R.

(a) Znajdź zbiór f [A], gdzie A = [−1, 2)× [−2,−1).

(b) Znajdź zbiór f−1[B] ∩ (N× N), gdzie B = {3}.

4. Rozstrzygnij, czy dane algebry uniwersalne sa↪ izomorficzne (tzn. wskaż funkcje↪ i udowodnij, że jest ona
izomorfizmem lub wykaż, że izomorfizm nie istnieje):

(a) Pó lgrupy 〈N, +〉 oraz 〈N, ·〉.
(b) 〈P(N), \〉 oraz 〈P(N), ◦〉, gdzie A ◦B = A ∪ (N \B) dla dowolnych zbiorów A, B ⊆ N.

5. Niech S = 〈A∗, ◦〉 be↪dzie pó lgrupa↪ wszystkich s lów nad niepustym alfabetem A (z konkatenacja↪ s lów jako
dzia laniem). Określamy relacje↪ ≡ w zbiorze A∗ w naste↪puja↪cy sposób:

w ≡ v ⇔ lh(w) = lh(v),

gdzie lh(w) oznacza d lugość s lowa w.

(a) Udowodnij, że relacja ≡ jest kongruencja↪ w algebrze S.

(b) Udowodnij, że zbiór wszystkich klas abstrakcji relacji ≡ jest przeliczalny.

Przypominam o konieczności podawania starannych i kompletnych uzasadnień.

Bardzo prosze↪ o napisanie rozwia↪zania każdego zadania na oddzielnej, podpisanej kartce.

Życze↪ powodzenia!


