
Seria 3 do TMiA (rok akad. 2005/2006).1. Udowodnij, _ze naste,puja,ce zbiory sa, przeliczalne:(a) zbi�or wszystkich punkt�ow R2 o obu wsp�o lrze,dnych ca lkowitych,(b) zbi�or wszystkich punkt�ow R2 o obu wsp�o lrze,dnych wymiernych,(c) zbi�or wszystkich punkt�ow R3 o trzech wsp�o lrze,dnych wymiernych,(d) zbi�or wszystkich przedzia l�ow otwartych w R o obu ko�ncach wymiernych,(e) zbi�or wszystkich k�o l otwartych w R2, kt�ore maja, wymierne promienie i �srodki w punktach o obuwsp�o lrze,dnych wymiernych.2. Udowodnij, _ze naste,puja,ce zbiory sa, przeliczalne:(a) A = fx 2 R : 9p; q 2 Q (x2 + px+ q = 0)g,(b) B = fX � N : 9m 2 X8n > m (n =2 X)g,(c) C = fhxnin2N 2 f0; 1gN : 9m8n > m xn = 1g,(d) D = fX � N : jN nX j < jN jg.3. Udowodnij, _ze naste,puja,ce zbiory sa, co najwy_zej przeliczalne:(a) dowolna rodzina roz la,czna podzbior�ow zbioru przeliczalnego,(b) dowolna rodzina roz la,czna z lo_zona z przedzia l�ow otwartych w R,(c) dowolna rodzina roz la,czna z lo_zona z k�o l otwartych w R2,(d) dowolna rodzina roz la,czna z lo_zona z kul otwartych w R3.4. Udowodnij, _ze dla dowolnych zbior�ow A; B, je�sli jAj = jBj, to jP(A)j = jP(B)j.5. Udowodnij, _ze dla dowolnych zbior�ow A; B; C; D, takich _ze A\B = ; i C\D = ;, je�sli jAj = jCjoraz jBj = jDj, to jA [ Bj = jC [Dj.6. Udowodnij, _ze dla dowolnych zbior�ow A; B; C; D, je�sli jAj = jCj i jBj = jDj, to jA�Bj = jC�Dj.7. (a) Udowodnij, _ze zbi�or A = fx 2 R : sinx 2 Qgjest przeliczalny,(b) Udowodnij, _ze je�sli W (x) jest dowolnym wielomianem stopnia dodatniego, to zbi�orB = fx 2 R : W (x) 2 Qgjest co najwy_zej przeliczalny.(c) Udowodnij, _ze je�sli f : R �!R jest dowolna, funkcja, taka,, _ze dla ka_zdego a 2 R r�ownanie:f(x) � a = 0ma co najwy_zej przeliczalnie wiele rozwia,za�n, to przeciwobraz wzgle,dem f dowolnego zbioru co najwy_zejprzeliczalnego jest co najwy_zej przeliczalny.8. Znajd�z funkcje, f : N��!N taka,, _ze dla ka_zdego n 2 N , zbi�or f�1[fng] jest przeliczalny.9. (a) Udowodnij, _ze zbi�or E = fhxnin2N 2 NN : 9m8n > m xn = 0g, wszystkich cia,g�ow o wyrazachnaturalnych, o sko�nczenie wielu wyrazach r�o_znych od 0, jest przeliczalny.(b) Udowodnij, _ze je�sli zbi�or A 6= ; jest co najwy_zej przeliczalny, to zbi�orfhxnin2N 2 AN : 9a 2 A9m8n > m xn = agwszystkich cia,g�ow o wyrazach ze zbioru A prawie sta lych, tzn. sta lych od pewnego miejsca, jest przeli-czalny. 1


