Seria 3 do TMiA (rok akad. 2005/2006).

1. Udowodnij, ze nastepujace zbiory sa przeliczalne:
) zbiér wszystkich punktéw R? o obu wspélrzednych catkowitych,
b) zbiér wszystkich punktéw R? o obu wspétrzednych wymiernych,
c) zbiér wszystkich punktow R? o trzech wspélrzednych wymiernych,
d) zbiér wszystkich przedzialéw otwartych w R o obu koficach wymiernych,

(e) zbidr wszystkich két otwartych w R?, ktére maja wymierne promienie i $rodki w punktach o obu
wspbéirzednych wymiernych.

2. Udowodnij, ze nastepujace zbiory sa przeliczalne:
(a) A={zeR: IpqeQ (> +pz+q=0)},
(b) B —{XQN:EImGXVn>m(n¢X)},

( = {{zn)nen € {0,1}N: ImVn > m =z, = 1},
(d) D —{XQN:|N\X\<|N\}.
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3. Udowodnij, ze nastepujace zbiory sa co najwyzej przeliczalne:

a) dowolna rodzina roztaczna podzbioréw zbioru przeliczalnego,

(a)
(b) dowolna rodzina rozlaczna zlozona z przedzialéw otwartych w R,
(¢) dowolna rodzina roztaczna zlozona z két otwartych w R?,

(

d) dowolna rodzina rozlaczna zlozona z kul otwartych w R®.
4. Udowodnij, ze dla dowolnych zbioréw A, B, jesli |A| = |B|, to |P(4)| = |P(B)|.

5. Udowodnij, ze dla dowolnych zbioréw A, B, C, D, takichze ANB =0iCND =0, jedli |A| = |C|
oraz |B| = |D|, to |[AUB| =|CUD|.

6. Udowodnij, ze dla dowolnych zbioréw A, B, C, D, jedli |A| = |C|i|B| = |D|, to |AxB| = |C'xD|.

7. (a) Udowodnij, ze zbiér
A={z€eR: sinz € Q}

jest przeliczalny,

(b) Udowodnij, ze jesli W (z) jest dowolnym wielomianem stopnia dodatniego, to zbiér
B={zeR: W(z) € Q}

jest co najwyzej przeliczalny.
(c) Udowodnij, ze jesli f : R — R jest dowolna funkcja taka, ze dla kazdego a € R réwnanie:

f(z)—a=0

ma co najwyzej przeliczalnie wiele rozwiazan, to przeciwobraz wzgledem f dowolnego zbioru co najwyzej
przeliczalnego jest co najwyzej przeliczalny.

8. Znajdz funkcje f : N——N taka, ze dla kazdego n € N, zbiér f~1[{n}] jest przeliczalny.

9. (a) Udowodnij, 7e zbiér E = {(x,)nen € N : ImVYn > m x,, = 0}, wszystkich ciagéw o wyrazach
naturalnych, o skoriczenie wielu wyrazach réznych od 0, jest przeliczalny.

(b) Udowodnij, ze jesli zbidér A # () jest co najwyzej przeliczalny, to zbidr
{(xp)nen € AV : 3a € AImVYn > m z, = a}

wszystkich ciagéw o wyrazach ze zbioru A prawie stalych, tzn. stalych od pewnego miejsca, jest przeli-
czalny.



