
Seria 2 do TMiA (rok akad. 2005/2006).1. Znajd�z liczbe, wszystkich relacji w danym zbiorze n-elementowym.2. Ile jest w danym zbiorze n-elementowym relacji:(a) zwrotnych?(b) symetrycznych?3. Znajd�z wszystkie relacje r�ownowa_zno�sci w zbiorze f1; 2; 3; 4g. Wska_z odpowiadaja,ce im podzia lytego zbioru.4. Znajd�z liczbe, wszystkich relacji r�ownowa_zno�sci w danym zbiorze n-elementowym, gdzie n > 0,maja,cych dok ladnie:(a) dwie klasy abstrakcji,(b) n� 1 klas abstrakcji.5. Czy istnieje relacja r�ownowa_zno�sci w zbiorze N , kt�orej wszystkie klasy abstrakcji sa, sko�nczone ijest ich sko�nczenie wiele?6. (a) Znajd�z relacje, r�ownowa_zno�sci w zbiorze N maja,ca, dok ladnie pie,�c klas abstrakcji, z czego dwiemaja, po jednym elemencie, dwie po dwa tysia,ce element�ow, a pia,ta jest niesko�nczona.(b) Znajd�z relacje, r�ownowa_zno�sci w zbiorze N maja,ca, dok ladnie dwie klasy abstrakcji, obie niesko�n-czone.W ka_zdym z poni_zszych przypadk�ow (zadania 7{15) udowodnij, _ze � jest relacja, r�ownowa_zno�sci wzbiorze X i opisz jej klasy abstrakcji.7. X = R, x � y wtedy i tylko wtedy, gdy x = y lub 9k 2 Z �x; y 2 (k; k + 1)�;8. X = R, x � y wtedy i tylko wtedy, gdy x� y 2 Z dla x; y 2 R:9. X = QN, f � g wtedy i tylko wtedy, gdy limn!1(f(n)� g(n)) = 0 dla f; g 2 QN:10. X = NN,f � g wtedy i tylko wtedy, gdy 8n 2 N 2j(f(n)� g(n)) dla f; g 2 NN:11. X jest zbiorem wszystkich funkcji niemaleja,cych f : N �!N .f � g , ��8m 2 N 9n 2 N g(n) � f(m)� ^ �8k 2 N 9l 2 N f(l) � g(k)��:12. X = ZNf � g , ��8n 2 N9m 2 N g(m) = f(n)� ^ �8k 2 N9l 2 N f(l) = g(k)��:13. X = P(Z) A � B , (jA \ N j = jB \ N j ^ jA n N j = jB n N j):14. X = QN , f � g wtedy i tylko wtedy, gdy f jf�1[N ] = gjg�1[N ] dla f; g 2 QN:1



15. X = fn 2 N : n � 2g,n � m wtedy i tylko wtedy, gdy 8p 2 P(n)9q 2 P(m)(p � q) ^ 8p 2 P(m)9q 2 P(n)(p � q);gdzie P oznacza zbi�or liczb pierwszych i dla ka_zdej liczby n 2 X , P(n) = fp 2 P : pjng.16. Niech � be,dzie relacja, w zbiorze X = P(N ), zde�niowana, w naste,puja,cy spos�ob:A � B wtedy i tylko wtedy, gdy zbi�or A4B jest sko�nczony:(a) Udowodnij, _ze � jest relacja, r�ownowa_zno�sci w zbiorze X ,(b) Udowodnij, _ze dla dowolnego zbioru A � N ,[A]� = fA4 S : S jest sko�nczonym podzbiorem zbioru Ng:17. Niech r1 i r2 be,da, relacjami r�ownowa_zno�sci w zbiorze A.(a) Udowodnij, _ze relacja r = r1 \ r2, tzn. relacja okre�slona naste,puja,co:arb wtedy i tylko wtedy, gdy ar1b i ar2b;jest relacja, r�ownowa_zno�sci w A.(b) Opisz, jak otrzyma�c podzia l P = A=r zbioru A, maja,c dane podzia ly P1 = A=r1 i P2 = A=r2 .18. Niech r1 i r2 be,da, relacjami r�ownowa_zno�sci w zbiorze A.Rozstrzygnij, czy zawsze relacja r = r1 [ r2, tzn. relacja okre�slona naste,puja,co:arb wtedy i tylko wtedy, gdy ar1b lub ar2b;jest relacja, r�ownowa_zno�sci w A.19. Niech S(n; k) oznacza liczbe, wszystkich relacji r�ownowa_zno�sci w zbiorze f1; : : : ; ng, kt�ore maja,dok ladnie k klas abstrakcji (n � k � 1), a sn;k { liczbe, wszystkich funkcji ze zbioru f1; : : : ; ng na zbi�orf1; : : : kg.(a) Udowodnij, _ze sn;k = k! � S(n; k):(b) Uzasadnij, _ze S(n; k) jest liczba, sposob�ow posadzenia n os�ob przy k sto lach tak, by przy ka_zdymstole usiad la przynajmniej jedna osoba, przy czym dwa sposoby uwa_zamy za r�o_zne jedynie w�owczas, gdyistnieje osoba, kt�ora za ka_zdym razem ma inne towarzystwo przy swoim stole (nie jest istotne, kto siedzina jakim krze�sle i przy kt�orym stole { liczy sie, wy la,cznie grono os�ob, z kt�orym dzieli sie, ten sam st�o l;oczywi�scie dopuszczamy i taka, mo_zliwo�s�c, _ze kto�s siedzi przy stole sam).(c) Udowodnij kombinatorycznie (mo_zna wykorzysta�c ,,biesiadna,\ charakteryzacje, z punktu (a)), _zedla n � k � 1 S(n + 1; k) = S(n; k � 1) + k � S(n; k):W ka_zdym z poni_zszych przypadk�ow (zadania 17{19) udowodnij, _ze � jest cze,�sciowym porza,dkiemzbioru X . Narysuj diagram Hassego. Wska_z elementy minimalne i maksymalne, a tak_ze element na-jwie,kszy i najmniejszy, o ile istnieja,.20. X = f2; 3; 4; 5; 6; 7; 8g, n � m wtedy i tylko wtedy, gdy mjn:21. X = P(1; 2; 3g, A � B wtedy i tylko wtedy, gdy B � A:2



22. X = f1; 2; 3g� f1; 2; 3g,hn1;m1i � hn2;m2i wtedy i tylko wtedy, gdy n1 � n2 i m1 � m2:23. Znajd�z wszystkie cze,�sciowe porza,dki zbioru f1; 2; 3g. Narysuj ich diagramy Hassego.24. Znajd�z wszystkie, z dok ladno�scia, do izomor�zmu porza,dkowego, cze,�sciowe porza,dki zbioruf1; 2; 3; 4g. Narysuj ich diagramy Hassego.25. Niech hX;�Xi, hY;�Y i be,da, zbiorami cze,�sciowo uporza,dkowanymi.Udowodnij, _ze relacja (porza,dku produktowego) �prod w zbiorze X � Y , zde�niowana naste,puja,co:hx1; y2i �prod hx2; y2i wtedy i tylko wtedy, gdy �x1 �X x2 ^ y1 �Y y2�;cze,�sciowo porza,dkuje zbi�or X � Y .26. Niech hX;�Xi, hY;�Y i be,da, zbiorami liniowo uporza,dkowanymi.Udowodnij, _ze relacja (porza,dku leksykogra�cznego) �leks w zbiorze X�Y , zde�niowana naste,puja,co:hx1; y2i �leks hx2; y2i ,x1 <X x2 lub �x1 = x2 ^ y1 �Y y2�;liniowo porza,dkuje zbi�or X � Y .27. Ile jest w danym zbiorze n-elementowym relacji:(a) antysymetrycznych?(b) sp�ojnych?28. Niech hL �i be,dzie dowolnym zbiorem liniowo uporza,dkowanym.Udowodnij, _ze naste,puja,ce warunki sa, r�ownowa_zne:1) ka_zdy niepusty ograniczony z g�ory podzbi�or zbioru L ma kres g�orny w L,2) ka_zdy niepusty ograniczony z do lu podzbi�or zbioru L ma kres dolny w L.29. W zbiorze Z okre�slamy relacje, � w naste,puja,cy spos�ob:k � l wtedy i tylko wtedy, gdy (k � l < 0 ^ k > l) _ (k � l � 0 ^ jkj � jlj):(a) Udowodnij, _ze relacja � jest dobrym porza,dkiem zbioru Z.(b) Rozstrzygnij, czy zbiory dobrze uporza,dkowane hN ;�i i hZ;�i sa, porza,dkowo izomor�czne.W zadaniach 30{32 niech �leks oznacza porza,dek leksykogra�czny w zbiorze N � N .30. (a) Udowodnij, _ze �leks jest dobrym porza,dkiem zbioru N � N .(b) Rozstrzygnij, czy zbiory dobrze uporza,dkowane hN ;�i i hN � N ;�leksi sa, porza,dkowo izomor-�czne.31. W zbiorze N � N okre�slamy relacje, � w naste,puja,cy spos�ob:hn1;m1i � hn2;m2i wtedy i tylko wtedy, gdy(max(n1;m1) < max(n2;m2)) _ (max(n1;m1) = max(n2;m2) ^ hn1;m1i �leks hn2;m2i):(a) Udowodnij, _ze relacja � dobrze porza,dkuje zbi�or N � N .(b) Rozstrzygnij, czy zbiory dobrze uporza,dkowane hN ;�i i hN �N ;�i sa, porza,dkowo izomor�czne.32. W zbiorze N � N okre�slamy relacje, � w naste,puja,cy spos�ob:hn1;m1i � hn2;m2i wtedy i tylko wtedy, gdy(min(n1;m1) < min(n2;m2)) _ (min(n1;m1) = min(n2;m2) ^ hn1;m1i �leks hn2;m2i):3



(a) Udowodnij, _ze relacja � dobrze porza,dkuje zbi�or N � N .(b) Rozstrzygnij, czy zbiory dobrze uporza,dkowane hN ;�i i hN �N ;�i sa, porza,dkowo izomor�czne.33. W zbiorze P wszystkich sko�nczonych podzbior�ow zbioru liczb naturalnych okre�slamy relacje, �w naste,puja,cy spos�ob:X � Y wtedy i tylko wtedy, gdy X = Y _ (X 6= Y ^max(X 4 Y ) 2 Y:(a) Udowodnij, _ze relacja � dobrze porza,dkuje zbi�or P .(b) Rozstrzygnij, czy zbiory dobrze uporza,dkowane hN ;�i i hP;�i sa, porza,dkowo izomor�czne.34. Udowodnij, _ze relacja porza,dku produktowego �prod w zbiorze N � N jest dobrze ufundowanymcze,�sciowym porza,dkiem. Czy jest to porza,dek dobry?35. Udowodnij, _ze dla dowolnego niepustego zbioru A, zbi�or wszystkich s l�ow nad A uporza,dkowanyporza,dkiem pre�ksowym jest dobrze ufundowany. Czy jest to porza,dek dobry?36. Udowodnij, _ze jesli niepusty zbi�or A jest dobrze uporza,dkowany za pomoca, relacji �, to zbi�orwszystkich s l�ow nad A uporza,dkowany porzadkiem standardowym �� jest dobrze uporza,dkowany.37. Udowodnij, _ze je�sli niepusty zbi�or A jest liniowo uporza,dkowany za pomoca, relacji �, to zbi�orwszystkich s l�ow nad A uporza,dkowany porza,dkiem leksykogra�cznym �leks jest liniowo uporza,dkowany.Czy je�sli � jest dobrym porza,dkiem, to �leks { r�ownie_z?
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