Seria 2 do TMiA (rok akad. 2005/2006).

1. Znajd7 liczbe wszystkich relacji w danym zbiorze n-elementowym.

2. Tle jest w danym zbiorze n-elementowym relacji:

(a) zwrotnych?

(b) symetrycznych?

3. Znajdz wszystkie relacje réwnowaznosci w zbiorze {1,2,3,4}. Wskaz odpowiadajace im podzialy
tego zbioru.

4. Znajdz liczbe wszystkich relacji réwnowaznosci w danym zbiorze n-elementowym, gdzie n > 0,
majacych dokladnie:

(a) dwie klasy abstrakcji,

(b) n — 1 klas abstrakcji.

5. Czy istnieje relacja rGwnowaznosci w zbiorze N, ktérej wszystkie klasy abstrakeji sa skoriczone i
jest ich skoriczenie wiele?

6. (a) Znajdz relacje réwnowazno$ci w zbiorze N majaca dokladnie pie¢ klas abstrakcji, z czego dwie
maja po jednym elemencie, dwie po dwa tysiace elementéw, a piata jest nieskonczona.

(b) Znajdz relacje réwnowaznos$ci w zbiorze N majaca dokladnie dwie klasy abstrakeji, obie nieskori-
czone.

W kazdym z ponizszych przypadkéw (zadania 7-15) udowodnij, ze = jest relacja réwnowaznosci w
zbiorze X i opisz jej klasy abstrakcji.

7. X =R,

x =y wtedy i tylko wtedy, gdy z =y lub Ik € Z (a:,y € (kk+ 1)),
8. X =R,

r=y wtedyitylko wtedy,gdy z—ye€Z dlazyeR.

9. X =QV,

f = g wtedy i tylko wtedy, gdy lim (f(n) —g(n)) =0dla f,g € QN.

n— o0

10. X =NV,

f =g wtedy i tylko wtedy, gdy Vn € N 2|(f(n) — g(n)) dla f,g € N".
11. X jest zbiorem wszystkich funkcji niemalejacych f:N—N.
f=ge [(VmENEInEN g(n) > f(m)) A (Vke NI eN f(I) zg(k))}
12. x =2zN
f=gs {(‘v’n € NIm e Ng(m) = f(n)) A (Vke NIl €N f(I) = g(k))]

13. X = P(2)
A=B & ([AnNN|=|BNN| A |[A\N| = [B\N)).

14. X =QN,
f = g wtedy i tylko wtedy, gdy f|f~'[N] = glg™'[N] dla f,g € Q"
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15, X ={neN: n>2},
n = m wtedy i tylko wtedy, gdy Vp € P(n)3q € P(m)(p < q) AVp € P(m)3q € P(n)(p < q),

gdzie P oznacza zbidr liczb pierwszych i dla kazdej liczby n € X, P(n) = {p € P: p|n}.
16. Niech = bedzie relacja w zbiorze X = P(N), zdefiniowans w nastepujacy sposoéb:

A = B wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér A A B jest skoriczony.

(a) Udowodnij, ze = jest relacja réwnowaznosci w zbiorze X,
(b) Udowodnij, ze dla dowolnego zbioru A C N,

[Alz ={AAS: S jest skoficzonym podzbiorem zbioru N}.

17. Niech r; i 75 beda relacjami réwnowaznosci w zbiorze A.

(a) Udowodnij, ze relacja r = r1 N ry, tzn. relacja okreslona nastepujaco:
arb wtedy i tylko wtedy, gdy arib i arsb,

jest relacja réwnowazno$ci w A.
(b) Opisz, jak otrzymaé podzial P = 4/, zbioru A, majac dane podzialy Py =4/, i Py =1/,,.
18. Niech ry i ro beda relacjami réwnowazno$ci w zbiorze A.

Rozstrzygnij, czy zawsze relacja r = r; U ry, tzn. relacja okre$lona nastepujaco:
arb wtedy i tylko wtedy, gdy arib lub arsb,

jest relacja réwnowazno$ci w A.

19. Niech S(n, k) oznacza liczbe wszystkich relacji réwnowaznosci w zbiorze {1,...,n}, ktére maja
dokladnie k klas abstrakcji (n > k > 1), a s, — liczbe wszystkich funkcji ze zbioru {1,...,n} na zbidr
{1,...k}.

(a) Udowodnij, ze

sk = k! S(n, k).

(b) Uzasadnij, ze S(n, k) jest liczba sposobéw posadzenia n oséb przy k stotach tak, by przy kazdym
stole usiadla przynajmniej jedna osoba, przy czym dwa sposoby uwazamy za rézne jedynie wowczas, gdy
istnieje osoba, ktéra za kazdym razem ma inne towarzystwo przy swoim stole (nie jest istotne, kto siedzi
na jakim krzesle i przy ktérym stole — liczy sie wylacznie grono oséb, z ktérym dzieli sie ten sam stél;
oczywiscie dopuszczamy i taka mozliwo$é, ze kto$ siedzi przy stole sam).

(¢) Udowodnij kombinatorycznie (mozna wykorzystac ,,biesiadna“ charakteryzacje z punktu (a)), ze
dlan>k>1

Sn+1,k) =Sn,k—1)+k-S(n,k).

W kazdym z ponizszych przypadkéw (zadania 17-19) udowodnij, ze < jest czeSciowym porzadkiem
zbioru X. Narysuj diagram Hassego. Wskaz elementy minimalne i maksymalne, a takze element na-
jwiekszy i najmniejszy, o ile istnieja.

20. X ={2,3,4,5,6,7,8},
n < m wtedy i tylko wtedy, gdy m|n.

21. X = P(1,2,3},
A < B wtedy i tylko wtedy, gdy B C A.
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22. X = {1,2,3} x {1,2,3},

(n1,mq) < (ng, mo) wtedy 1 tylko wtedy, gdy n1 < ng i my < mo.

23. Znajdz wszystkie czeSciowe porzadki zbioru {1,2,3}. Narysuj ich diagramy Hassego.

24. 7Znajdz wszystkie, z dokladnoscia do izomorfizmu porzadkowego, czeéciowe porzadki zbioru
{1,2,3,4}. Narysuj ich diagramy Hassego.

25. Niech (X, <x), (Y, <y) beda zbiorami cze$ciowo uporzadkowanymi.
Udowodnij, ze relacja (porzadku produktowego) <proq W zbiorze X x Y, zdefiniowana nastepujaco:

(T1,Y2) <prod (T2,y2) wtedy i tylko wtedy, gdy (z1 <x z2 Ay1 <y ¥2),

czesciowo porzadkuje zbior X x Y.
26. Niech (X, <x), (Y, <y) beda zbiorami liniowo uporzadkowanymi.

Udowodnij, ze relacja (porzadku leksykograficznego) <jers w zbiorze X xY, zdefiniowana nastepujaco:

<€U1,y2> <leks <$2;y2> =

1 <x T2 lub (561 =zs ANy1 <y ?JQ),
liniowo porzadkuje zbiér X x Y.

27. Tle jest w danym zbiorze n-elementowym relacji:
(a) antysymetrycznych?
(b) spéjnych?

28. Niech (L <) bedzie dowolnym zbiorem liniowo uporzadkowanym.
Udowodnij, ze nastepujace warunki sa réwnowazne:

1) kazdy niepusty ograniczony z gory podzbiér zbioru L ma kres gérny w L,
2) kazdy niepusty ograniczony z dolu podzbiér zbioru L ma kres dolny w L.

29. W zbiorze Z okreélamy relacje < w nastepujacy sposéb:
k <1 wtedy i tylko wtedy, gdy (k-1 < OAE >V (k-1 >0A |kl <]l]).
(a) Udowodnij, ze relacja < jest dobrym porzadkiem zbioru Z.
(b) Rozstrzygnij, czy zbiory dobrze uporzadkowane (N, <) i (Z, <) sa porzadkowo izomorficzne.

W zadaniach 30-32 niech <15 oznacza porzadek leksykograficzny w zbiorze N x N.

30. (a) Udowodnij, ze <jeps jest dobrym porzadkiem zbioru N x N.

(b) Rozstrzygnij, czy zbiory dobrze uporzadkowane (N, <) i (N x N, <;.s) sa porzadkowo izomor-
ficzne.

31. W zbiorze N x N okreslamy relacje < w nastepujacy sposéb:

(n1,mq) = (na, ma) wtedy i tylko wtedy, gdy

(max(ny, my) < max(ng, ms)) V (max(ny,my) = max(ng, ma) A (ny,my) <pegs (na, ma)).

(a) Udowodnij, ze relacja < dobrze porzadkuje zbiér N x N.
(b) Rozstrzygnij, czy zbiory dobrze uporzadkowane (N, <) i (N x N, <) sg porzadkowo izomorficzne.

32. W zbiorze N x N okreslamy relacje < w nastepujacy sposéb:

(n1,mq) X (na,ma) wtedy i tylko wtedy, gdy

(min(nq, mq) < min(ng, mo)) V (min(ny, m1) = min(ng, ma) A (ny, my) <gers (na, ma)).
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(a) Udowodnij, ze relacja < dobrze porzadkuje zbiér N x N.
(b) Rozstrzygnij, czy zbiory dobrze uporzadkowane (N, <) i (N x N, <) sg porzadkowo izomorficzne.

33. W zbiorze P wszystkich skoficzonych podzbioréw zbioru liczb naturalnych okreslamy relacje <
w nastepujacy sposob:
X <Y wtedy i tylko wtedy, gdy X =Y V(X #Y Amax(X AY) €Y.
(a) Udowodnij, ze relacja < dobrze porzadkuje zbiér P.
(b) Rozstrzygnij, czy zbiory dobrze uporzadkowane (N, <) i (P, <) sa porzadkowo izomorficzne.

34. Udowodnij, 7e relacja porzadku produktowego <,,,q4 W zbiorze N x N jest dobrze ufundowanym
czesciowym porzadkiem. Czy jest to porzadek dobry?

35. Udowodnij, ze dla dowolnego niepustego zbioru A, zbidr wszystkich stéw nad A uporzadkowany
porzadkiem prefiksowym jest dobrze ufundowany. Czy jest to porzadek dobry?

36. Udowodnij, ze jesli niepusty zbiér A jest dobrze uporzadkowany za pomoca relacji <, to zbiér
wszystkich stéw nad A uporzadkowany porzadkiem standardowym <* jest dobrze uporzadkowany.

37. Udowodnij, ze jesli niepusty zbiér A jest liniowo uporzadkowany za pomoca relacji <, to zbidr
wszystkich stéw nad A uporzadkowany porzadkiem leksykograficznym <;.ps jest liniowo uporzadkowany.
Czy jesli < jest dobrym porzadkiem, to <jers — réwniez?



