Egzamin z logiki matematycznej, 1.03.2010r. Czeéé pierwsza.

1. Niech ¢(p1, ..., pn, q) bedzie formuta rachunku zdan, w ktorej wystepuja
wylacznie zmienne zdaniowe py, . . ., p, oraz (rézna od nich) zmienna q. Przez
&(p1,- .., pn,r) oznaczmy formute powstala z ¢(pi, ..., pn,q) przez zamiane
wszystkich ¢ na r, gdzie r jest zmienng zdaniowa ro6zna od py,...,p, oraz q.
Udowodnij, ze jesli
{¢<p17 <+ 5 Pn, q)? ¢(p17 s 7pn>T)} ): (q A T)?

to istnieje taka formuta n(py, ..., pn), w ktorej wystepuja wytacznie zmienne

Pis--- 5 DPn; ze
¢(p17' . Jpn7Q) }: (q <~ 77(]917 s 7pn))'

2. Sprawdz, czy nastepujace formuty sa tautologiami:
(a) (VaFyQ(z,y) = VaP(r)) = VaIy(Q(z,y) = P(x)),

(b) Va3y(Q(z,y) = P(x)) = (VoIyQ(z,y) = Vo P(x)).

(P i @ to symbole relacyjne, odpowiednio jedno- i dwuargumentowy).

3. Udowodnij, ze klasa tych struktur A = (A, f*) (w sygnaturze z jednym
jednoargumentowym symbolem funkcyjnym f), w ktorych przeciwobraz sin-
gletonu kazdego elementu zbioru A wzgledem funkeji f* jest skonczony, nie
jest zamknieta na ultraprodukty.
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4. W zbiorze A = {(n,m) € N x N: m < n} okreslamy relacje rownowaz-
nosci ~ 4 w nastepujacy sposob:

(ny,m1)~a(ng, my) wtedy i tylko wtedy, gdy ny = no.

Pokaz, ze istnieje struktura (B,~p) (w sygnaturze z jednym dwuargu-
mentowym symbolem relacyjnym ~) taka, ze (B,~p) = (A,~4), zbior B
jest mocy kontinuum oraz relacja ~p ma co najmniej dwie klasy abstrakcji
mocy kontinuum.

5. Udowodnij, ze nie istnieje formuta ¢ w jezyku z dwuargumentowym sym-
bolem relacyjnym < i jednoargumentowym symbolem relacyjnym P taka, ze:

e ¢ jest prawdziwa w tych strukturach skoficzonych A = (A, P4, <) w
ktorych < jest liniowym porzadkiem, a P* jest odcinkiem poczatko-
wym (w sensie porzadku <*) zbioru A, zawierajacym dokladnie polowe
jego elementow,

e ¢ jest falszywa we wszystkich pozostatych strukturach skoriczonych da-
nej sygnatury.



