
Egzamin z logiki matematycznej, 1.03.2010r. Cz¦±¢ pierwsza.

1. Niech φ(p1, . . . , pn, q) b¦dzie formuª¡ rachunku zda«, w której wyst¦puj¡
wyª¡cznie zmienne zdaniowe p1, . . . , pn oraz (ró»na od nich) zmienna q. Przez
φ(p1, . . . , pn, r) oznaczmy formuª¦ powstaª¡ z φ(p1, . . . , pn, q) przez zamian¦
wszystkich q na r, gdzie r jest zmienn¡ zdaniow¡ ró»n¡ od p1, . . . , pn oraz q.

Udowodnij, »e je±li

{φ(p1, . . . , pn, q), φ(p1, . . . , pn, r)} |= (q ⇔ r),

to istnieje taka formuªa η(p1, . . . , pn), w której wyst¦puj¡ wyª¡cznie zmienne
p1, . . . , pn, »e

φ(p1, . . . , pn, q) |=
(
q ⇔ η(p1, . . . , pn)

)
.

2. Sprawd¹, czy nast¦puj¡ce formuªy s¡ tautologiami:

(a) (∀x∃yQ(x, y)⇒ ∀xP (x))⇒ ∀x∃y(Q(x, y)⇒ P (x)),

(b) ∀x∃y(Q(x, y)⇒ P (x))⇒ (∀x∃yQ(x, y)⇒ ∀xP (x)).

(P i Q to symbole relacyjne, odpowiednio jedno- i dwuargumentowy).

3. Udowodnij, »e klasa tych struktur A = (A, fA) (w sygnaturze z jednym
jednoargumentowym symbolem funkcyjnym f), w których przeciwobraz sin-
gletonu ka»dego elementu zbioru A wzgl¦dem funkcji fA jest sko«czony, nie
jest zamkni¦ta na ultraprodukty.

Egzamin z logiki matematycznej, 1.03.2010r. Cz¦±¢ druga.

4. W zbiorze A = {(n,m) ∈ N × N : m ≤ n} okre±lamy relacj¦ równowa»-
no±ci 'A w nast¦puj¡cy sposób:

(n1,m1)'A(n2,m2) wtedy i tylko wtedy, gdy n1 = n2.

Poka», »e istnieje struktura (B,'B) (w sygnaturze z jednym dwuargu-
mentowym symbolem relacyjnym ') taka, »e (B,'B) ≡ (A,'A), zbiór B
jest mocy kontinuum oraz relacja 'B ma co najmniej dwie klasy abstrakcji
mocy kontinuum.

5. Udowodnij, »e nie istnieje formuªa φ w j¦zyku z dwuargumentowym sym-
bolem relacyjnym ≤ i jednoargumentowym symbolem relacyjnym P taka, »e:

• φ jest prawdziwa w tych strukturach sko«czonych A = (A, PA, ≤A), w
których ≤A jest liniowym porz¡dkiem, a PA jest odcinkiem pocz¡tko-
wym (w sensie porz¡dku ≤A) zbioru A, zawieraj¡cym dokªadnie polow¦
jego elementów,

• φ jest faªszywa we wszystkich pozostaªych strukturach sko«czonych da-
nej sygnatury.


