Aproksymacja falkowa funkcji w wahaniu
ograniczonym wyzszych rzedow

Pawelt Bechler




W skrocie

Podstawowe definicje i fakty:  przestrzenie BV", ukiady falkowe
wielu zmiennych, aproksymacja liniowa | n-cztonowa.

Oszacowania stabego typu na wspoétczynniki falkowe funkcji z
przestrzeni BV".

Jako wniosek: interpolacja przestrzeni BV" i przestrzeni Besowa.
Nierowno S¢ Jacksona dla aproksymacji f € BV" w przestrzeni L+,
gdzie d* = —4—.

Odpowiadajgca powyzszej sytuacji nierowno SC Bernsteina .

Aproksymacja liniowa funkcji z BV" w przestrzeniach L,, w tym
takze p # d*.

Aproksymacja n-cztonowa funkcji z BV" w przestrzeniach L,,.

Problem nieco ,,osobny": (Nie)rownowazno $¢ uktadow falkowych w
przestrzeniach L; i BV.

Kilka pytan na zakonczenie.
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Przestrzenie typu BV

Przestrzenie BV: Q Cc R%, f € BV(Q) wtw. gdy f € L,(Q) i pochodne
dystrybucyjne D, f sa miarami o skonczonej wariacji

1 Fllsviey = If1lL, @ +ZVam Da.f).

L 7
~"

:|f|BV

Stwierdzenie 1 f € BV wtw. gdy f € L;(R%) oraz istnieje ciag (f,.)
funkcji z W1 (L1 (Q)) spetniajacy

sup [|[ D fnllp, ) <00 oraz |[f = fallp, @ — 0 (n—00)

Semi-norma okresSlona wzorem

liw = inf lminf [Dfullg, o

gdzie infimum jest po wszystkich ciggach ( f,,) spetniajgcych (1), jest
rownowazna semi-normie | f|g,, .

(1)
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Przestrzenie typu BV

Przestrzenie BV': Dlar =0,1,2,... przestrzen BV"((2) skfada sie z
dystrybucji f € L1(2), ktorych pochodne D f, |a| = r istniejg i nalezg
do BV.

HfHBVT’(Q) — ”fHLl(Q) + Z ‘Daf‘BV(Q) :

| =r
\ - ~~ 7

:|f|BVT

Przestrzenie BV!":

d
HfHBV[”"](Q) = ”fHLl(Q) + Z ’D;‘z‘f’BV(Q) ‘
i=1

\ - 7
~"

:|f|BV[r]

Wiozenia: W7+(L;) c BV" ¢ BV € Ly dlad* = 4.

Uwaga: Na mocy wyniku Ornsteina [6] przestrzenie BVl i BV" sa
rozneoiled=2ir>3lubd>3ir > 2.
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Uktady falkowe

! - falka jednej zmiennej o nosniku zwartym
¥ - odpowiadajgca ! funkcja skalujgca

Dlae = (e1,...,eq), ¢, = 0,1 niech ¥(xq,...,zq) := Hzpei (x;).

B ={e=(e... eq),e; =0,1}, E=E'\{(0,...,0)}.
DlajcZ kecZli\= (e, j k) okreSlamy

Ua(z) = Y°(x — k).

A={(e,j,k):e€ E,j € Z ke 7
A=1{(e,0,k):ec E:kecZU{(e,j,k):j>0,ec E keZ}.

U = {9y, }ren — Ukiad falkowy jednorodny,
Uy = {1} rca — Ukiad falkowy niejednorodny

Y, x — falki unormowane w normie przestrzeni X,
cx,x — odpowiadajgce ¢, x funkcjonaty biortogonalne.
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Uktady falkowe

Niech A;CA bedzie zbiorem indeksow falek z j-tego poziomu

Stwierdzenie 2 Zalozmy, ze 1 < p < oco. WOwczas

AEA

1N, < Cs £, .

Stwierdzenie 3 Zachodza nierdwnosci:

|Qj ‘BV” S Z ‘CA BVT | < Cl ‘Qj( )|BV7’7

AEA

|Qj(f)‘]3vr < Oy ‘f|BVT :

1/p
CLlQ; (NI, < (ZCAp p) < C2[|Q; (N,

diadycznego i niech ; oznacza rzut ortogonalny na span{y, : A €A;}.

(2a)

(2b)

(3a)

(3b)
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Aproksymacija liniowa

(X, ||) — przestrzeh unormowana, ¥ = {ex }ren C X.

X, =spanieq,...,e,}, E.(f)x = dist(f, X,)

Stwierdzenie 4 Jezeli ¥ jest bazg Schaudera w X z operatorami sum
czesciowych P, to

En(f)x = lf = Pu(f)llx -

25/11/2005

7129



Aproksymacja n-cztonowa

(X, ]| ||) — przestrzeh unormowana, ¥ = {e; }ren C X.

>, = {Zakek :#Azn}, on(f)x = dist(f, 3,)

keA

Stwierdzenie 5 Jezeli ¥ jest bazg bezwarunkowa i demokratyczng w X,
to

on(f)x = |f = Gn(fxllx

gdzie G, (f)x otrzymujemy dodajgc n najwiekszych sktadnikow
rozwiniecia f w bazie .

Stwierdzenie 6 Niech ¥ bedzie baza falkowa w L,. Jezeli

. 1 1
(CA,Lp(f))AeA cwlrla=—-——,10
T P

on(f)L, <Cn~* (e L, (M)Al e »

gdzie stata C zalezy tylko od p, 71 W.
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Oszacowania stabego typu

Przestrzenie ciagowe w/{;: Dla v € R przestrzeh w/¢] sklada sie z
ClqgéW (C)\))\EA (lUb (C)\))\EA) t. ze

() Al =sup | € Y HW ] < oo
N Jealmelr()p

gdzie I(A\) =277([0,1]¢ + k) dla X = (e, j, k).

Twierdzenie 7 Jezeliv > 1lub v <1 —1/d, to istnieje stata
C = C(¥,d,v) taka, ze dla f € BV"(RY)

H(Ck(f))AEAHwe} <C |f‘BV”"(Rd)

Ooraz
||(C>\(f))>\EA||w£}' S C ||fHBV"“(Rd) .

Jest to uogolnienie wyniku z [3] A. Cohena, W. Dahmena, R. DeVore’a |
|. Daubechies dla BV.
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Oszacowania stabego typu — szkic dowodu

Niech b;(g, f) :=27 [ha f(2)g(272 — k)dx, T =277([0,1]% + k).

Stwierdzenie 8 Niech g bedzie funkcjg okreslona na R¢, taka ze

supp g € R, gl <1 oraz / g(x)dx = 0.
R4

Wowczas dla dowolnej liczby v > 1 lub v < 1 — 1/d istnieje stata
C = C(d, g,7) taka, ze dla wszystkich f € BV(RR%)

1
Z 7 < C‘f|BV(Rd)ga (4)
[br(¢,f)|>elT]
gdzie br(g, f) =27 [pq f(2)9(27 2 — k)dz, I = 277([0,1]% + k)

Ustalmy e € E i wybierzmy multi-indeks o = a(e): niech iy € {1,...,d}
takie, ze e;, = 11 przyjmijmy

o, =T oraz a;, =0 dlaz # 1. (5)

0]
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Oszacowania stabego typu — szkic dowodu

&0(t) = (t) datc R,
£3(t) := /t & (u)du dateR, s=1,2,...,r
¢ow) = [ €*(xi)- [] v (i) dlazeR’

1:a; 70 1:a0;=0

g = £°° spelnia zalozenia Stw. 8. Dla A = (e, j, k), I = I(j, k),

F@)in ey (@)de = (<1727 [ D(a)Es, (w)de
Rd R4

Dostajemy wiec
b1 (§9%, D f)] = leasvr(f)]-

Korzystajac ze Stw 8. dostajemy odpowiednie oszacowania.
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Interpolacja BV" | przestrzeni Besowa

Whniosek 9 Zat6zmy, ze v > 1luby <1 — 1, si p spetniaja

1
1 1
G (1——) S
p p

Wodwczas dla dowolnego 6 € (0,1)

(B*P(Lyp),BV")gq = Bt’q(Lq)
dlat=2L24+0 t=(1-0)s+0(r+1).

Zachodzg takze odpowiednie nierownosci dla norm typu
Gagliardo-Nirenberga. W szczegolnoscidlat > r+11lubt <r + %

2
1 e cnyy < Clflgesze—riry I fllgyr -

Szkic dowodu: f € B*P(L,) wtw. gdy (cxBv-(f))rca € £} (A) dla
=14 =
(7 CBV" Cwl i8] = (£),0])a,q = (), wl])g,dlad <O <1i
=Ll 40

p

1
q
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Nierowno S¢ Jacksona

Whniosek 10 Dlad >r+1id* =d/(d —r — 1) zachodzg szacowania
_ 1
O-’I”L(f7 \P)Ld* S Cn d ‘f|BVT‘
jak rowniez

41
on(f, %)L, <Cn™ " || fllgyr-
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Aproksymacja liniowa — wstep

= Wilozenie BV" C L, musi by¢ zwarte. Tak jestdlaQ e R4 i1 < p < d*.
= [nna sytuacja: d* < g < +4o0il <p<q. WlozenieBV'NnL, C L, jest
zwarte jezeli Q € R

= U jest uktadem falkowym skonstruowanym dla dziedziny (2. Istotny
warunek: Falki maja znikajagce momenty rzedu < r.

= Uklad ¥ musi by¢ uporzadkowany. Na j-tym poziomie diadycznym jest
~ 24 funkcji z ¥. Uktad porzadkujemy z zachowaniem kolejnosci
poziomow diadycznych.
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Aproksymacja liniowaw L,, p <d*

Twierdzenie 11 Jezeli Q € R? i ¥ jest uktadem falkowym nad €2,
feBV(Q)il<p<dto
En(f,®)r, < Cn~ WPV flg,

| rzad szacowania jest optymalny jako funkcja n.

1 1—7“+1_(1_l)
p

p d* —  d

Szkic dowodu: Dlan = #0043 (# 4;) ~ 2%

j=kA€en; 1>k AEA;
< | flgy ZQ—dj(l/p—l/d*) < 9—dk(1/p—1/d") [ Fligyr -

j=>k
n < #Uo: ) heo, len L, (NI SO flL, -

OptymalnoSc: A €Ay i fi := ¥ 1 .. WOwczas || fi||gyi- >~ 1idla
n <Y # A5~ 2% zachodzi B, (fy, ¥), 2 27 *U/p=1/d0),

Eo(f 0, S ) lenr, (NS Y 27 Y2V ey . ()]

15/29
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Aproksymacja liniowaw L,, p > d*

Twierdzenie 12 Jezelid* < ¢ < 400,1 <p < q, Q2 € R?i ¥ jest ukladem
falkowym nad 2, f € BV (2) N L,(?), to

Ep(f, @)1, < Cn=O=05 || f|I5 I£117,

gdzie 0 = (1 — 119)(1 — é)—l. Ponadto, rzad szacowania jest optymalny
jako funkcja n.

AEA; AEA;

5 2_dj(5_d_*)(1_9) ‘Q]( ) ]13;/2 ) 2_dj(5_5)9 HQ]( )HL

O flve 1112,

skad dla n > #0, jest B, (f, ®), < Cn~ "7 =0 | |5 ||fHL
Optymalnosc: n, < # Ay, takie, ze ny, ~ 9% (= _E)q—l, A CA takie, ze
#AL =m0 fro =10 Y cx, Ya L. Weedy [ fill L, =~ [|fxllgy- ~ 1 oraz

Ep(fu, )z, > C2-50-0) dlan < 571 g p e 200

r+1

S27Y

r—|—1
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Aproksymacja liniowa - uwagi

= Dla p = 1 oba twierdzenie daja taki sam rzad aproksymacji

_ r+1
~n a

m Jednakjezelil <p < d* <gq,to

1 1 r—+1 ( r+1

1—1><u—m i

p

p d* d

wiec dodatkowe zatozenie f € L, poprawia rzad aproksymaciji liniowej.
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Aproksymacja n-czlonowa w L,, p < d*

Twierdzenie 13 Jezeli Q € R?, i ¥ jest uktadem falkowym nad €,
d <r+1llubd=1ir=0,feBV'(Q),1<p<d,to

_rtl
on(F,9) L, <On~ T || f|lpy-
| rzad szacowania jest optymalny jako funkcja n.

Szkic dowodu: Jedyny interesujacy przypadektod =11ir = 0.
Niech ¢,,(f) oznaczaja wspotczynniki uporzadkowane z zachowaniem
kolejnosci poziomow diadycznych. Wowczas

oo

Z en ()] S CNTY2| fllgyr

n=N
skad wynika, ze (cx,r,(f))x € wl-dlal/m =1+ 1/p.

Optymalno$¢: Niech ny, = |24 Ag] ~ 29, Dy, Cay, takie, ze #Dy, = ny, i
r+1

fr = nlzl Z wA,Ld*' Wtedy ‘fk|BV7" ~ 11 On, (fk,\If)Lp z n,;T.

AEAL
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Aproksymacja n-cztonowaw L,, p > d*

Twierdzenie 14 Jezeli Q = R? lub Q € R? i ¥ jest ukltadem falkowym
nad Q,d* <p<g<oooraz f € BV ()N L, (), to

o W), < Cn” TS| FIESENAIL S

(Ao (L)
R = e D pR q .
Rzad szacowania jest optymalny jako funkcja n.
Dowod opiera sie na nastepujgcym fakcie:

Lemat 15 Dane sg ciggi (an ), € wl, i (bn)n € wl,. WOwczas cigg
(apbp)n € wly, gdzie 77t = p=t + v, oraz

[(anbn)nlly,, <C H(an)nHweM [[(n)nll e, - (6)

gdzie

Optymalnosé: Niech ny, < # A, takie, ze ny, ~ 2%(@&F~9)321, D, cAp
takie, ze #Dk = Nk | fk == nlzl ZAEDk wA,BVr- Wtedy
(1_’{)7” 1

ka:HLq = ka:”Bvr ~ 1idlam, = L%nkJ jest Umk(fka\IJ)Lp 2 m; ‘.
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Aproksymacja n-cztonowa - uwag|

= Dodatkowe zatozenie f € L, nie poprawia rzedu aproksymacji W L.
Np., jezelid=2,r=0,g=o00,t0d* =21
Dla f € BV mamy o,,(f)r, ~ n~1/?
Gdy p>2if€BVN L, mamy o,(f)r, ~n /P

= Twierdzenie 14 nie odpowiada na pytanie o rzad aproksymacji
n-cztonowej funkcjiz BV ' NL,wL,dlal <p <d*, aw
szczegoblnoSci, czy dodatkowe zatozenie f € L, pozwala uzyskac
wynik lepszy niz w Twierdzeniu 13.

= Dla » = 0 Twierdzenie 14 jest silniejszym wynikiem niz oszacowania,
ktdére mozna uzyskac z innych rezultatow:
Y. Meyer [5]: BVN L, C W¥(Lg-) dla s =1/d* —1/q, co daje

o 1,1 2+1 1
Wi-? p d q d

Wynik uzyskany tutaj jest lepszy.
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Nierowno SC Bernsteina

Twierdzenie 16 Niech A CA lub A C A, #A = n. Wowczas dowolna

funkcja f postaci f = ) ~axt spetnia nieréwnosc
AeA

m
[ lgvr@ay < Clo dyr)n™ [, ga) -

Jest to uogolnienie wyniku dla BV z [2] uzyskanego przez P.B, R.
DeVore’a, A. Kamont, G. Petrova i P. Wojtaszczyka. Dowod sprowadza
sie do dowodu tamtego wyniku za pomoca nastepujacego faktu:

Sk = span{¢; : I € Ui}, gdzie [y, to zbior wszystkich kostek
diadycznych o boku diugosci 27*.

Dla kostki diadycznej I niech I’ =1\ (U?il L;) ,gdzie I, C J;, J; sato
kostki-corki kostki 1.

Lemat 17 Dla dowolnego k € Z, f € S, multi-indeksu «, |a| = r, kazde]
kostki I € (0, i zbioru I’ zachodzi

|Daf]11"Bv(Rd) < C(¢,d,7) ||f1r HLd* (R4) - (7)
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Nierdwnowazno Sc¢ falek - wstep

Niech U = {1\ }rea i U = {9, }rca beda uktadami wektorow w
przestrzeni unormowanej (X, || ||5). ¥ i ¥ sa rbwnowazne , jezeli
odwzorowanie liniowe A okreSlone przez

A1), — 1y dlawszyskich A € A

rozszerza sie do izomorfizmu liniowego domkniecia span ¥ na
domkniecie span V.

Dalej X = L1(R%) lub X = BV(R?), ¥ = H = (hy)xea jest uktadem

Haara a ¥ jest innym uktadem falkowym.

= W L,(R?), 1 < p < oo, H; uklady falkowe sa réwnowazne.

= Sjolin, 1977, [8]: Uklady Haara i Franklina nie sg rownowazne w
Ll([ov 1])

= (Nie)rownowaznosc w BV: kwestia uogolnienia wynikéw dla uktadu
Haara (Cohen et al, 1999 ([4]); Wojtaszczyk, 2003 ([9]) na inne falki.

Wyniki przedstawione dalej ukazaty sie drukiem w [1]
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Nierownowazno SCw [

Twierdzenie 18 Jezeli ¢! € Li(R) spetnia

/ Y (t)dt # 0, ®)
0
to Hi ¥ nie sg rownowazne w L (R%).
Idea dowodu:
n—1
£, = Z 9—j(d—1) Z h(eo,j,k),Lla
=0 keK;

gdzieKj :{k:(k'l,...,]{?d) EZdlk'l:O,ngg,...,kdgzj—l}i
= (1,0,...,0). Jest || fnll, ra) < 2.

= /Ff(:r;)daj I' =[0,00) x R4,

F(Af,) = Zz =1 - W (t)dt - (/Rzpo(t)dt)dl = nec.

ke K;
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Uktady Haara i Strombergaw  L;(R9)

Whiosek 19 Uklady Haara i Stromberga na R¢ nie sg rownowazne w
Lqi(RY).
Porownanie z wynikiem Sjdlina:
= Niech {h,}>2 i {f.}°2, 0znaczaja uktady Haara i Franklina na [0, 1].
= Sjolin, 1977 pokazat, ze odwzorowanie liniowe takie, ze f,,_1 — h,, dla
n=1,2,3,... nie jest ciggte w L,([0, 1]).
= Odwzorowanie hy — 1, zachowuje lokalizacje falek (lokalizacja vy,
A = (e, j, k), to kostka diadyczna 277 ([0, 1]¢ + k)).

= Odwzorowanie f,,_1 — h,, przesuwa lokalizacje o jeden przedziat
diadyczny lub nawet zmienia poziom diadyczny funkciji.

25/11/2005

24/29



Falki 0 no $nikach zwartychw L;(R9)

Niech 1) oznacza ciggtg falke o noéniku 0, 3], skonstruowana przez
Pollena w [7]. Wowczas niestety fO t)dt = 0. Mozna jednak pokazac:

Whniosek 20 Niech ¥ bedzie uktadem falkowym na R¢ generowanym
przez ¢ = ¢ it = (- +1),przyczym! = 1lubl = 2. Woéwczas ¥ i H
nie sg rownowazne w L, (R%).

A co z innymi falkami o noSnikach zwartych?

Whiosek 21 Zatézmy, ze 1! jest ciggta i ma noSnik zwarty. Dla k € Z
niech v, = ¥!(- — k) i niech ¥, bedzie uktadem falkowym na R
generowanym przez v, (zamiast przez ¢! = 9. Wéwczas istnieje k € Z
takie, ze ¥, i H nie sg réwnowazne w L;(R?).

Dowdd: Na mocy Tw. 18 wystarczy pokazac, ze dla pewnego k € Z
zachodzi [~ o} (t)dt # 0.
Istotnie, gdyby tak nie byto, to rozwinigcie falkowe funkcji f = 1o 1

wzgledem uktadu generowanego przez ' bytoby skohczone, co by
oznaczalo, ze f jest ciggta.
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Nierobwnowazno S¢ w BV

Twierdzenie 22 Jezeli ¢! € BV(R) spetnia

/ Dy’ (dt) + / Dy (dt) # 0, ()
[5:00) [5,00)
to Hi ¥ nie sg réwnowazne w BV (R%). Dokfadniej, istnieje cigg funkcii

fn € BV(RY) taki, ze || f,|lgyv < C < oc i jednoczesnie |Af,|gv > con dla
pewnej state] co > 0.

Dowod jest podobny jak dla L;.

Wl

2n—1

Jn = Z 2~ (=1 Z N(eo,kg),Las

5=0 kEK ;
gdzie gdzie eg := (1,0,...,0) i

Kj={k=(k1,....ka) €29 : 50 <L < Bl 0<fy, ... kg <2/ —1}.

F(f) ::/FDmlf(das), ['=[ 00) x R
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Przyktady dla BV(R?)

Falki Haara i1 Stromberga:
Whiosek 23 Uklady Haara i Stromberga nie sg réwnowazne w BV (R%).

Uktad Haara i falki o no Snikach zwartych:

Stwierdzenie 24 Falka Pollen’a ) nalezy do przestrzeni BV (R).
Dowdd: Korzystajgc z konstrukcji Pollena mozna pokazac, ze funkcja
skalujaca ¢ jest granicg w normie L, ciggu funkcji z przestrzeni
Sobolewa W1 (L).

Whiosek 25 Niech ¥ bedzie uktadem falkowym na R? generowanym
przez y° = ¢ iyt = 1. WOwczas ¥ i H nie sg rownowazne w BV (R?).
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Otwarte problemy

1. Niech M oznacza przestrzen miar o skonczonej wariacji. (Wéwczas
np. BV' = W"Y(M)) Dlar = (rq,...,r4) mozna rozwazac przestrzenie

Wr(M):{fGLlZDS;fEMdlaOéiS’I"i,izl,...,d},
SWY(M)={felL:D*fe Mdaa<r}
gdziea<r & o;<nr;dlaz=1,...,d.

Znalezc charakteryzacje (oszacowania na staby typ) wspoétczynnikow
falkowych dystrybucji z takich przestrzeni.

2. OgraniczonosSc¢ rzutéw zachtannych dla baz falkowych w
przestrzeniach BV"(R%), tzn. oszacowanie postaci

|gn(f7 \D)BVT‘BVT < C‘f|Bvr.
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