Aproksymacja nieliniowa za pomoca uktadow
falkowych w przestrzeniach typu BV
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W skrocie

Podstawowe definicje i fakty:  przestrzenie BV", uktady falkowe
wielu zmiennych, aproksymacja liniowa | n-cztonowa.

Oszacowania stabego typu na wspotczynniki falkowe funkcji z
przestrzeni BV" i nierdwno S¢ typu Jacksona dla aproksymacji

f € BV" w przestrzeni Ly, gdzie d* = df‘l_l

Aproksymacja n-cztonowa i liniowa funkcji z BV" w przestrzeniach
L,.
Nierowno S¢ typu Bernsteina dla pary BV", Lg-.

Problem nieco ,0sobny": (Nie)rownowazno ScC uktadow falkowych w
przestrzeniach L; i BV.
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Przestrzenie BV

Przestrzenie BV: Q Cc R%, f € BV(Q) wtw. gdy f € L,(Q) i pochodne
dystrybucyjne D, f sa miarami o skonczonej wariacji

d
| levie) = 1Ly + D Vara(Da, f).
i=1

\ - 7
~"

:|f|BV

Przestrzenie BV': Dlar =0,1,2,... przestrzen BV"((2) skfada sie z
dystrybucji f € L1(2), ktorych pochodne D*f, |a| = r istniejg i nalezg
do BV.

HfHBVT(Q) — ”fHLl(Q) + Z ‘Daf‘BV(Q) :

| =r

\ - 7
~"

:|f|BV"”
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Uktady falkowe

! - falka jednej zmiennej o nosniku zwartym — {1(2/x — k)},; xez jest
uktadem ortogonalnym zupetnym w L, (R).

¥ - odpowiadajgca ¢! funkcja skalujgca
d

Dlae=(e1,...,eq), ¢, = 0,1 niech ¥(x1,...,2q) := Hwe’b(azz)
B —fe=(c .. .edeim=01}, E=E\{0,.. 0}

DlajcZ,kecZi\=(e,j,k) okreSlamy
Ua(x) = (2 x — k).

A= {(e,j,k):e€ E,j € Z k € 7%}
A={(e,0k):ec E;kecZYU{(e,j,k):7>0,ec E, kcZ.

U = {¢) }reca — Ukiad falkowy jednorodny,
Uy = {¥ }reca — Ukiad falkowy niejednorodny

Y x — falki unormowane w normie przestrzeni X,
cx,x — odpowiadajgce ¥, x funkcjonaty biortogonalne.
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Aproksymacja i staby typ wspotczynnikow

(X, ||) — przestrzeh unormowana, ¥ = {ex }ren C X.
Aproksymacja liniowa:
X, =span{ey,...,e,}, E.(f)x = dist(f, X,)

Aproksymacja n-cztonowa:
Y, = {Zakek :#An}, on(f)x = dist(f, X,)

Przestrzenie ciggowe w/{,: Powiemy, ze (ax)x € wl,, 1 < p < oo, gdy

[(@x)Allue, = supe(#{A : fax| > eNMP < 0.

Stwierdzenie 1 Niech ¥ bedzie bazg falkowa w L,. Jezeli

. I 1
(ex,r,(f))r € wlria = iy to

on(f, )L, <O~ ||(exn, (F)A]] e, -
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Staby typ dla BV

Twierdzenie 2 Istnieje stata C = C (¥, d) taka, ze dla f € BV"(R9)

H(CA,BVT(f))AeAHwel <C ‘f|BVT(Rd)

oraz
H(C/\,Bvr(f))AEAHwel <C HfHBVT(Rd) :

Jest to uogolnienie wyniku z [3] A. Cohena, W. Dahmena, R. DeVore’a |
|. Daubechies dla BV.

Whiosek 3 (Nieréwno Sc¢ typu Jacksona) Dlad > r+ 11
d* =d/(d —r — 1) zachodza szacowania

_r+1
Un(fa \P)Ld* < Cn d ‘f|BV7’

jak rowniez

_ r+1
on(fs¥0)L,e SO || fllgyr -
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Aproksymacja n-czionowa w L,

Twierdzenie 4 Jezeli Q € RY, i ¥ jest uktadem falkowym nad €2,
d>r+1lubd=1ir=0,feBV'(Q),1 <p<dto

_rtl
ou(f V), < On™ | £y

| rzad szacowania jest optymalny jako funkcja n.

Twierdzenie 5 Jezeli Q = R? lub 2 € R i ¥ jest uktadem falkowym nad
Q,d*<p<g<oooraz feBV'(Q)NL,Q),toO

1 1—
PN,

(1 1N /1 1\

Rzad szacowania jest optymalny jako funkcja n.

™

on(f, W), < Cn~17r)

gdzie
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Aproksymacja liniowa w

Wiozenie BV" C L, musi by¢ zwarte: Q € R i1 < p < d* < +o0.
Inna sytuacja: d* < ¢<4+o00il<p<gq, QeR? Wtedy

BV' N L, C L.

U jest uktadem falkowym skonstruowanym dla dziedziny (.

= Uklad ¥ jest uporzadkowany z zachowaniem kolejnosci pozioméw
diadycznych.

Twierdzenie 6 Jezeli Q € R? i ¥ jest uktadem falkowym nad €2,
feBV(Q)il<p<d <+o0o,to

En(f,9)1, < Cn” WPV flgy,

| rzad szacowania jest optymalny.
Twierdzenie 7 Jezelid* < ¢ < +00,1 <p < q, 2 € R?i ¥ jest ukladem
falkowym nad 2, f € BV"(2) N L,(?), to

rt1 1—6 0
T fllgve 1z, -
1

gdzie 0 = (1 — %)(1 — E)_l' Rzad szacowania jest optymalny.

E.(f, W), <Cn~ (79
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Aproksymacja — uwagi

= Dla p = 1 rzad aproksymacji liniowej i n-cztonowej jest taki sam:
_r+l
~nNn d

m Jezelil <p<df<agto

1 1 7”‘—|—1_(1_1)<(1_9)7"—;1.

p

p d*  d

Zatem zatozenie f € L, poprawia rzad aproksymacji liniowe;.
= Dodatkowe zatozenie f € L, nie poprawia rzedu aproksymacji
n-cztonowej w Lg«. Np., jezelid =2,r =0, g = oo, to d* = 2 i:
—dla f € BV mamy o, (f), ~n~1/?
—gdyp>2ife€BVN L, mamyo,(f)r, ~n /P
= Twierdzenie 5 nie odpowiada na pytanie o rzad aproksymac;i
n-cztonowej funkcjiz BV ' NL,w L, dlal <p <d*, aw
szczegoblnosci, czy dodatkowe zatozenie f € L, poprawia rzad
aproksymacji n-cztonowej dla p < d*.
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Nierowno SC Bernsteina

Twierdzenie 8 Niech A CA lub A C A, #A = n. Wowczas dowolna

funkcja f postaci f = ) ~axt spetnia nieréwnosc
AeA

m
|f‘BVT(Rd) < C(¢7 d7 r)n d ||fHLd* (R2) -

Jest to uogodlnienie wyniku dla BV z [2] uzyskanego przez P.B, R.
DeVore'a, A. Kamont, G. Petrova i P. Wojtaszczyka.
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Nierdwnowazno Sc¢ falek - wstep

Niech U = {1\ }rea i U = {9, }rca beda uktadami wektorow w
przestrzeni unormowanej (X, || ||5). ¥ i ¥ sa rbwnowazne , jezeli
odwzorowanie liniowe A okreSlone przez

A1), — 1y dlawszyskich A € A

rozszerza sie do izomorfizmu liniowego domkniecia span ¥ na
domkniecie span V.

Dalej X = L1(R%) lub X = BV(R?), ¥ = H = (hy)xea jest uktadem

Haara a ¥ jest innym uktadem falkowym.

= W L,(R%), 1 < p < oo uktady falkowe sa réwnowazne.

= Sjolin, 1977, [6]: Uklady Haara i Franklina nie sg rownowazne w
Ll([ov 1])

= (Nie)rownowaznosc w BV: kwestia uogolnienia wynikéw dla uktadu
Haara (Cohen et al, 1999 ([4]); Wojtaszczyk, 2003 ([7]) na inne falki.

Wyniki przedstawione dalej ukazaty sie drukiem w [1]
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Nierdwnowazno SC — ogolne twierdzenia

Twierdzenie 9 Jezeli ! € Li(R) spehia

/ Y(t)dt # 0, (1)
0
to Hi ¥ nie sg rownowazne w L (R%).

Twierdzenie 10 Jezeli ¢! € BV(R) spetnia

18

/ Dyt (dt) + / Dt (dt) # 0, @)
1 ,00)

[5,00)

w

to Hi ¥ nie sg réwnowazne w BV (R%). Doktfadniej, istnieje cigg funkcii
fn € BV(RY) taki, ze || f,|lgy < C < oo i jednoczesnie |Af,|gv > con dla
pewnej state] co > 0.
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Nieréwnowazno $¢w L;(RY)

Whiosek 11 Uklady Haara i Stromberga na R¢ nie sa rownowazne w
Lqi(RY).

Niech ) oznacza ciggta falke o noSniku [0, 3], skonstruowana przez
Pollena w [5]. Wéwczas niestety fooo Y(t)dt = 0. Mozna jednak pokazac:

Whiosek 12 Niech ¥ bedzie uktadem falkowym na R? generowanym
przez ¢ = ¢ it = (- +1),przyczymi = 1lubl = 2. Woéwczas ¥ i H
nie sg rownowazne w L, (R%).

A co z innymi falkami o noSnikach zwartych?

Whiosek 13 Zat6zmy, ze ¢! jest ciggta i ma nosnik zwarty. Dla k € Z
niech v, = (- — k) i niech ¥, bedzie uktadem falkowym na R¢
generowanym przez v, (zamiast przez ¢! = 1y. Wéwczas istnieje k € Z
takie, ze ¥, i H nie sg réwnowazne w L;(R%).
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Nierobwnowazno S¢ w BV

Whniosek 14 Uktady Haara i Strémberga nie sg réwnowazne w BV (R4).

Uktad Haara i falki 0 no Snikach zwartych:

Stwierdzenie 15 Falka Pollen’a i) nalezy do przestrzeni BV (R).

Dowdd: Korzystajgc z konstrukcji Pollena mozna pokazac, ze funkcja

skalujgca ¢ jest granicg w normie L, ciggu funkcji z przestrzeni
Sobolewa W!(Ly).

Whiosek 16 Niech ¥ bedzie ukltadem falkowym na R¢ generowanym
przez y° = ¢ iyt = 1. Wéwczas ¥ i H nie sg rownowazne w BV (R?).
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Otwarte problemy

1. Niech M oznacza przestrzen miar o skonczonej wariacji. (Wéwczas
np. BV' = W"Y(M)) Dlar = (rq,...,r4) mozna rozwazac przestrzenie

Wr(M):{fGLlZDS;fEMdlaOéiS’I"i,izl,...,d},
SWY(M)={felL:D*fe Mdaa<r}
gdziea<r & o;<nr;dlaz=1,...,d.

Znalezc charakteryzacje (oszacowania na staby typ) wspoétczynnikow
falkowych dystrybucji z takich przestrzeni.

2. OgraniczonosSc¢ rzutéw zachtannych dla baz falkowych w
przestrzeniach BV"(R%), tzn. oszacowanie postaci

|gn(f7 \D)BVT‘BVT < C‘f|Bvr.

Dowod dla r = 0 jest w [2].
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Interpolacja BV" | przestrzeni Besowa

Whiosek 17 Zatézmy, ze v > 1lub~y <1 — 1, sip spetniaja

1

o1 1

i (1——) S
p p

Wowczas dla dowolnego 6 € (0,1)

(B*P(Lyp),BV")gq = Bt’q(Lq)
dlal=1L46, t=(1-0)s+0(r+1).

Zachodzg takze odpowiednie nierownosci dla norm typu
Gagliardo-Nirenberga. W szczegolnoscidlat > r+11lubt <r + %

2
1 e cnyy < Clflgesze—riry I fllgyr -
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Uktady Haara i Strombergaw  L;(R9)

Whiosek 18 Uklady Haara i Stromberga na R¢ nie sa rownowazne w
Lqi(RY).
Porownanie z wynikiem Sjdlina:
= Niech {h,}>2 i {f.}°2, 0znaczaja uktady Haara i Franklina na [0, 1].
= Sjolin, 1977 pokazat, ze odwzorowanie liniowe takie, ze f,,_1 — h,, dla
n=1,2,3,... nie jest ciggte w L,([0, 1]).
= Odwzorowanie hy — 1, zachowuje lokalizacje falek (lokalizacja vy,
A = (e, j, k), to kostka diadyczna 277 ([0, 1]¢ + k)).

= Odwzorowanie f,,_1 — h,, przesuwa lokalizacje o jeden przedziat
diadyczny lub nawet zmienia poziom diadyczny funkciji.
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