GAL — 80 zadan z liczb zespolonych

Postaé algebraiczna liczby zespolonej

1. Sprowadz wyrazenia do postaci algebraicznej:

(a) (24+4)(3—14) 4+ (2+31)(3 +41), () w
(b) (4 +3i)(5 — 2v/2i) — (V2 — V61i), (1+z);+1
1 1 1+2)" B
(C) (5+3>—(:Z 0 >7 (g) m (dlan—2,3,4),
(d) 3+i)3+ (3—14)3, (h) (1 —i)* (dlan € N).
) (1+14)°

(e A=)

2. Niech u = —3 + ?z Oblicz u* dlan € Z oraz 1 +u +u?, 1 +u + w?.

3. Udowodnij nieréwnosci Rez < |Rez| < |z| oraz Imz < |Imz| < |z

4. Dla z,w, € C udowodnij nieréwnos¢ |z + w| < |z] + |w| i okresl, kiedy nieréwnos¢ staje sie
rownoscia. Korzystajac z pierwszej nieréwnosci udowodnij nieréwnosé ||z| — |w|’ < |z —w).

5. Niech z € C\ {0}. Udowodnij, ze |z| = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy

22 +1 . 22 -1
1 Imz = —,
2z 21z

Rez =

6. Rozwiaz w liczbach zespolonych réwnania:
(a) |z| —2z =1+ 24,
(

) (
b) 2* =i (
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7. Naszkicuj na plaszczyznie zespolonej ponizsze zbiory:
(a) {z €C ||zl = 2}
(b) {ze€C||z+1i] <1};

(c) {z € C|Rez + Imz =2},

(d) {zeC||z—i|+|2+i =a}dlaa=1,2,3;

(e) {z€C|1<|Rez| <2}

(f) {ze C|0<Re(iz) < 1};

(g) {z€C||z| =Imz+ 1};

(

)
)
)
)
)
)
)
h) {z € C|Im(z?) = 1}.



8. Niech z,w € C. Udowodnij tozsamosci
(a) |z +wl?+ |z — wl? = 2(]2 + [w]?),
(b) 1142w + |z —w]* = (1 + z) (1 + |w]?),
(c) 1 =20 = |z — w* = (L= [2*)(1 - w]?).

Podaj interpretacje geometryczng pierwszej tozsamosci.

9. Niech z,w € C, |z| = |w| = 11 zw # —1. Udowodnij, ze liczba 12 W

n jest rzeczywista.
Zw

n
10. Niech n € N. Jakie warto$ci moze przyjmowac suma Z ik?
k=0
1

g.

6z — 1
2+ 3iz

11. Niech z € C. Udowodnij, ze

< 1 wtedy i tylko wtedy, gdy |z] <

1
12. Niech z € C Udowodnij, ze |1+ z| > — lub |1 + 2%| > 1.

V2
13. Dane sa liczy zespolone u, v, w takie, ze v +v +w = 01 |u| = |v| = |w|. Udowodnij, ze
u? +v? +w? = 0.

1 2
m jest rzeczywista. Udowodnij, ze z € R lub
—z+4+z

14. Niech z € C i zalézmy, ze liczba

|z| = 1.

15. Niech z,y,2 € C, |z| = |y| = |2|] = a > 0 oraz x + y + z # 0. Udowodnij, ze

Ty + Yz + zx
r+y+z

16. Niech a > 0i M = {z € C | |z + 27! = a}. ZnajdZ najwicksza i najmniejsza wartosé
funkeji f : M — R danej wzorem f(z) = |z|.

17*. Niech z,y, z € C. Udowodnij, ze

) 24yl +ly+ 21" + |2+ 2 = 2+ [y]* + 2" + |z + y + 2[5

(i) |z +yl+ly+ 2zl + ]z + 2] < |2+ |y[ + [2] + v+ y + 2|,

18*. Rozwiaz w liczbach zespolonych réwnania

(@) |z|+|z—=1+|z2=2|+ |z —3]| =4,

() [z =z +1]| = |z + e = 1]|.

19%*. Niech n € N oraz z jest liczbg zespolong o module 1. Udowodnij, ze

nll+z| 4+ [T+ 22|+ [T+ 2°| + .. |1+ 22" + |1 + 2*" T > 2n.

20*. Niech z1,x9, ..., %0, Y1,Y2,---,Yn € C. Stosujac zasade indukcji (lub innym sposobem)
udowodnij tozsamosc¢ Lagrange’a:

n n n
(Z |9Ck:|2> (Z |yk|2> - Zfﬁkyk
k=1 k=1 k=1
Nastepnie udowodnij nierownosé Schwarza:
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21%*. Dane sa liczby zespolone z1, 2, . . ., 2, takie, ze |21] = |z2| = ... = |2,| > 0. Udowodnij, ze
ZA
Re D Y 2| =0
j=1k=1~k

wtedy i tylko wtedy, gdy

Z 2L = 0.
k=1

Postaé trygonometryczna liczby zespolonej

1. Zapisz liczby zespolone w postaci trygonometrycznej: (a) i, (b) 2 + 24, (¢) —1 + v/3i, (d)

_3212;.7 () (V3+ 1)+ (V3—1)i, (f) 24+ V3 +i.

2. Niech z = r-cisa i n,m € Z. Wyznacz posta¢ trygonometryczng liczby 2™ - Z".

3. Niech o« € [0,27). Wyznacz postaé trygonometryczna liczb: (a) sina + icosa,
: . 1+itga

b) 1 ina, 1+itga, (d) ————.

(b) 1+ cosa +isina, (c) 1+ itga, ( )1—ztga

4. Wyznacz wszystkie liczby zespolone z takie, ze

z  Z

-+

z

Z

5. Znajdz postaé¢ algebraiczna liczb (dla n € Z): (a) (1 + 428 (b) (1 + iV/3)",

o (tva) @ () 0 e

6. Znajdz postaé algebraiczna liczb (dla n € Z): (a)
(b) (1 —cos¢+ising)™ (c) (tgp + )"

7. Pokaz, ze kazda liczbe zespolong z # —1 taka, ze |z| = 1 mozna przedstawi¢ w postaci

coS ¢ + 18in ¢
cost) — i1sin)’

1+t
1—t

dla pewnego t € R.
. : o 1 1 . 1 1
8. Niech z = cisf. Pokaz, ze cos(nf) = — (z” + ) oraz sin(nf) = — (z” — )
2 2" 21 "
9*. Ile jest liczb naturalnych n mniejszych od 2018 i takich, ze dla kazdego o € R zachodzi
(sina + i cos @)™ = sin(na) + i cos(na)?
10. Ciagi liczb rzeczywistych x,, i y, spetiaja dla wszystkich n € N réwnodci (1 — iv/3)" =
Ty + Ynt. Oblicz T,Yn_1 — Tp_1Yp OTAZ TpTp_1 + YnYn_1 dlan =2,3,...
11. Wyraz cos(5z) i sin(5x) poprzez cosx i sinx oraz tg(5x) przez tgx
1+itga\" 1+ itg(na)
1 —itga) 1—itg(na)

12. Pokaz, ze (

13. Niech n € N. ZnajdZ wzor na sume »_(—1) .
>0 2k



14. Udowodnij tozsamogci:

n sin WFUZ g ne n sin VT giyy nw
kx) = 2 2 b in(kx) = 2 2
a) kE:o cos(kx) s (b) kEZI sin(kx) sz

15. Znajdz zwarte wzory dla sum:

(a) Y (=1)Fcos(kz),  (b) En:sirf(k:x), (c) En: k cos(kx), zn: ( ) cos(kx).

k=0 k=1 k=1 k=1
16*. Oblicz wartosci wyrazen:

(a) cos——i—cos—ﬁ+(:055—7T (b) (:osz—czos2—7r+cosg—7T
7 7 7’ 7 7 7’

(c) cosl+cos—ﬁ+cos5—w+cos7j+cosg—7r (d) cos 27 4 cos? 5—7T—|—(:os ﬁ
11 11 11 11 11’ 18 18 18

17*. Zat6zmy, ze cos a + cos 3 + cosy = sin « + sin # + siny = 0. Udowodnij, ze
(a) cos(2a) + cos(20) + cos(27y) = sin(2«) + sin(23) + sin(2y) = 0,

(b) 3cos(a+ B+ ) = cos(3a) + cos(303) + cos(37),

(c) 3sin(a+ [+ ) = sin(3a) + sin(33) + sin(37).

n—1 kO n
18%*. Niech 6 = Z. Oblicz sumy (a) ) cos(ik)’ b) Y cos(kf) - cos” 6.
im0 cost k=1

19%*. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n istnieje wielomian P € R[z] stopnia n taki,
7e cos(2na) = P(sin® ) dla kazdego o € R.
20*. Niech n € Ni z,y € R. Udowodnij tozsamo$¢

n

Z (Z) cos((n — k)x + ky) = (2 cos 2 ; y>n - COS n(m;y)

k=0

Pierwiastki zespolone i wielomiany
1. ZnajdZ postaé algebraiczna pierwiastkow stopnia 3 z jednosci (a) korzystajac z ich postaci
trygonometrycznej, (b) wyznaczajac x,y z réwnosci (z + yi)® = 1.

2. Naszkicuj na ptaszezyznie Gaussa: (a) pierwiastki z jednosci stopnia 3,4, 6,8; (b) pierwiastki
stopnia 3 1 4 z liczby —1, (c) pierwiastki stopnia 3 z liczby 8.

3. Wyznacz liczbe pierwiastkéw e z jedynki stopnia 600 takich, ze €$ = 1.
4. Oblicz sume i iloczyn wszystkich pierwiastkow z jednosci stopnia n.

5. Wyznacz zespolone pierwiastki trojmianow

(a) 22 —2z+5,

(b) 2%+ 4iz — 3,

(c) 22+ (20 —T)z+ 13 —1i.

6. Oblicz cos— sm— cos ¢, sin ¢

7. Niechn € N, n > 21 ep,e1,...,6,_1 Oznaczajg wszystkie zespolone pierwiastki z jednosci
stopnia n. Pokaz, ze dla dowolnej liczby z € C zachodzi réwnosé

2 n—1
= =) Re(exz) - &
o



8. Niech p € C[z], p(2) = 2" + an_12""' + ... + ag. Udowodnij réwnowaznos¢ warunkow:
(i) wspotezynniki ag, ..., a,_1 sa liczbami rzeczywistymi,
(ii) jezeli z € C1ip(z) =0, to takze p(z) = 0.

9. Udowodnij, ze kazdy wielomian o wspotczynnikach rzeczywistych jest iloczynem wielomia-
néw nierozktadalnych o wspoétezynnikach rzeczywistych stopnia 1 lub 2 i rozktad ten jest jedno-
znaczny z doktadnoscia do mnozenia jego czynnikéw przez wielomiany odwracalne (czyli liczby
rzeczywiste rézne od 0).

10. Udowodnij twierdzenie o rownosci wielomianéw dla wielomianéw o wspotezynnikach zespo-
lonych.

11. Dla jakich a € R wielomian p(z) = 23+ (3+1)2?> — 32 — (a + 1) ma pierwiastek rzeczywisty?
12. Wyznacz wszystkie zespolone rozwigzania z réwnania

(a) 81(z +1)* = [2[%,

(b) (z+2)° =(2—2)".

13. Czy wielomian 2298 + 22917 + 4+ 2 + 1 moze by¢ kwadratem innego wielomianu o wspo6l-
czynnikach zespolonych?

14. Niech p,q € C, q¢ # 0 i zalézmy, ze pierwiastki tréjmianu kwadratowego 2% + pz + ¢* maja
réwne moduly. Udowodnij, ze p/q € R.

15. Niech a,b,c € C i |a| = |b] = |c| # 0 i zaldézmy, ze trojmian az? + bz + ¢ ma pierwiastek o
module 1. Pokaz, ze b* = ac.

16. Niech €g, ¢4, ..., e,_1 oznaczaja wszystkie pierwiastki stopnia n z jednosci. Oblicz wartosci
wyrazen

(a) ek +eb+... +&kF |, gdzie k € Z,

n—1»

(b) (i4+eo0)(i+e1)...(i+en1),

(© > ejEw

0<j<k<n—1

17*. Rozwigz w liczbach zespolonych uktady réwnan

u+v+w=0 W+l +w=6
(a)du? +v* +w? =0 (b) { u? +v° + w® = uvow — 4
W+t wr =24 uv + vw + wu = —3

18. Dla jakich n € N wielomian 2 + x + 1 jest dzielnikiem wielomianu
(a) 22" + 2" + 1,
(b) (x+1)"+a™+17

19%*. Rozstrzygnij, dla jakich liczb catkowitych n réwnanie |z — (1 4 4)"| = z ma rozwiazanie
zespolone.

20. Niech p(z) = a,2"+...+a1z+ag, przy czym ag > ay ... > a, > 0. Udowodnij, ze wielomian
p nie ma pierwiastkow zespolonych o module mniejszym od 1.

21*. Powiemy, ze pierwiastek stopnia n z jednosci €, jest pierwiastkiem pierwotnym, jezeli €,
nie jest pierwiastkiem z jednosci stopnia nizszego niz n. Przez pu(n) oznaczamy sume pierwiast-
kéw pierwotnych z jednosci stopnia n (jest to tzw. funkcja Mobiusa).

>



(a) Udowodnij, ze &, jest pierwiastkiem pierwotnym wtedy i tylko wtedy, gdy liczby n i m sa

wzglednie pierwsze.

.o . 2
Udowodnij, ze ey, €5, - - -,

e to wszystkie pierwiastki z jednosci stopnia n.

Udowodnij, ze ,, tez jest pierwiastkiem pierwotnym z jednosci stopnia n.
Wyznacz liczby pierwiastkow pierwotnych z jednosci stopni 15, 24 i 32.
Oblicz 1u(3), pu(6), p(12).

Udowodnij, ze jezeli liczby r i s sa wzglednie pierwsze, to € jest pierwiastkiem pierwotnym

z jedynki stopnia rs wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ jest iloczynem pierwiastka pierwotnego
stopnia r i pierwiastka pierwotnego stopnia s.

(g) * Niech k > 1 oznacza liczbe naturalng. Udowodnij, ze > p(n) = 0.

nlk

22*. Wykaz, ze liczba ( = (2+414)/(2—1) nie jest pierwiastkiem z jednosci jakiegokolwiek stopnia

mimo, ze |(| = 1.

23*. Liczby zespolone a, b sg pierwiastkami wielomianu z* + 23 — 1. Udowodnij, ze liczba ab
jest pierwiastkiem wielomianu 26 + 2% + 23 — 22 — 1.

24*. Udowodnij réwnosci

(a) Sinz-sinzr-...-sin(n_lhz n
n n n 2n-t
2 -1
(b) Sin%-sin%- -sin(nQn)W:;{ﬁl.

Zadania rézne

1. Oblicz (i zapisz wynik w postaci algebraicznej):

(1 _ i\/§)18

@) e

2

w (1- ﬁ‘)

1—1

© (W@fom‘

2. Liczby 21 1 29 83 réznymi zespolonymi rozwigzaniami réwnania

22— (1+2i)z—1+3i=0.

Wyznacz czes¢ rzeczywista i urojona liczby

1 1 2017
(S+2)
21 22

3. Niech ¢ = —L + Y3 i a,b,c € C. Pokaz, 7c
(a) (a+b)(a+be)(a+ be?) = a® + b2,
(b) (a+ be + c£?)(a + be? + cg) = a® + b* + ¢* — ab — bc — ca.

6



4. Niech a,b € Ci x to jeden z piarwiastkéw stopnia 2 z liczby a? — b?. Udowodnij, ze |a + x| +
la — x| =la+ b+ |a— 1|

5. Rozwiaz w liczbach zespolonych réwnania:

(a) |z| +2 =8+ 4,

(b) (z+i)t = (z =)' =0,

(c) 2%+ 3a|z| + a* = 0, gdzie a € R.

6. Oblicz pierwiastki zespolone wielomianéw:
(a) 22 —3z+3+1,
(b) 2%+ (1 +44)z — (5 +1),

)
)
(c) 2* — 221 + 4,
(d) z*+ (15 + 7i)2% + 8 — 54,
(e) 2% +42° —102* 4+ 422 + 1.
. Niech z € C. Udowodnij implikacje
a) |z| <1 = |22—z+i|<3,
b) 2] <2 = 1<[22-5|<
1 1 1
(c) R = 2 2
8. Niech n € N. Oblicz sume (’f) + (g) + (g) +
9. Niech z € C. Dla jakich liczb catkowitych n liczba (z + iZ)™ jest rzeczywista?

7
(
(

e(z) >1 =

10. Wyznacz wszystkie pary liczb zespolonych x,y, ktére sg rozwigzaniami uktadéw réwnan:
o+ y =32
(2) {12(x+y)+7:cy=0’
h) {(:ﬁ +1)(y* +1) =10
(@ +y)(ry—1)=3"
rT+yt+ay=7
(©) {:c2 +y? + oy =13
Odp: (a) =z = M,y = M lub na odwrét (podstawienie v = =z + y,v = xy),

(b) (z,y) € {(2,1),(1,2),(0,-3),(=3,0), (1,-2), (-2, 1) (L4088 1 /Iyl /5 14 WIB)) (o) (2,y) €
{(1,3), (3, 1), (*% + i\éﬁ,fg — @)7 (—% — “/7 _5 + lr)}

11. Czy istnieje wielomian p € C[z] taki, ze degp > 11 p(z) = z dla kazdej liczby zespolonej z?
12. Dane sa liczby zespolone a, b, ¢ takie, ze |a| = |b| = |¢| > 0, natomiast liczba zespolona w

jest pierwiastkiem tréjmianu p(z) = az? + bz + c¢. Udowodnij, ze

\/5—1< <\/5+1.

5 Sl <




13*. Liczby zespolone z1, 29, 23, 24, 25 maja rowne moduly i spelniajg rownosci
L2 2 2 L2 L2
Z1+zot st azatas =2tz +25+2+2 =0.

Udowodnij, ze liczby te sg pierwiastkami stopnia 5 z pewnej liczby zespolonej.

14*. Niech a,b € C\ {0}. Udowodnij, ze wielomian p(z) = az® + bz% + bz + @ ma pierwiastek
o module 1.

Wskazéwka p(z) =0 = p(1/z) =0.

15%. Niech n € Nin > 3 oraz a € R\ {0}. Udowodnij, ze kazdy pierwiastek w wielomianu

p(z) = 2" + az + 1 taki, ze Im(w) # 0, spelnia oszacowanie

1

n
= .
wl" > —




