Imie i nazwisko: Numer albumu:

Geometria z algebra liniowa (Informatyka)

29-11-2019 — 1. kolokwium — cze$¢ teoretyczna

Maksymalny czas przewidziany na czes¢ teoretyczna to pierwsze 40 minut kolokwium. Po tym czasie arkusze z
odpowiedziami zostang zebrane. Odpowiedzi nalezy pisa¢ na arkuszu z pytaniami.

W kazdym zadaniu nalezy udziela¢ odpowiedzi TAK lub NIE, przy czym
e nawet jedna niepoprawna odpowiedZ oznacza 0 pkt. za cale zadanie, a w innym przypadku:
e dokladnie jedna poprawna odpowiedz to 1 pkt. za cale zadanie,
e dokladnie dwie poprawne odpowiedzi to 2 pkt. za cale zadanie,
e 3 poprawne odpowiedzi to 3 pkt. za cale zadanie.

1. Istnieje grupa (G, o, e), ktéra

ma doktadnie dwa elementy i nie jest abelowa;

ma doktadnie cztery elementy i jest abelowa;

L

ma nieskoniczenie wiele elementéw i nie jest abelowa.

2. Dla dowolnych liczb zespolonych z,w # 0
jedli 23 = w3, to 2z = w;

© 1 <
jesli 217 = w', to = =
w

wl \. gl

)

L

jesli Im (Z'7w'?) = 0, to Im (2""w'?) = 0.

3. Dane sa dwie macierze A, B takie, ze sg okreslone iloczyny AB i BA. Wynika z tego, ze
jest okredlona suma AB + BA;

jest okreslona suma AB + AT BT,

|1

jest okreslona suma AB + BT AT

4. Ktéry z ponizszych zbioréw jest podprzestrzenia liniowa w przestrzeni liniowej C%% nad ciatem C?

{AeCh6: A2 = [g);

{A € C%6 ¥V pecos AB = BA}.

L

5. Zbiér U jest podprzestrzenia liniowa w przestrzeni liniowej X nad cialem K oraz dim X = 5.
Wynika z tego, ze

istnieja wektory x1,x9, x3, x4 € X takie, ze U = span(x1, 2, r3, 24);

I:' istnieja wektory x1,x9, x3, x4, x5 € X takie, ze U = span(z1, xo, T3, T4, Ts5);

jesli istnieja wektory x1, xa, x3, 24 € X takie, ze U = span(z1,x2,x3,24), to U # X.




Geometria z algebra liniowa (Informatyka)

29-11-2019 — 1. kolokwium — zadania

Kazde zadanie nalezy rozwiazywaé¢ na oddzielnej kartce. Kazdag kartke prosze podpisaé¢ na
gorze imieniem, nazwiskiem, i numerem albumu.

Kazde zadanie bedzie oceniane w skali 0 - 10. Na ocene maja wplyw zaréwno poprawnosc¢
odpowiedzi jak i uzasadnienia formulowanych tez. W przypadku korzystania ze stwierdzen,
ktére nie zostaly podane na ¢wiczeniach, wyktadzie lub w rozdziatach 1 - 8 skryptu, nalezy
podac ich dowod.

1. Znajdz wszystkie liczby zespolone z spetliajace réwnanie

2[4 = (z+4)*.

2. Wyznacz wszystkie macierze X € R?3 takie, ze

1 10
X0 212[12 O].
01

—1

4 =3
-5 4

3. W przestrzeni liniowej R* nad cialem R dane sg podprzestrzenie liniowe
-1

U = span

W = {[m,m,m,m]T eRY: 20y + w9 — w3 + 14 :O}‘

(a) Wyznacz bazy podprzestrzeni U i W.

(b) Tle jest réznych podprzestrzeni liniowych V' C R?* takich, ze U C V C W? Uzasadnij
odpowiedz.

4. Dany jest wielomian P € Clz]:
P(2) = (2" 4+ 1)(2* - 1).

(a) Wyznacz liczbe réznych pierwiastkow zespolonych wielomianu P.

(b) Oblicz iloczyn wszystkich réznych pierwiastkow zespolonych wielomianu P.



Imie i nazwisko: Numer albumu:

Geometria z algebra liniowa (Informatyka)

09-01-2020 — 2. kolokwium — czes¢ teoretyczna

Maksymalny czas przewidziany na czesé teoretyczna to pierwsze 40 minut kolokwium. Po tym czasie arkusze z
odpowiedziami zostang zebrane. Odpowiedzi nalezy pisa¢ na arkuszu z pytaniami.

W kazdym zadaniu nalezy udziela¢ odpowiedzi TAK lub NIE, przy czym
e nawet jedna niepoprawna odpowiedZ oznacza 0 pkt. za cale zadanie, a w innym przypadku:
e doktadnie jedna poprawna odpowiedz to 1 pkt. za cale zadanie,
e doktadnie dwie poprawne odpowiedzi to 2 pkt. za cate zadanie,
e 3 poprawne odpowiedzi to 3 pkt. za cale zadanie.

1. X jest przestrzenig liniowa nad ciatem C wymiaru 10 i U,V C X sa podprzestrzeniami liniowymi
takimi, ze dimU = dim V' = 6. Woéwczas

X=U+V;

L]
| ] dm@nv)
L

jezeli dim(U NV) =4, to dim(U + V) = 8.

2. Dana jest macierz A € C>7 taka, ze rank(AT) = 4. Wynika z tego, ze

I:' dim(ker A)
L]

dim(ker A)
dim(ker AT) =

D

3. Macierz A € R™"™ jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy

] Vi (A7—0 = - 0)
[ ] Vier Joern 47 =7
I:' V Bernn ker B = ker(AB);

4. Uktad 3 rzeczywistych réwnan liniowych z 5 niewiadomymi nie moze by¢

sprzeczny;

niesprzeczny;

|1

oznaczony.

5. X 1Y sa przestrzeniami liniowymi nad cialem R, dim X = 10, dimY =81 f € L(X,Y). Wynika
z tego, ze

I:' f nie jest monomorfizmem;
I:' f nie jest epimorfizmem;
I:' jezeli dim(ker f) = 2, to f jest epimorfizmem.




Geometria z algebra liniowa (Informatyka)

09-01-2020 — 2. kolokwium — zadania

Kazde zadanie nalezy rozwiazywaé¢ na oddzielnej kartce. Kazda kartke prosze podpisaé¢ na
gorze imieniem, nazwiskiem i numerem albumu.

Kazde zadanie bedzie oceniane w skali 0 - 10. Na ocene maja wplyw zaréwno poprawnosé
odpowiedzi jak i uzasadnienia formulowanych tez. W przypadku korzystania ze stwierdzen,
ktore nie zostaty podane na ¢wiczeniach, wyktadzie lub w rozdziatach 1 - 8, 10 skryptu, nalezy
podac ich dowod.

1. W przestrzeni liniowej R|[x]3 nad cialem R dane sg podprzestrzenie liniowe
U = span(1, (1 — 2)?), oraz V. ={p € Rz]3 : p(0) = p(r) = 0},

gdzie r € R jest ustalong liczba. Wyznacz wszystkie wartodci r takie, ze R[z]s = U @ V.

2. Niech n > 31 ay,as,...,a, € C. Oblicz wyznacznik macierzy
a? (a;+1)? (a1 +2)* ... (a1 +n—1)>
A= CL% (CLQ + 1)2 ((12 + 2)2 e (CLQ +n— 1)2 c onn
az (a, +1)* (a,+2)> (an +n—1)
Rozstrzygnij dla jakich n > 31 a1, as, ..., a, € C macierz A jest nieosobliwa.
. 10 1 1]. . 9.9 99 .
3. Niech M = 9 1 —2 1|1 odwzorowanie f : R** — R** jest dane wzorem

fM%ﬂwwﬂ, dla A € R??.

(a) Wykaz, ze f € L(R*? R*?).

(b) Zapisz macierz przeksztatcenia f w bazie ([(1) 8] , [8 (1)] , l(l) 8] , lg ﬂ) przestrzeni
R22,

(¢) Wyznacz bazy przestrzeni ker f oraz imf.

4. Dla danej macierzy B € R?? rozwazamy przeksztalcenie liniowe Fp € L(R?*? R*?) dane
wzorem

A

EmM_B-b

] . dla A e R

Udowodnij, ze przeksztatcenie Fz jest epimorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy

R* = ker B @ span([1,0,1,0]%,[0, 1,0, 1]").



Imie i nazwisko: Numer albumu:

Egzamin z GAL-u (Informatyka) — 1. termin 28/01/2020

Czes¢ teoretyczna |

Instrukcja: Odpowiedzi nalezy pisa¢ na arkuszu z pytaniami.

W zadaniach 1-10 nalezy udziela¢ odpowiedzi TAK lub NIE, przy czym

e nawet jedna niepoprawna odpowiedz oznacza 0 pkt. za cale zadanie, a w innym przypadku:
e doktadnie jedna poprawna odpowiedz to 1 pkt za cale zadanie,

e doktadnie dwie poprawne odpowiedzi to 2 pkt za cate zadanie

e 3 poprawne odpowiedzi to 3 punktu za cale zadanie,

e brak odpowiedzi nie jest traktowany jako niepoprawna odpowiedz.

1. Dana jest liczba zespolona a =1 + V3. Wéwezas
istnieje liczba calkowita k taka, ze |a”| = 1;

k‘:i

32’

istnieje liczba calkowita k taka, ze a* +a@* = 0.

istnieje liczba calkowita k taka, ze |a

UL

2. Dany jest wielomian p € R[x] stopnia 5 taki, ze p(—1) = p(i) = 0. Wynika z tego, ze

p jest iloczynem 3 wielomianéw dodatniego stopnia z R[z];

p jest iloczynem 4 wielomianéw dodatniego stopnia z Rz];

L

p ma co najmniej 3 rézne pierwiastki zespolone.

3. Ktéry z podzbioréw jest podprzestrzenig liniowa w przestrzeni liniowej R%3 nad ciatem R?

I:' {A € R?3 : rank A < 2};

{A€R2’3:AAT = 12};
1 10
2,3 . AT _
{AER .[0 1 21 A 0}.

4. W przestrzeni liniowej R* dana jest podprzestrzen liniowa V = span([1,0,0,0]7,[0,1,0,0]”) i pod-
przestrzen W taka, ze R* = V @ W. Wéwczas

W = span ([0,0, 1,0]7,10,0,0, 1]T);

Il

-,

jesli W = span(a, b), to uktad [1,0,0,0]7,[0,1,0,0]7,a, b jest baza przestrzeni R?;

L

jesli A € R% iim A = V, to ker(AT) = span ([0,0, 1,07, 0,0,0, 1]T)

5. Macierz A € R™" jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy
dim(ker A) + dim(ker AT) = 0;
dim(ker A) + dim(im AT) = n;

L

macierz A jest podobna do macierzy I,;




. X 1Y sg przestrzeniami liniowymi skonczonego wymiaru nad cialem R i przeksztalcenie liniowe

f € L(X,Y) jest monomorfizmem. Wynika z tego, ze

|:| dim X < dimY

I:' jesli Wektory x1, 2,3 € X sa liniowo niezalezne, to wektory f(z1), f(x1 + z2 — x3),

f(x1) + f(x2 + x3) sa liniowo niezalezne;

I:' jesli wektory x1,x2,x3 € X sa liniowo niezalezne, to wektory f(x1), f(x1 + x2 + x3),
f(xz1) — f(x2 + x3) sa liniowo niezalezne.

. Ktore z podanych macierzy sa podobne?

bR
|

0 2/ o 1|’

(1 1 0] [1 10
|:|0101011.

001/ |00 1

. X jest przestrzenig liniowa nad cialem R wymiaru 3 i endomorfizm f € L(X) ma dokladnie dwie

rézne wartosci wlasne, obie rézne od 0. Wynika z tego, ze

I:' f jest epimorfizmem;
I:' f jest diagonalizowalny;
I:' f o f jest monomorfizmem.

2 1 0

. Macierz A= |1 1 —1] jest

0 -1 3
dodatnio okreslona;
nieujemnie okreslona;

nieokreslona.

L

10.

(X, (-,-)) jest przestrzenia euklidesowa, V' C X jest podprzestrzenia liniowa, Py € L(X) oznacza
rzut ortogonalny na podprzestrzen V oraz y € V. Wynika z tego, ze

jeslix € X, to (Py(x),y) = 0;
rank(Py) + dim(V+) = dim X;
jesliz € X \ {0} i Py(z) =0, to (z,y) # 0.

L




Imie i nazwisko: Numer albumu:

Egzamin z GAL-u (Informatyka) — 1. termin 28/01/2020

Czesc teoretyczna 11

1. (2 pkt) Podaj przyktady
(a) grupy abelowej majacej dokladnie 23 elementy:

(b) grupy nieabelowej majacej co najmniej 23 elementy:

2. (2 pkt) Niech z,w € C Wykaz, ze |z +w| < |z| + |w|.

3. (2 pkt) Zapisz w postaci trygonometrycznej wszystkie pierwiastki zespolone stopnia 4 z liczy ze-
spolonej 2v/2(1 — i).



4. (4 pkt.) Zalézmy, ze X jest przestrzenia liniowa nad cialem K, x,z1,...,2r € X oraz uklad

x1,...,T) jest liniowo niezalezny. Wykaz, ze nastepujace warunki sg réwnowazne:
(i) = € span(zx1,...,zL),
(ii) uktad x,z1,...,z jest liniowo zalezny.

5. (2 pkt.) Podaj definicje obrazu i jadra macierzy A € K™".

6. (3 pkt.) Dana jest macierz A € R3%24 taka, ze dim(ker A7) = 18. Wéwezas

dim(ker A) = dim(im A) = detzg(AAT) =



Imie i nazwisko: Numer albumu:

Egzamin z GAL-u (Informatyka) — 1. termin 28/01/2020

Czes¢ teoretyczna 111

1. (3 pkt.) Przeksztalcenie liniowe f € L(X,Y) jest izomorfizmem. Wykaz, ze f~! € L(Y, X).

2. (3 pkt.) Funkcjonaty liniowe ff, f5, f5 € (R[z]2)* tworza baze dualna do bazy 2% — 3, 322 — x + 2,
22% — bx przestrzeni R[x]s. Zapisz funkcjonal g*(p) = p/(1) (p € R[z]2) jako kombinacje liniowa
funkcjonaléw f1, f5, f3.



2 0 0
3. (3 pkt.) Wyznacz wartosci wlasne macierzy A= [5 3 —1|.
7T -1 2

4. (4 pkt.) Podaj definicje ortogonalnego ukladu wektoréw w przestrzeni z iloczynem skalarnym
(X, (-,-)). Udowodnij, ze kazdy ortogonalny uklad wektoréw jest liniowo niezalezny.

5. (2 pkt.) W przestrzeni euklidesowej (X, (-, -)) dany jest uklad ortonormalny w;, us, us oraz wektory
T = 2uy — 3ug + 4usz, y = —2uq + ugy — 2uz. Wowcezas

(2x,3y) =

122 + 3yl =



Egzamin z GAL-u (Informatyka) — 1. termin 28/01/2020

Zadania

Kazde zadanie nalezy rozwigzywac¢ na oddzielnej kartce. Kazda kartke prosze podpi-
sa¢ WIELKIMI LITERAMI na gérze imieniem, nazwiskiem i numerem albumu.

Kazde zadanie bedzie oceniane w skali 0 - 15. Na ocene maja wptyw zaréwno popraw-
nos¢ odpowiedzi jak i uzasadnienia formutowanych tez. W przypadku korzystania
ze stwierdzen, ktore nie zostaly podane na ¢wiczeniach, wyktadzie lub w skrypcie,
nalezy podac¢ ich dowdd.

ZADANIE 1. Liczba zespolona z # 0 spelnia réwnosc

) te) o

Dla danej liczby naturalnej n > 1 znajdz warto$¢ wyrazenia
1 1
(e ) (e )

ZADANIE 2. Rozstrzygnij dla jakich wartosci parametru a € R uktad rownan
liniowych

r1 + axs — Ty = 1
ary + 4xrs + axs = —1

ars —+ 4333 + ary = 1
—I + axrs + x4 = —1

jest (a) oznaczony, (b) niesprzeczny, (c) nieoznaczony.

ZADANIE 3. Endomorfizm f € L(R3?) jest dany wzorem

1 2331 — X9 — T3 i
f(f) = —|—x1 + 2332 — X3, dla ¥ = o .
3
—I] — T9 + 21‘3 T3

(a) (9 pkt.) Wykaz, ze endomorfizm f jest diagonalizowalny. Znajdz baze przestrzeni
R3, w ktérej macierz endomorfizmu f jest diagonalna i wyznacz te macierz.

(b) (6 pkt.) Wyznacz bazy obrazu i jadra dla endomorfizméw f oraz fo fo f.




ZADANIE 4.

(a) (2 pkt.) Wykaz, ze dla dowolnych wektoréw @, v € C" funkcja f* : C*" — C
dana wzorem

ff(A) =ua"Av, dlaAeC™
jest funkcjonalem liniowym na przestrzeni C™" nad ciatem C.
(b) (4 pkt.) Wykaz, ze jesli A € ker f*, to
vc€kerA lub  imAnNker(a’) # {0}.

(c) (9 pkt.) Zatézmy, ze wektory 1y, Us, . . ., U, tworza baze przestrzeni liniowej C"
nad ciatem C. Udowodnij, ze uktad funkcjonatéw

fi(A) = al Adj, gdzie AeC"™, 4,j=1,2,....n

i,J
jest baza przestrzeni (C™")*.

Wskazowka: Funkcjonaty z bazy dualnej do 4, s, ..., u, mozna przedstawi¢ jako
macierze z C'".

ZADANIE 5. Odwzorowanie ¢ : R[x|3 x R[z]3 — R jest dane wzorem
¢(p,q) = p(1)¢'(=1) + p(0)q(0) + p'(0)¢'(0) + p'(=1)q(1).
(a) (5 pkt.) Wykaz, ze ¢ jest forma dwuliniowa symetryczng na przestrzeni R[z]s.

(b) (10 pkt.) Rozstrzygnij, czy forma ¢ jest okreslona dodatnio, ujemnie, niedodat-
nio, nieujemnie, lub czy jest nieokreslona.

ZADANIE 6. W przestrzeni euklidesowej R* ze standardowym iloczynem skalar-
nym ((Z,7) = 27¢) dane s podprzestrzenie liniowe

X

—_

i
i

s
I

1] 10
0 |1
cx1+rs=x9+23=0,, Y =span 1 1o
0] (1

X

N

(a) (5 pkt.) Rozstrzygnij, czy sumy podprzestrzeni X +Y i X+ +Y sg proste i czy
sa réwne catej przestrzeni R*.

(b) (5 pkt.) Znajdz bazy ortogonalne przestrzeni X i X+,

(c) (5 pkt.) Oblicz rzuty ortogonalne wektora [1, —1,1, —1]7 na podprzestrzenie X,
X+iv+h




Imie i nazwisko: Numer albumu:

Egzamin z GAL-u (Informatyka) — 2. termin 18/02/2020

Czes¢ teoretyczna |

Instrukcja: Odpowiedzi nalezy pisa¢ na arkuszu z pytaniami.

W zadaniach 1-10 nalezy udziela¢ odpowiedzi TAK lub NIE, przy czym

e nawet jedna niepoprawna odpowiedz oznacza 0 pkt. za cale zadanie, a w innym przypadku:
e doktadnie jedna poprawna odpowiedz to 1 pkt za cale zadanie,

e doktadnie dwie poprawne odpowiedzi to 2 pkt za cate zadanie

e 3 poprawne odpowiedzi to 3 punkty za cale zadanie,

e brak odpowiedzi nie jest traktowany jako niepoprawna odpowiedz.

1. Niech (G, ¢, e) bedzie grupa, a,b,c € G oraz a o ¢ = e. Wynika z tego, ze

aob="boa;

(boc)o(aob) =bob;

L

jeSlicob=¢e, to b=a.

1
2. Liczba zespolona — (1 + 4) jest

V2

pierwiastkiem zespolonym z liczby 1;
pierwiastkiem zespolonym z liczby —i;

pierwiastkiem zespolonym z liczby cos § + isin g.

L

3. X jest przestrzenia liniowa nad cialem R i wektory z1, x9, 23, x4 sa liniowo niezalezne. Wéwczas

dim X > 4;

wektory x1 + x2,x2 + T3, %3 + T4, x4 + T1 sa liniowo zalezne;

L

wektory x1 + x9, 9 + T3, T3 + T4, T4 + 1 sa liniowo niezalezne.

4. X jest przestrzenig liniowa wymiaru 10 i VW C X sa podprzestrzeniami liniowymi takimi, ze
X =V +W. Wynika z tego, ze

dimV 4+ dim W = 10;
jesli VN W = {0}, to dimV + dim W = 10;

L

jesli dim V + dim W = 10, to VN W = {0}.

5. Macierze A, B € R™"™ sg nieosobliwe. Wynika z tego, ze
im (AB) = R™;
ker(A+ B) = {0};

L

im A = im B;




. Niech A € R™" oraz im A = span(uy, Us, .. ., Uy), gdzie Uy, Uz, ..., U € R". Wowczas

jesli k = n to macierz A jest nieosobliwa;
jesli k < m to macierz A jest osobliwa;

jesli macierz A jest nieosobliwa, to k = n.

L

X 1Y sg przestrzeniami liniowymi skoniczonego wymiaru nad ciatem R, dim X = 10, dimY =121
f e L(X,Y). Wynika z tego, ze

dim(im f) < dim Y

Il

dim(ker f) < dimY;

I:' f nie jest monomorfizmem.

. Macierze A, B € C™" s3 podobne. Wynika z tego, ze

im A = im B;
det, (A + 31,) = det,, (B + 31,);
rank(A?) = rank(B?).

L

. Macierz symetryczna A = [ai7j]§fj:1 € R™™ jest dodatnio okreslona. Wynika z tego, ze

det,,(A) > 0;

a1l +az2+ ... +apy > 0;

L

macierz A ma n réznych dodatnich wartosci wtasnych.

10.

—~

A, (-,+)) jest przestrzenia euklidesowa, z,y € X oraz ||z| = |ly|]| = 1. Wowczas
(z,y) < 1;
jesli (z,y) < 1, to dim X > 2;

(z,y) # 0.

L




Imie i nazwisko: Numer albumu:

Egzamin z GAL-u (Informatyka) — 2. termin 18/02/2020

Czesc teoretyczna 11

1. (2 pkt) Czy zbiér liczb zespolonych {a + bi € C : a,b € Z,a® + b*> # 0} jest grupa z dzialaniem
mnozenia liczb zespolonych? Uzasadnij odpowiedz.

2. (2 pkt) Zapisz w postaci trygonometrycznej wszystkie pierwiastki zespolone stopnia 5 z liczby —32.

3. (3 pkt) Niech p € R]z] bedzie wielomianem zmiennej zespolonej z o wspo6tezynnikach rzeczywistych
i p(z0) = 0 dla pewnej liczby zespolonej zp. Wykaz, ze p(Zg) = 0.



4. (2 pkt.) Podaj definicje bazy i wymiaru przestrzeni liniowej X nad cialem K

5. (4 pkt.) Zalézmy, ze X jest przestrzenia liniowa nad cialem K i zq,29,...,2, € X. Wykaz, ze
nastepujace warunki sa rownowazne:
(i) Uklad z1,...,z, jest baza przestrzeni X.

(ii) Dla kazdego x € X istnieja jednoznacznie wyznaczone skalary a1, ..., a, z ciala K takie, ze
Tr=o1r1 + 029+ ... +a,Ty.

6. (2 pkt.) X jest przestrzenig liniowa wymiaru 7, U,V C X to podprzestrzenie liniowe takie, ze
X =U+V oraz dimU = dim V = 5. Jakie wartosci moze przyja¢ dim(U NV)?
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1. (4 pkt.) Zalézmy, ze A € K"™" dimker A = k i uklad wektoréw iy, ..., U, € K" jest baza pod-
przestrzeni ker A. Uktad ten uzupelniamy wektorami y.1,...,%, do bazy calej przestrzeni K.
Wykaz, ze uktad n — k wektoréw

Uks1 = Atgg1, ..., Yo = At, € K"

jest bazg podprzestrzeni im A.

2. (4 pkt.) Wykaz, ze niesprzeczny uktad réwnan liniowych AZ = b jest oznaczony wtedy i tylko
wtedy, gdy ker A = {0}.



3. (2 pkt.) Przeksztalcenie liniowe f € L(R[z]3,R3) spetnia warunki: f(1+ z) = 0, f(1 + 2?) =
f(1—z?), f(®) = [1,1,1)7. Wyznacz f(1 4z + 2% + 23).

2 1 3
4. (2 pkt.) Rozstrzygnij, czy macierz symetryczna A = |1 —1 2| jest dodatnio lub ujemnie okre-
3 2 4
Slona. Uzasadnij odpowiedz.
—1

5. (3 pkt.) Wyznacz wektory i wartosci wlasne macierzy A =

o N O
N W O
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Zadania

Kazde zadanie nalezy rozwigzywac¢ na oddzielnej kartce. Kazdg kartke prosze pod-
pisa¢ na gorze imieniem, nazwiskiem i numerem albumu.

Kazde zadanie bedzie oceniane w skali 0 - 15. Na ocene maja wptyw zaréwno popraw-
nos¢ odpowiedzi jak i uzasadnienia formutowanych tez. W przypadku korzystania
ze stwierdzen, ktore nie zostaly podane na ¢wiczeniach, wyktadzie lub w skrypcie,
nalezy poda¢ ich dowdd.

ZADANIE 1. Rézne liczby zespolone zq, 29, 23, 24 sa pierwiastkami wielomianu
2+ azd + b22 4 cz + d, gdzie a, b, c,d € R, przy czym

|21] = |22 = |z3] = |24] =1 oraz Im(z; — 29) = Im(z3 — 24) = 0.

Udowodnij, ze a =c=0,d =1 oraz —2 < b < 2.

ZADANIE 2. Rozstrzygnij dla jakich wartosci parametréw a, b € R uktad rownan
liniowych

rT + Ty + X3 + Ty = b
r1 + axre + axs + ary = 1
ary + arys + axrs — x4 = —1
r1 — X9 + x3 — x4 = —b

jest (a) oznaczony, (b) niesprzeczny, (c¢) nieoznaczony.

ZADANIE 3. Endomorfizm F' € L(R|x]3) jest dany wzorem
F(p)(x) =p'(=1)+9'(0) -2 — p'(0) - 2* + p/(1) - 2%, gdzie x € R.
(a) (8 pkt.) Wyznacz bazy obrazu i jadra endomorfizmu F'.
(b) (7 pkt.) Rozstrzygnij, czy endomorfizmy F' oraz F o F sa diagonalizowalne.




ZADANIE 4.

Dana jest macierz

1 2 3 -1
-2 3 1 =5 44
A_31426R.

2 -1 1 3

(a) (5 pkt.) ZnajdZ baze podprzestrzeni imA C R* i uzupehij ja do bazy calej
przestrzeni R*.

(b) (5 pkt.) Zapisz funkcjonal liniowy g* € (R*)* dany wzorem
g (%) = [1,1,1,1]7, gdzie 7 € R,

jako kombinacje liniowa funkcjonatéow fi, f3, £, fi € (RY)*, ktére tworza baze du-
alng do bazy przestrzeni R* wyznaczonej w podpunkcie (a).

(c) (5 pkt.) Rozstrzygnij, czy R* = imA @ ker A.

ZADANIE 5. Niech @ € R" to ustalony wektor. Odwzorowanie ¢ : R™"xR™" — R

jest dane wzorem

¢(A, B) = i AT B, gdzie A, B € R™",
(a) (5 pkt.) Wykaz, ze ¢ jest forma dwuliniowa symetryczng na przestrzeni R™".
(b)

(c) (5 pkt) Niech A € R™". Wykaz, ze ¢p(A, A) > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
u ¢ ker

(5 pkt.) Udowodnij, ze forma ¢ jest nieujemnie okreslona.

ZADANIE 6. W przestrzeni euklidesowej R ze standardowym iloczynem skalar-
nym ((Z,7) = Z7¢) dana jest podprzestrzen liniowa
V={ZcR’:w +ao+23=209— 23 +24 =23+ 24 + 25 =0},
gdzie T = |21, 29, 13, 74, 5)7 .
(a) (8 pkt.) Znajdz baze ortogonalng podprzestrzeni V-+.

(b) (7 pkt.) Oblicz rzuty ortogonalne wektora @ = [3, —1, 1,5, 3] na podprzestrzenie
Vive,




