
ImiÍ i nazwisko: Numer albumu:

Geometria z algebrπ liniowπ (Informatyka)

22-11-2018 – 1. kolokwium – czÍúÊ teoretyczna

Maksymalny czas przewidziany na czÍúÊ teoretycznπ to pierwsze 40 minut kolokwium. Po tym czasie arkusze z

odpowiedziami zostanπ zebrane. Odpowiedzi naleøy pisaÊ na arkuszu z pytaniami.

W kaødym zadaniu naleøy udzielaÊ odpowiedzi TAK lub NIE, przy czym
• nawet jedna niepoprawna odpowiedü oznacza 0 pkt. za ca≥e zadanie, a w innym przypadku:
• dok≥adnie jedna poprawna odpowiedü to 1 pkt. za ca≥e zadanie,
• dok≥adnie dwie poprawne odpowiedzi to 2 pkt. za ca≥e zadanie,
• 3 poprawne odpowiedzi to 3 pkt. za ca≥e zadanie.

1. Liczby u0, u1, . . . , u2017 to róøne zespolone pierwiastki z 1 stopnia 2018. Wówczas

wúród liczb u0, u1, . . . , u2017 jest liczba o zerowej czÍsci rzeczywistej;

wúród liczb u0, u1, . . . , u2017 jest liczba o zerowej czÍsci urojonej;

liczby u20, u
2
1, . . . , u

2
2017 sπ wszystkie róøne.

2. Wielomian p(x) œ R[x] jest stopnia 4 i ma pierwiastek zespolony ≠1 + i. Wynika z tego, øe
wielomian p ma dwa róøne pierwiastki rzeczywiste;

wielomian p ma dwa róøne pierwiastki zespolone;

wielomian p ma trzy róøne pierwiastki zespolone.

3. X jest przestrzeniπ liniowπ nad cia≥em K i x1, x2, . . . , x10 œ X. Wynika z tego, øe
jeøeli x10 œ span(x1, x2, . . . , x10), to uk≥ad x1, x2, . . . , x10 jest liniowo zaleøny;

jeøeli uk≥ad x1, x2, . . . , x10 jest liniowo zaleøny, to x10 œ span(x1, x2, . . . , x10);

jeøeli uk≥ad x1, x2, . . . , x10 jest liniowo niezaleøny, to x10 /œ span(x1, x2, . . . , x9).

4. Wymiar przestrzeni liniowej X jest równy 10. Wówczas

dowolne 10 róønych niezerowych wektorów z przestrzeni X jest bazπ tej przestrzeni;

dowolna baza przestrzeni X sk≥ada siÍ z 10 róønych niezerowych wektorów;

jeøeli x1, x2, . . . , xk œ X i X = span(x1, x2, . . . , xk), to k ˇ 10.

5. X jest przestrzeniπ liniowπ i Y,Z µ X sπ podprzestrzeniami liniowymi. Wówczas
Y fi Z jest podprzestrzeniπ liniowπ w X;

Y fl Z jest podprzestrzeniπ liniowπ w X;

0 œ Y fl Z.

Pawel Bechler




Geometria z algebrπ liniowπ (Informatyka)

22-11-2018 – 1. kolokwium – zadania

Kaøde zadanie naleøy rozwiπzywaÊ na oddzielnej kartce. Kaødπ kartkÍ proszÍ podpisaÊ na
górze imieniem, nazwiskiem, i numerem albumu.

Kaøde zadanie bÍdzie oceniane w skali 0 - 10. Na ocenÍ majπ wp≥yw zarówno poprawnoúÊ
odpowiedzi jak i uzasadnienia formu≥owanych tez. W przypadku korzystania ze stwierdzeÒ,
które nie zosta≥y podane na Êwiczeniach, wyk≥adzie lub w rozdzia≥ach 1 - 5 skryptu, naleøy
podaÊ ich dowód.

1. W zbiorze A = Q◊Q wszystkich par uporzπdkowanych liczb wymiernych okreúlono dzia≥anie
dwuargumentowe

(a, b) ú (c, d) = (a+ c+ 1, 2bd), a, b, c, d œ Q.
(a) (2 pkt.) Wyznacz element neutralny (u, v) œ A tego dzia≥ania.
(b) (8 pkt.) Znajdü najmniejszy (w sensie inkluzji) podzbiór B µ A taki, øe (A\B, ú, (u, v))
jest grupπ abelowπ. (Naleøy uzasadniÊ zarówno, øe znaleziony zbiór B jest najmniejszy,
jak i to, øe (A \B, ú, (u, v)) jest grupπ abelowπ.)

2. Znajdü wszystkie liczby zespolone z spe≥niajπce równanie

(|z|2 + iz)2 = 2i.

3. Dla n ˇ 2 dana jest macierz A = [ai,j]ni,j=1 œ Rn,n, przy czym

• ai,i = ai,n+1≠i = 1 dla i = 1, 2, . . . , n,
• ai,j = 0 w pozosta≥ych przypadkach,

tzn.

A =
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(a) (5 pkt.) Wyznacz macierz Ak dla k œ N.
(b) (5 pkt.) Dla kaødego k œ N rozstrzygnij, czy macierz Ak jest nieosobliwa.

4. W przestrzeni liniowej R3 nad cia≥em R jest dana podprzestrzeÒ liniowa
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Q

ca

S

WU
2
1
3

T

XV ,

S

WU
1
2
4

T

XV ,

S

WU
3
0
2

T

XV ,

S

WU
2
≠2
≠2

T

XV

R

db .

(a) (7 pkt.) Wyznacz bazÍ podprzestrzeni V i uzupe≥nij jπ do bazy ca≥ej przestrzeni R3.
(b) (3 pkt.) Zbadaj, dla jakich c œ R S

WU
1
1
c

T

XV œ V.



ImiÍ i nazwisko: Numer albumu:

Geometria z algebrπ liniowπ (Informatyka)

10-01-2019 – 2. kolokwium – czÍúÊ teoretyczna

Maksymalny czas przewidziany na czÍúÊ teoretycznπ to pierwsze 40 minut kolokwium. Po tym czasie arkusze z

odpowiedziami zostanπ zebrane. Odpowiedzi naleøy pisaÊ na arkuszu z pytaniami.

W kaødym zadaniu naleøy udzielaÊ odpowiedzi TAK lub NIE, przy czym
• nawet jedna niepoprawna odpowiedü oznacza 0 pkt. za ca≥e zadanie, a w innym przypadku:
• dok≥adnie jedna poprawna odpowiedü to 1 pkt. za ca≥e zadanie,
• dok≥adnie dwie poprawne odpowiedzi to 2 pkt. za ca≥e zadanie,
• 3 poprawne odpowiedzi to 3 pkt. za ca≥e zadanie.

Brak odpowiedzi nie jest interpretowany jako niepoprawna odpowiedü.

1. W przestrzeni liniowej X wymiaru 15 dane sπ podprzestrzenie U i V takie, øe dimU +dimV = 15.
Wynika z tego, øe

X = U ü V ;

jeøeli X = U + V , to U fl V = ÿ;

jeøeli (U fl V ) \ {0} ”= ÿ, to U + V ”= X.

2. Niech A œ C7,4, b̨ œ C7 i za≥óømy, øe uk≥ad równaÒ Ax̨ = b̨ jest oznaczony. Wynika z tego, øe
rank(AT ) = 4;

ker(A) = {0};

ker(AT ) = {0}.

3. Dane sπ dwie macierze A,B œ Rn,n takie, øe detn(A) = 10 i detn(AB) = detn(A2). Wynika z tego,
øe

AB = A2;

macierz BT jest odwracalna;

detn(BA2) > detn(BA).

4. (X, È·, ·Í) jest przestrzeniπ euklidesowπ, V µ X jest podprzestrzeniπ liniowπ i PV (x) oznacza rzut
ortogonalny wektora x œ X na podprzestrzeÒ V . Wynika z tego, øe

jeøeli PV (x) = 0 to x = 0;

jeøeli PV
!
PV (x)

"
= 0, to PV (x) = 0;

jeøeli PV
!
PV (x)

"
= x, to PV (x) = x.

5. Dane jest przekszta≥cenie liniowe F œ L(R[x]2,R[x]3). Wynika z tego, øe
dim(imF ) ˛ 3;

imF µ R[x]2;

jeøeli imF = R[x]2, to kerF = {0}.



Geometria z algebrπ liniowπ (Informatyka)

10-01-2019 – 2. kolokwium – zadania

Kaøde zadanie naleøy rozwiπzywaÊ na oddzielnej kartce. Kaødπ kartkÍ proszÍ podpisaÊ na
górze imieniem, nazwiskiem, i numerem albumu.

Kaøde zadanie bÍdzie oceniane w skali 0 - 10. Na ocenÍ majπ wp≥yw zarówno poprawnoúÊ

odpowiedzi jak i uzasadnienia formu≥owanych tez. W przypadku korzystania ze stwierdzeÒ,

które nie zosta≥y podane na Êwiczeniach, wyk≥adzie lub w rozdzia≥ach 1 - 10 skryptu, naleøy

podaÊ ich dowód.

1. Niech x œ R oraz

A =

S

WWWU

1 1 1

1 x 1

1 1 1

1 ≠x x

T

XXXV œ R4,3, B =

C
1 1 1 1

x 1 x ≠1

D

œ R2,4.

(a) Wykaø, øe R4 = imA+ kerB,
(b) Wyznacz wszystkie wartoúci parametru x takie, øe R4 = imAü kerB.

2. (a) Zbadaj, w zaleønoúci od wartoúci parametru a œ R, czy uk≥ad równaÒ
Y
_]

_[

a2x + ay + 2z = a+ 4
a2y + az = 2a

ax + a2z = 4a

z niewiadomymi x, y, z jest sprzeczny / niesprzeczny / oznaczony.

(b) Znajdü zbiór rozwiπzaÒ tego uk≥adu dla a = 0 i a = ≠1.

3. Niech È·, ·Í oznacza iloczyn skalarny okreúlony na przestrzeni liniowej R[x]3 nad cia≥em R
taki, øe wielomiany

p1(x) = 1, p2(x) = 1 + x, p3(x) = 1 + x+ x
2, p4(x) = 1 + x+ x

2
+ x3

tworzπ uk≥ad ortonormalny.

(a) Oblicz iloczyny skalarne Èxk, xlÍ dla k, l œ {0, 1, 2, 3}.
(b) Znajdü rzut ortogonalny wielomianu q(x) = x3 na podprzestrzeÒ span(x, x2).

4. Niech n œ N. Wyznacz

max

Ó
rank

1
(A+B)2

2
: A,B œ R2n,2n i rankA+ rankB ˛ n

Ô
.



ImiÍ i nazwisko: Numer albumu:

Egzamin z GAL-u (Informatyka) – 1. termin 04/02/2019

CzÍúÊ teoretyczna I
Instrukcja: Odpowiedzi naleøy pisaÊ na arkuszu z pytaniami.

W zadaniach 1-10 naleøy udzielaÊ odpowiedzi TAK lub NIE, przy czym

• nawet jedna niepoprawna odpowiedü oznacza 0 pkt. za ca≥e zadanie, a w innym przypadku:

• dok≥adnie jedna poprawna odpowiedü to 1 pkt za ca≥e zadanie,

• dok≥adnie dwie poprawne odpowiedzi to 2 pkt za ca≥e zadanie

• 3 poprawne odpowiedzi to 3 punktu za ca≥e zadanie,

• brak odpowiedzi nie jest traktowany jako niepoprawna odpowiedü.

1. Niech (G, ù, e) bÍdzie grupπ i a, b œ G. Wynika z tego, øe

(a ù b) ù (b ù a) = a ù (b ù b) ù a;

a ù (e ù b) = b ù (e ù a);

jeøeli a ù b = e, to (b ù b) ù (a ù a) = e.

2. Niech z œ C. Wynika z tego, øe

liczba (z · z2)2 + z4 · z2 jest rzeczywista;

liczba (z ≠ z)2 jest rzeczywista;

liczba (i · z)2 + (i · z)2 jest rzeczywista.

3. Które z poniøszych zbiorów sπ podprzestrzeniami liniowymi w przestrzeni liniowej R[t]?
{p œ R[t] : deg(pÕ) = 16};

{p œ R[t] : deg(p ¶ p) ˛ 16} (gdzie p ¶ p(t) = p(p(t)));

{p œ R[t] : pÕ(1 + t) + pÕ(1≠ t) = 0 dla kaødego t œ R}.

4. Niech A i B to macierze o rzeczywistych wspó≥czynnikach takie, øe AB œ R5,3. Wynika z tego, øe

rankA ˛ 3;

rankB ˛ 3;

rank(BTAT ) ˛ 3.

5. W przestrzeni liniowej X wymiaru 6 dane sπ trzy podprzestrzenie liniowe U, V,W takie, øe

dimU = 2 oraz U fl V = U flW = {0}. Wynika z tego, øe

dimV < 4;

dim(V flW ) < 4;

U fl (V +W ) = {0}.

1



6. (X, È·, ·Í) jest przestrzeniπ euklidesowπ, V µ X jest podprzestrzeniπ liniowπ i PV (x) oznacza rzut

ortogonalny wektora x œ X na podprzestrzeÒ V . Wówczas

ÎPV (x)Î2 = Èx, PV (x)Í;

jeøeli wektory x i PV (x) sπ liniowo zaleøne, to x œ V ;

jeøeli wektory x i PV (x) sπ liniowo niezaleøne, to x œ V ‹.

7. X i Y to przestrzenie liniowe nad cia≥em K, f œ L(X,Y ) i x1, x2, . . . , xn œ X. Wynika z tego, øe

jeøeli uk≥ad wektorów f(x1), f(x2), . . . , f(xn) œ Y jest liniowo niezaleøny, to wektory

x1, x2, . . . , xn sπ liniowo niezaleøne;

jeøeli Y = span(f(x1), f(x2), . . . , f(xn)), to X = span(x1, x2, . . . , xn);

jeøeli Y = span(f(x1), f(x2), . . . , f(xn)), to dimX ˇ dimY .

8. X jest przestrzeniπ liniowπ wymiaru 4, x1, x2, x3, x4 œ X, fú1 , f
ú
2 , f
ú
3 , f
ú
4 œ Xú oraz

fúi (xj) =

I
2 gdy i = j,
0 gdy i ”= j,

dla i, j = 1, 2, 3, 4.

Wówczas

span(fú1 , f
ú
2 , f
ú
3 , f
ú
4 ) = X

ú
,

uk≥ad x1, x2, x3, x4 jest liniowo niezaleøny,

jeøeli y œ X i fú1 (y) = f
ú
2 (y) = f

ú
3 (y) = f

ú
4 (y) = 0, to y = 0.

9. Macierze A = [ai,j ]ni,j=1, B = [bi,j ]
n
i,j=1 œ Cn,n sπ podobne. Wynika z tego, øe

ai,i = bi,i dla i = 1, 2, . . . , n;

rank
!
(A+ 2i · In)3

"
= rank

!
(B + 2i · In)3

"
;

jeøeli macierz A jest diagonalna, to macierz B teø jest diagonalna.

10. Macierz symetryczna A œ Rn,n jest dodatnio okreúlona. Wynika z tego, øe

rankA = n;

macierz A jest podobna do macierzy In;

macierz A≠1 jest symetryczna i dodatnio okreúlona.

2



ImiÍ i nazwisko: Numer albumu:

Egzamin z GAL-u (Informatyka) – 1. termin 04/02/2019

CzÍúÊ teoretyczna II

1. (2 pkt) Podaj definicjÍ grupy.

Odp:

2. (3 pkt) Za≥óømy, øe (G, ù, e) jest grupπ i x œ G. Wykaø, øe istnieje dok≥adnie jeden element y œ G
taki, øe x ù y = e i wówczas takøe y ù x = e.
Odp:

3. (2 pkt) Zapisz w postaci trygonometrycznej wszystkie pierwiastki zespolone stopnia 3 z liczby

zespolonej 8(cos(3) + i sin(3)).

Odp:

3



4. (2 pkt.) Niech p œ R[z] bÍdzie wielomianem zmiennej zespolonej z o wspó≥czynnikach rzeczywistych

i p(z0) = 0 dla pewnej liczby zespolonej z0. Wykaø, øe p(z0) = 0.

Odp:

5. (4 pkt.) X jest przestrzeniπ liniowπ nad cia≥em K. Niech x1, x2, . . . , xn œ X. Wykaø, øe nastÍpujπce

warunki sπ równowaøne:

(i) Uk≥ad x1, . . . , xn jest bazπ przestrzeni X.

(ii) Dla kaødego wektora x œ X istniejπ jednoznacznie wyznaczone skalary –1, . . . ,–n œ K takie,

øe

x = –1x1 + –2x2 + . . .+ –nxn.

Odp:

6. (2 pkt.) Dana jest macierz A œ R7,12 taka, øe dim(imA) = 5. Wówczas

dim(kerA) = rank(A) = dim(kerAT ) = rank(AT ) =

4



ImiÍ i nazwisko: Numer albumu:

Egzamin z GAL-u (Informatyka) – 1. termin 04/02/2019

CzÍúÊ teoretyczna III

1. (4 pkt.) Sformu≥uj i udowodnij twierdzenie Kroneckera - Capelliego.

Odp:

2. (2 pkt.) W przestrzeni euklidesowej (X, È·, ·Í) dany jest uk≥ad ortonormalny u1, u2, u3 oraz wektory

x = u1≠2u2+2u3, y = u1+3u2+2u3. Podaj normÍ rzutu ortogonalnego wektora y na podprzestrzeÒ

span(x).

Odp:

3. (2 pkt.) X jest przestrzeniπ liniowπ nad cia≥em C wymiaru 5. Wówczas

dim(L(Xú,C2,3)) = , dim(L(L(C, X), L(Xú,C))) = , dim((L(C[x]5, X))ú) =

5



4. (2 pkt.) Podaj definicje wartoúci w≥asnej i wektora w≥asnego endomorfizmu f œ L(X).
Odp:

5. (3 pkt.) Za≥óømy, øe ⁄1,⁄2 sπ dwiema róønymi wartoúciami w≥asnymi endomorfizmu f œ L(X) i

v1, v2 œ X to odpowiadajπce im wektory w≥asne. Udowodnij, øe wektory v1, v2 sπ liniowo niezaleøne.

Odp:

6. (2 pkt.) Czy macierz A =

S

U
3 ≠1 1
≠1 4 2
1 2 4

T

V jest dodatnio okreúlona? Uzasadnij odpowiedü.

Odp:

6



Egzamin z GAL-u (Informatyka) – 1. termin 04/02/2019
Zadania

Kaøde zadanie naleøy rozwiπzywaÊ na oddzielnej kartce. Kaødπ kartkÍ proszÍ podpisaÊ
WIELKIMI LITERAMI na górze imieniem, nazwiskiem i numerem albumu.
Kaøde zadanie bÍdzie oceniane w skali 0 - 15. Na ocenÍ majπ wp≥yw zarówno poprawnoúÊ
odpowiedzi jak i uzasadnienia formu≥owanych tez. W przypadku korzystania ze stwier-
dzeÒ, które nie zosta≥y podane na Êwiczeniach, wyk≥adzie lub w skrypcie, naleøy podaÊ
ich dowód.

ZADANIE 1. W przestrzeni liniowej C3,3 nad cia≥em C dana jest podprzestrzeÒ

X =
)
A œ C3,3 : A = AT

*
.

(a) (7 pkt.) Uzupe≥nij uk≥ad macierzy
S

U
0 1 0
1 0 1
0 1 0

T

V ,

S

U
1 0 1
0 0 0
1 0 0

T

V œ C3,3

do bazy podprzestrzeni X.
(b) (8 pkt.) Niech Y =

)
B œ C3,3 : ’AœX BA œ X

*
. Udowodnij, øe Y = span(I3).

ZADANIE 2. Dana jest macierz

A =

S

WU

1 2 7 0
3 1 6 5
≠2 0 ≠2 ≠4
5 ≠2 ≠1 12

T

XV œ R4,4.

(a) (8 pkt.) Wyznacz bazy przestrzeni im(A) oraz ker(A).
(b) (7 pkt.) Rozstrzygnij, czy R4 = im(A)ü im(AT ).

ZADANIE 3. Niech z œ C i

Az =

S

U
z z + 1 1
1 z z + 1
z + 1 1 z

T

V œ C3,3.

Rozstrzygnij, ile jest róønych liczb zespolonych z takich, øe det3
!
(Az)4

"
= 16.

ZADANIE 4. Dana jest macierz

A =

S

WU

2 1 0 0
1 2 0 0
0 0 4 ≠1
0 0 ≠1 4

T

XV œ R4,4.

(a) (7 pkt.) Dla x̨, y̨ œ R4 niech Èx̨, y̨ÍA = x̨TAy̨. Udowodnij, øe È·, ·ÍA jest iloczynem
skalarnym na przestrzeni liniowej R4 (nad cia≥em R).
(b) (8 pkt.) W przestrzeni euklidesowej (R4, È·, ·ÍA) dana jest podprzestrzeÒ liniowa

V = {x̨ œ R4 : x1 + x2 = x3 + x4 = 0}, x̨ = [x1, x2, x3, x4]T .

Wyznacz rzuty ortogonalne wektora y̨ = [1, 1, 1, 1]T na podprzestrzenie V i V ‹.
UWAGA: Iloczyn skalarny w podpunkcie (b) jest zdefiniowany w podpunkcie (a).

ZADANIE 5. Dla ustalonego wielomianu p œ R[x]2 odwzorowanie fúp : R[x]2 æ R jest
dane wzorem

fúp (q) = p(≠1)q(1) + p(0)q(0) + p(1)q(≠1), q œ R[x]2.

(a) (3 pkt.) Wykaø, øe fúp jest funkcjona≥em liniowym (czyli fúp œ (R[x]2)ú).
(b) (8 pkt.) Przekszta≥cenie F : R[x]2 æ (R[x]2)ú jest dane wzorem

F (p) = fúp , p œ R[x]2.

Wykaø, øe F œ L (R[x]2, (R[x]2)ú). Rozstrzygnij, czy F jest monomorfizmem i czy jest
epimorfizmem.
(c) (4 pkt.) Niech („ú1,„ú2,„ú3) to baza przestrzeni (R[x]2)ú dualna do bazy

(1, 1 + x, 1 + x+ x2)

i p(x) = 1 + x2. Wyznacz skalary –1,–2,–3 œ R takie, øe fúp = –1„ú1 + –2„ú2 + –3„ú3.

ZADANIE 6. Endomorfizm G œ L(R2,2) jest dany wzorem

G(M) =
5
2 3
0 2

6
·M, M œ R2,2,.

(a) (6 pkt.) Wyznacz macierz endomorfizmu G w bazie

E1,1 =
5
1 0
0 0

6
, E2,1 =

5
0 0
1 0

6
, E1,2 =

5
0 1
0 0

6
, E2,2 =

5
0 0
0 1

6
.

(PamiÍtaj o zachowaniu podanej kolejnoúci elementów bazy!)
(b) (9 pkt.) Wyznacz macierz Jordana i znajdü bazÍ Jordana endomorfizmu G.



ImiÍ i nazwisko: Numer albumu:

Egzamin z GAL-u (Informatyka) – 2. termin 19/02/2019

CzÍúÊ teoretyczna I
Instrukcja: Odpowiedzi naleøy pisaÊ na arkuszu z pytaniami.

W zadaniach 1-10 naleøy udzielaÊ odpowiedzi TAK lub NIE, przy czym

• nawet jedna niepoprawna odpowiedü oznacza 0 pkt. za ca≥e zadanie, a w innym przypadku:

• dok≥adnie jedna poprawna odpowiedü to 1 pkt za ca≥e zadanie,

• dok≥adnie dwie poprawne odpowiedzi to 2 pkt za ca≥e zadanie

• 3 poprawne odpowiedzi to 3 punkty za ca≥e zadanie,

• brak odpowiedzi nie jest traktowany jako niepoprawna odpowiedü.

1. Niech (G, ù, e) bÍdzie grupπ i a, b œ G. Wynika z tego, øe

((a ù e) ù (b ù a)) ù (b ù e) = (a ù b) ù (a ù b);

jeøeli a ù b = e to a ù b = b ù a;

jeøeli a ù b = b ù a, to a ù b = e.

2. Istnieje wielomian p œ R[x] stopnia 7 taki, øe p(2≠ i) = p(1 + 2i) = 0, który ma

dok≥adnie 2 róøne pierwiastki rzeczywiste;

dok≥adnie 3 róøne pierwiastki rzeczywiste;

dok≥adnie 4 róøne pierwiastki rzeczywiste.

3. W przestrzeni liniowej X wymiaru 15 dane sπ podprzestrzenie liniowe U, V,W takie, øe

dimU = dimV = dimW oraz X = U ü (V +W ). Wówczas

U fl V = {0};

V flW = {0};

W fl U = {0}.

4. Dana jest macierz A œ R10,7 taka, øe dim(ker(AT )) = 5. Wówczas

dim(kerA) = 5;

dim(imA) = 5;

dim(im (AT )) = 5.

5. Macierz A œ Rn,n jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy

ker(A)ü im (A) = Rn;

dim(ker(AAT )) = 0;

detn(AAT ) ”= 0.

1



6. (X, È·, ·Í) jest przestrzeniπ z iloczynem skalarnym i uk≥ad wektorów x1, x2, x3, x4 jest ortonormalny.

Wynika z tego, øe

wektory x1 + x2 ≠ x3 ≠ x4 i x1 ≠ x2 + x3 ≠ x4 sπ ortogonalne;

span
!
(x1, x2)‹

"
= span(x3, x4);

Îx1 + x2 + x3 + x4Î = Îx1 ≠ x2 ≠ x3 + x4Î.

7. X i Y to przestrzenie liniowe nad cia≥em C, f œ L(X,Y ) i x1, x2, . . . , xn œ X. Wynika z tego, øe

jeøeli wektory x1, x2, . . . , xn sπ liniowo niezaleøne, to wektory

f(x1), f(x2), . . . , f(xn) œ Y sπ liniowo niezaleøne;

jeøeli wektory x1, x2, . . . , xn sπ liniowo zaleøne, to wektory

f(x1), f(x2), . . . , f(xn) œ Y sπ liniowo zaleøne;

jeøeli X = span(x1, x2, . . . , xn), to im f = span(f(x1), f(x2), . . . , f(xn)).

8. Która z poniøszych funkcji okreúlona na przestrzeni liniowej R[x] jest elementem przestrzeni (R[x])ú?
g(p) = 2p(1)pÕ(0)≠ 3p(0)pÕ(1), gdzie p œ R[x];

f(p) = 2p(1)≠ 3pÕ(0), gdzie p œ R[x];

h(p) = (p ¶ p)(0), gdzie p œ R[x].

9. X jest przestrzeniπ liniowπ wymiaru 4, x1, x2, x3, x4 œ X, fú1 , f
ú
2 , f
ú
3 , f
ú
4 œ Xú oraz

fúi (xj) =

I
≠1 gdy i = j,
0 gdy i ”= j,

dla i, j = 1, 2, 3, 4.

Wówczas

X = span(x1, x1 + x2, x1 + x3, x1 + x4),

funkcjona≥y fú1 ≠ fú2 , fú2 ≠ fú3 , fú3 ≠ fú4 , fú4 ≠ fú1 sπ liniowo niezaleøne,

jeøeli gú œ Xú i gú(xi) = 0 dla i = 1, 2, 3, 4, to gú(x) = 0 dla kaødego x œ X.

10. Macierz A œ Rn,n jest symetryczna i rankA = n. Wynika z tego, øe

macierz A jest podobna do pewnej macierzy diagonalnej D œ Rn,n;

wielomian charakterystyczny macierzy A jest iloczynem czynników stopnia 1 o

rzeczywistych wspó≥czynnikach;

macierz A2 jest symetryczna i dodatnio okreúlona.
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ImiÍ i nazwisko: Numer albumu:

Egzamin z GAL-u (Informatyka) – 2. termin 19/02/2019

CzÍúÊ teoretyczna II

1. (2 pkt) Sformu≥uj zasadnicze twierdzenie algebry.

Odp:

2. (4 pkt) Niech z, w œ C. Wykaø, øe |z + w| ˛ |z|+ |w| oraz
--|z|≠ |w|

-- ˛ |z ≠ w|.
Odp:

3. (2 pkt) Zapisz w postaci trygonometrycznej wszystkie pierwiastki zespolone stopnia 4 z liczby

zespolonej 1≠ i.
Odp:
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4. (4 pkt.) Za≥óømy, øe U, V sπ podprzestrzeniami liniowymi przestrzeni liniowej X nad cia≥em K.

Wykaø, øe nastÍpujπce warunki sπ równowaøne

(i) U fl V = {0},
(ii) dla kaødego wektora x œ U + V wektory u œ U ,v œ V takie, øe x = u + v sπ wyznaczonej

jednoznacznie.

Odp:

5. (4 pkt.) Macierz A œ Rn,n jest nieosobliwa. Wykaø, øe imA = Rn i kerA = {0}.
Odp:
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ImiÍ i nazwisko: Numer albumu:

Egzamin z GAL-u (Informatyka) – 2. termin 19/02/2019

CzÍúÊ teoretyczna III

1. (2 pkt.) det4

S

WWU

1 1 0 4
3 2 ≠1 1
2 0 0 4
2 2 0 ≠2

T

XXV =

2. (2 pkt.) W przestrzeni euklidesowej (X, È·, ·Í) takiej, øe dimX = 9, dane sπ liniowo niezaleøne

wektory x, y, z. Wówczas

dim(span(x, y, z)‹) = ,dim((span(x+ y, x+ z)‹)‹) =

3. (3 pkt.) Udowodnij, øe kaødy ortogonalny uk≥ad wektorów w przestrzeni z iloczynem skalarnym

(X, È·, ·Í) jest liniowo niezaleøny.

Odp:
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4. (2 pkt.) Zapisz macierz przekszta≥cenia liniowego f œ L(R4,R[t]2) w bazach (ę1, ę2, ę3, ę4) i (1, t, t2),
jeøeli f jest dane wzorem f(x̨) = x1(1+t)+x2(1+t2)+x3(1≠t)+x4(1≠t2), gdzie x = [x1, x2, x3, x4]T .

Odp:

5. (2 pkt.) Wielomian charakterystyczny endomorfizmu f œ L(X) jest równy xn ≠ 1. Czy f jest

izomorfizmem? Uzasadnij odpowiedü.

Odp:

6. (3 pkt.) Czy macierze A =

S

U
1 0 0
0 2 1
0 1 2

T

V i B =

S

U
3 1 1
0 1 3
0 0 1

T

V sπ podobne? Uzasadnij odpowiedü.

Odp:
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Egzamin z GAL-u (Informatyka) – 2. termin 19/02/2019
Zadania

Kaøde zadanie naleøy rozwiπzywaÊ na oddzielnej kartce. Kaødπ kartkÍ proszÍ podpisaÊ

WIELKIMI LITERAMI na górze imieniem, nazwiskiem i numerem albumu.

Kaøde zadanie bÍdzie oceniane w skali 0 - 15. Na ocenÍ majπ wp≥yw zarówno poprawnoúÊ

odpowiedzi jak i uzasadnienia formu≥owanych tez. W przypadku korzystania ze stwier-

dzeÒ, które nie zosta≥y podane na Êwiczeniach, wyk≥adzie lub w skrypcie, naleøy podaÊ

ich dowód.

ZADANIE 1. Dla liczby ca≥kowitej n > 1 niech

un = cos
2fi
n
+ i sin

2fi
n
.

Rozstrzygnij, dla jakich wartoúci n liczba
un ≠ 1
|un ≠ 1|

jest zespolonym pierwiastkiem stopnia

n z liczby ≠1.

ZADANIE 2. Znajdü wszystkie pary liczb rzeczywistych (a, b) takie, øe uk≥ad równaÒ

Y
_]

_[

x1 + 2x2 = 1,
x1 + x2 + x3 = 0,
≠x1 ≠ 2x2 + ax3 = b+ 2,
≠x1 + x2 + bx3 = a+ 2.

(a) ma rozwiπzanie, (b) jest oznaczony.

ZADANIE 3. Dana jest macierz A = [ai,j ]ni,j=1 œ Rn,n taka, øe rankA = 1. Wykaø, øe

detn(A+ In) = a1,1 + a2,2 + . . .+ an,n + 1.

ZADANIE 4. W przestrzeni euklidesowej (R4, È·, ·Í), gdzie Èx̨, y̨Í = x̨T y̨ dla x̨, y̨ = R4,
dane sπ podprzestrzenie liniowe

V = span

Q

ca

S

WU

1
2
1
0

T

XV

R

db , W =

Y
_]

_[

S

WU

x1
x2
x3
x4

T

XV œ R4 : x2 ≠ x3 + x4 = x1 = 0

Z
_̂

_\

(a) (8 pkt.) Czy suma V ‹ +W‹ jest prosta?

(b) (7 pkt.) Czy R4 = V +W‹?

Odpowiedzi naleøy uzasadniÊ.

ZADANIE 5. Dane sπ macierze

A1 =
5
5 0
0 0

6
, A2 =

5
0 1
1 1

6
, A3 =

5
0 1
1 ≠1

6

(a) (5 pkt.) Pokaø, øe uk≥ad A1, A2, A3 jest bazπ przestrzeni liniowej

V = {A œ R2,2 : A = AT }.

(b) (5 pkt.) Wyznacz bazÍ (gú1 , gú2 , gú3) przestrzeni V ú dualnπ do bazy (A1, A2, A3).
(c) (5 pkt.) Funkcjona≥ liniowy fú œ V ú jest dany wzorem

fú
35
a b
b c

64
= 5a+ 6b+ 7c.

Znajdü liczby —1,—2,—3 œ R takie, øe fú = —1gú1 + —2gú2 + —3gú3 .

ZADANIE 6. Dana jest macierz

A =

S

WU

1 0 1 0
0 1 0 1
4 0 1 0
0 4 0 1

T

XV œ R4,4

i endomorfizm F œ L(R4) zdefiniowany wzorem F (x̨) = Ax̨ dla x̨ œ R4.
(a) (8 pkt.) Wyznacz wartoúci w≥asne i bazy podprzestrzeni w≥asnych endomorfizmu F .

(b) (7 pkt.) Znajdü wszystkie liczby rzeczywiste k takie, øe endomorfizm G œ L(R4) dany

wzorem

G(x̨) = F (F (x̨)) + kx̨, dla x œ R4,
nie jest izomorfizmem.


