Imie i nazwisko: Numer albumu:

Geometria z algebra liniowa (Informatyka)

22-11-2018 — 1. kolokwium — czes¢ teoretyczna

Maksymalny czas przewidziany na czesé teoretyczna to pierwsze 40 minut kolokwium. Po tym czasie arkusze z
odpowiedziami zostang zebrane. Odpowiedzi nalezy pisa¢ na arkuszu z pytaniami.

W kazdym zadaniu nalezy udziela¢ odpowiedzi TAK lub NIE, przy czym
e nawet jedna niepoprawna odpowiedz oznacza 0 pkt. za cale zadanie, a w innym przypadku:
e doktadnie jedna poprawna odpowiedz to 1 pkt. za cale zadanie,
e doktadnie dwie poprawne odpowiedzi to 2 pkt. za cate zadanie,
e 3 poprawne odpowiedzi to 3 pkt. za cale zadanie.

1. Liczby ug,uq,...,u17 to rozne zespolone pierwiastki z 1 stopnia 2018. Wéwczas

wsréd liczb wg, w1, . .., w2017 jest liczba o zerowej czesci rzeczywistej;
wérdd liczb ug, uy, . . ., ugg1y jest liczba o zerowej czesci urojonej;

liczby u3, u?, ..., u3y,; sa wszystkie rézne.

(z) € R[z] jest stopnia 4 i ma pierwiastek zespolony —1 + i. Wynika z tego, ze

wielomian p ma dwa roézne pierwiastki rzeczywiste;
wielomian p ma dwa rézne pierwiastki zespolone;

wielomian p ma trzy rézne pierwiastki zespolone.

0 |0

3. X jest przestrzenia liniowa nad ciatem K i z1,29,..., 210 € X. Wynika z tego, ze
I:' jezeli w19 € span(xy,x2,...,210), to uklad z1, 22, ..., z10 jest liniowo zalezny;
I:' jezeli uktad z1,x9,...,x19 jest liniowo zalezny, to x19 € span(z1,x2,...,Z10);
I:' jezeli uktad z1,z2,...,x10 jest liniowo niezalezny, to x19 ¢ span(zy,za,...,x9).

4. Wymiar przestrzeni liniowej X jest réwny 10. Wéwczas

dowolne 10 réznych niezerowych wektoréw z przestrzeni X jest baza tej przestrzeni;
dowolna baza przestrzeni X sktada si¢ z 10 réznych niezerowych wektorow;

jezeli w1, xa,...,xp € X 1 X = span(x1,x9,...,2%), to k > 10.

L

5. X jest przestrzenia liniowa i Y, Z C X sa podprzestrzeniami liniowymi. Wéwczas

Y U Z jest podprzestrzenia liniowa w X;
Y N Z jest podprzestrzenia liniowa w X;
0eYnZ.

L



Pawel Bechler



Geometria z algebra liniowa (Informatyka)

22-11-2018 — 1. kolokwium — zadania

Kazde zadanie nalezy rozwiazywaé¢ na oddzielnej kartce. Kazda kartke prosze podpisaé¢ na
gorze imieniem, nazwiskiem, i numerem albumu.

Kazde zadanie bedzie oceniane w skali 0 - 10. Na ocene maja wplyw zaréwno poprawnosc¢
odpowiedzi jak i uzasadnienia formulowanych tez. W przypadku korzystania ze stwierdzen,
ktore nie zostaly podane na ¢wiczeniach, wyktadzie lub w rozdziatach 1 - 5 skryptu, nalezy
podaé ich dowdd.

1. W zbiorze A = QxQ wszystkich par uporzadkowanych liczb wymiernych okreslono dziatanie
dwuargumentowe

(a,b) * (¢,d) = (a + ¢+ 1,2bd), a,b,c,d € Q.
(a) (2 pkt.) Wyznacz element neutralny (u,v) € A tego dziatania.
(b) (8 pkt.) Znajdz najmniejszy (w sensie inkluzji) podzbiér B C A taki, ze (A\ B, *, (u,v))

jest grupa abelowa. (Nalezy uzasadni¢ zaréwno, ze znaleziony zbiér B jest najmniejszy,
jak ito, ze (A\ B, %, (u,v)) jest grupa abelowa.)

2. Zmajdz wszystkie liczby zespolone z spelniajace réwnanie

(|2 +iz)? = 2i.

3. Dla n > 2 dana jest macierz A = [a;]7;—; € R™", przy czym

® (i, =Qint1—i=1dlat=1,2,...n,

e a;; = 0 w pozostatych przypadkach,

tzn.
1 0 . 01
01 ... 1
R e R™",
01 . 1 0
1 0 . 01

(a) (5 pkt.) Wyznacz macierz A* dla k € N.
(b) (5 pkt.) Dla kazdego k € N rozstrzygnij, czy macierz A* jest nieosobliwa.

4. W przestrzeni liniowej R? nad cialem R jest dana podprzestrzen liniowa
2 1 3 2
V =span | [1],]|2],|0],|—2
3 4 2 —2
(a) (7 pkt.) Wyznacz baze¢ podprzestrzeni V i uzupeknij ja do bazy calej przestrzeni R3.
(b) (3 pkt.) Zbadaj, dla jakich ¢ € R



Imie i nazwisko: Numer albumu:

Geometria z algebra liniowa (Informatyka)

10-01-2019 — 2. kolokwium — czes¢ teoretyczna

Maksymalny czas przewidziany na czesé teoretyczng to pierwsze 40 minut kolokwium. Po tym czasie arkusze z
odpowiedziami zostana zebrane. Odpowiedzi nalezy pisa¢ na arkuszu z pytaniami.

W kazdym zadaniu nalezy udziela¢ odpowiedzi TAK lub NIE, przy czym
e nawet jedna niepoprawna odpowiedZ oznacza 0 pkt. za cale zadanie, a w innym przypadku:
doktadnie jedna poprawna odpowiedz to 1 pkt. za cale zadanie,
doktadnie dwie poprawne odpowiedzi to 2 pkt. za cale zadanie,
3 poprawne odpowiedzi to 3 pkt. za cale zadanie.

Brak odpowiedzi nie jest interpretowany jako niepoprawna odpowiedz.

1. W przestrzeni liniowej X wymiaru 15 dane sa podprzestrzenie U i V takie, ze dimU +dim V = 15.
Wynika z tego, ze

X=UasV;
jezeli X =U+V,toUNV = ;
jezeli (UNV)\ {0} #0,to U+ V # X.

1

2. Niech A € C™4, beC'i zalézmy, ze uklad réwnan Ax = b jest oznaczony. Wynika z tego, ze
rank(AT) = 4;

ker(A) = {0};

ker(AT) = {0}.

L

3. Dane sa dwie macierze A, B € R™" takie, ze det,,(A) = 10 i det,(AB) = det,(A4%). Wynika z tego,

AB = A?;
macierz BT jest odwracalna;

det,, (BA?) > det,(BA).

1/

4. (X, (-,-)) jest przestrzenia euklidesowa, V' C X jest podprzestrzenia liniowa i Py (x) oznacza rzut
ortogonalny wektora x € X na podprzestrzen V. Wynika z tego, ze

jezeli Py(z) =0 to x = 0;
jezeli Py (Py(z)) =0, to Py(x) = 0;

1

jezeli Py (Py(z)) =, to Py(z) = .

5. Dane jest przeksztalcenie liniowe F' € L(R[z]2, R[z]3). Wynika z tego, ze
dim(im F') < 3;
im F' C Rlz]o;

1l

jezeli im F' = Rix]q, to ker F' = {0}.




Geometria z algebra liniowa (Informatyka)

10-01-2019 — 2. kolokwium — zadania.

Kazde zadanie nalezy rozwiazywaé¢ na oddzielnej kartce. Kazda kartke prosze podpisaé¢ na
gorze imieniem, nazwiskiem, i numerem albumu.

Kazde zadanie bedzie oceniane w skali 0 - 10. Na ocene maja wplyw zaréwno poprawnosc¢
odpowiedzi jak i uzasadnienia formulowanych tez. W przypadku korzystania ze stwierdzen,
ktore nie zostaly podane na ¢wiczeniach, wyktadzie lub w rozdziatach 1 - 10 skryptu, nalezy
podaé ich dowdd.

1. Niech z € R oraz

1 1 1
1z 1 43 11111 2.4
Af1 1 16R, B[xlx—I]ER'
1 —x =«

(a) Wykaz, ze R* = im A + ker B,

(b) Wyznacz wszystkie wartoéci parametru z takie, ze R? = im A @ ker B.

2. (a) Zbadaj, w zaleznosci od wartosci parametru a € R, czy ukltad réwnan

a’r + ay + 22 = a+4
ay + az 2a
ax + a’z = 4a

z niewiadomymi z, y, z jest sprzeczny / niesprzeczny / oznaczony.

(b) Znajdz zbiér rozwiazan tego uktadu dlaa =01ia = —1.
3. Niech (-,-) oznacza iloczyn skalarny okreslony na przestrzeni liniowej R[z]; nad cialem R
taki, ze wielomiany
pi(x) =1, po(w) =1+, pa(z)=1+z+2° pyfo)=1+a+a”+a’

tworza uktad ortonormalny.
(a) Oblicz iloczyny skalarne (z*, 2!) dla k,1 € {0,1,2,3}.

3

(b) Znajdz rzut ortogonalny wielomianu ¢q(x) = z* na podprzestrzen span(x, z?).

4. Niech n € N. Wyznacz

max {rank((A + B)Q) : A, B € R i rank A + rank B < n} :



Imie i nazwisko: Numer albumu:

Egzamin z GAL-u (Informatyka) — 1. termin 04/02/2019

Czes¢ teoretyczna |

Instrukcja: Odpowiedzi nalezy pisa¢ na arkuszu z pytaniami.

W zadaniach 1-10 nalezy udziela¢ odpowiedzi TAK lub NIE, przy czym

nawet jedna niepoprawna odpowiedZ oznacza 0 pkt. za cale zadanie, a w innym przypadku:
doktadnie jedna poprawna odpowiedz to 1 pkt za cale zadanie,

doktadnie dwie poprawne odpowiedzi to 2 pkt za cale zadanie

3 poprawne odpowiedzi to 3 punktu za cale zadanie,

brak odpowiedzi nie jest traktowany jako niepoprawna odpowiedz.

1. Niech (G, ¢, e) bedzie grupa i a,b € G. Wynika z tego, ze
(aob)o(boa)=ao(bob)oa;

ao(eob) =bo(eva);

L

jezeliaob=e, to (bob)o(avca)=ce.

2. Niech z € C. Wynika z tego, ze
liczba (2 -22)? 4 2% - 22 jest rzeczywista;

liczba (z — %)? jest rzeczywista;

L

liczba (i - 2)% + (i -Z)? jest rzeczywista.

3. Ktoére z ponizszych zbioréw sa podprzestrzeniami liniowymi w przestrzeni liniowej R[¢]?

[ ] tpeRlY: deg(p) = 16}
|| {peR[:deg(pop) <16} (gdzie po p(t) = p(p(t)));
I:' {peR[t]:p(1+1t)+p' (1 —1t) =0 dla kazdego ¢t € R}.

4. Niech A i B to macierze o rzeczywistych wspétczynnikach takie, ze AB € R®3. Wynika z tego, ze
rank A < 3;

rank B < 3;

L

rank(BT AT) < 3.

5. W przestrzeni liniowej X wymiaru 6 dane sa trzy podprzestrzenie liniowe U, V,W takie, ze
dimU =2oraz UNV =UNW = {0}. Wynika z tego, ze

dimV < 4;
dim(VNW) < 4;

L

Un(V+Ww)={0}.




. (X, (-,-)) jest przestrzenia euklidesowa, V C X jest podprzestrzenig liniowa i Py (z) oznacza rzut

ortogonalny wektora z € X na podprzestrzen V. Wéwczas
1Py (2)[|* = (x, Py (x));

jezeli wektory = i Py (x) sa liniowo zalezne, to z € V;

L

jezeli wektory x i Py (x) sa liniowo niezalezne, to x € V=+.

X 1Y to przestrzenie liniowe nad cialem K, f € L(X,Y) i z1,22,...,2, € X. Wynika z tego, ze
jezeli uktad wektoréw f(z1), f(x2),..., f(x,) € Y jest liniowo niezalezny, to wektory
T1,T2,...,Ty s3 liniowo niezalezne;

jezeli Y = span(f(x1), f(xz2),..., f(zn)), to X = span(x1,za,...,Tn);
jezeli Y = span(f(z1), f(z2),..., f(z,)), to dim X > dim Y.

]|

. X jest przestrzenia liniowa wymiaru 4, x1,x2, 23,24 € X, f{, f5, f3, fi € X* oraz

2 gdyi=y,

x;) = dlai, 7 =1,2,3,4.

z
|
S
g

span(f7, f3, f3, [1) = X7,
uktad z1, 9, x3, x4 jest liniowo niezalezny,

jezeliy € X i fi(y) = f5(y) = f3(y) = fi(y) =0, to y = 0.

= [ai ]} j=1, B = [bij]ij=1 € C™" sa podobne. Wynika z tego, Ze
Qi3 = bm‘ dla i = 1,2,...,n;
rank ((A + 2i - I,,)3) = rank((B + 2i - I,,)?);

jezeli macierz A jest diagonalna, to macierz B tez jest diagonalna.

UL

10.

Macierz symetryczna A € R™™ jest dodatnio okreslona. Wynika z tego, ze

rank A = n;
macierz A jest podobna do macierzy I;

macierz A~! jest symetryczna i dodatnio okreélona.

L




Imie i nazwisko: Numer albumu:

Egzamin z GAL-u (Informatyka) — 1. termin 04/02/2019

Czes¢ teoretyczna 11

1. (2 pkt) Podaj definicje grupy.
Odp:

2. (3 pkt) Zalézmy, ze (G, o, e) jest grupa i € G. Wykaz, ze istnieje dokladnie jeden element y € G
taki, ze x oy = e i wowczas takze yox = e.

Odp:

3. (2 pkt) Zapisz w postaci trygonometrycznej wszystkie pierwiastki zespolone stopnia 3 z liczby
zespolonej 8(cos(3) + isin(3)).

Odp:




4. (2 pkt.) Niech p € R][z] bedzie wielomianem zmiennej zespolonej z o wspdlczynnikach rzeczywistych
i p(z0) = 0 dla pewnej liczby zespolonej zy. Wykaz, ze p(zg) = 0.

Odp:

5. (4 pkt.) X jest przestrzenig liniowa nad cialem K. Niech x1, z9, ..., x, € X. Wykaz, ze nastepujace
warunki sg réwnowazne:

(i) Uktad z1,...,z, jest baza przestrzeni X.

(ii) Dla kazdego wektora z € X istnieja jednoznacznie wyznaczone skalary o, ..., a, € K takie,
7€
T =Q1T1 + T2+ ...+ apTy.

Odp:

6. (2 pkt.) Dana jest macierz A € R™!? taka, ze dim(im A) = 5. Wéwczas
dim(ker A) = rank(A) = dim(ker AT) = rank(AT) =




Imie i nazwisko: Numer albumu:

Egzamin z GAL-u (Informatyka) — 1. termin 04/02/2019

Czes¢ teoretyczna I11

1. (4 pkt.) Sformutuj i udowodnij twierdzenie Kroneckera - Capelliego.

Odp:

2. (2 pkt.) W przestrzeni euklidesowej (X, (-, -)) dany jest uktad ortonormalny u, ug, ug oraz wektory
T = u; —2uz+2us, y = u;+3uz+2u3. Podaj norme rzutu ortogonalnego wektora y na podprzestrzen

span(z).
Odp:

3. (2 pkt.) X jest przestrzenig liniowa nad cialem C wymiaru 5. Wéwczas
dim(L(X™*,C*%)) = , dim(L(L(C, X), L(X*,C))) = , dim((L(Clz]5, X))*) =




4. (2 pkt.) Podaj definicje wartosci wlasnej i wektora wlasnego endomorfizmu f € L(X).
Odp:

5. (3 pkt.) Zalézmy, ze A1, A2 sa dwiema réznymi wartosciami wlasnymi endomorfizmu f € L(X) i
v1,v2 € X to odpowiadajace im wektory wlasne. Udowodnij, ze wektory vy, vo sa liniowo niezalezne.

Odp:

3 -1 1
6. (2 pkt.) Czy macierz A= [-1 4 2] jest dodatnio okreslona? Uzasadnij odpowiedz.
1 2 4

Odp:



Egzamin z GAL-u (Informatyka) — 1. termin
Zadania

04,/02/2019

Kazde zadanie nalezy rozwiazywaé na oddzielnej kartce. Kazda kartke prosze podpisaé
WIELKIMI LITERAMI na gdérze imieniem, nazwiskiem i numerem albumu.

Kazde zadanie bedzie oceniane w skali 0 - 15. Na ocene maja wplyw zaréwno poprawnosé
odpowiedzi jak i uzasadnienia formulowanych tez. W przypadku korzystania ze stwier-
dzen, ktore nie zostaly podane na ¢wiczeniach, wykladzie lub w skrypcie, nalezy podaé
ich dowdd.

ZADANIE 1. W przestrzeni liniowej C33 nad cialem C dana jest podprzestrzen
X:{AE(Cg’B:A:AT}.

(a) (7 pkt.) Uzupelnij uktad macierzy

0 1 0] [1 0 1
1 0 1/,/0 0 o] ecC??
0 1 0/ |1 00

do bazy podprzestrzeni X.
(b) (8 pkt.) Niech Y = {B € C3® : V¥ gscx BA € X }. Udowodnij, ze Y = span([3).

ZADANIE 2. Dana jest macierz

1 2 7 0
3 1 6 )
-2 0 -2 -4
5 -2 -1 12

A= e R4,

(a) (8 pkt.) Wyznacz bazy przestrzeni im(A) oraz ker(A).
(b) (7 pkt.) Rozstrzygnij, czy R* = im(A) @ im(AT).

ZADANIE 3. Niech z € C i

z z+1 1
A, = 1 z z+1| e C33.
z4+1 1 z

Rozstrzygnij, ile jest réznych liczb zespolonych z takich, ze detg((AZ)4) = 16.

ZADANIE 4. Dana jest macierz

2 1 0 0
{12 0 0 »
A=lo 0 4 -1 <R
00 -1 4

(a) (7 pkt.) Dla &, i € R* niech (%, 7)a = ¥ Ajj. Udowodnij, ze (-,-)4 jest iloczynem
skalarnym na przestrzeni liniowej R* (nad ciatem R).

(b) (8 pkt.) W przestrzeni euklidesowej (R, (-,-) 4) dana jest podprzestrzen liniowa

V:{56R4:x1 + a9 = x3 + x4 = 0}, f:[a:th,mg,m]T.

Wyznacz rzuty ortogonalne wektora ¢ = [1,1,1,1]7 na podprzestrzenie V i V1.

) ) )

]T

UWAGA: Tloczyn skalarny w podpunkeie (b) jest zdefiniowany w podpunkcie (a).

ZADANIE 5. Dla ustalonego wielomianu p € R[z]; odwzorowanie f, : Rlz]a — R jest
dane wzorem

fp (@) = p(=1)q(1) + p(0)q(0) + p(1)g(=1), ¢ € Rlz,.

(a) (3 pkt.) Wykaz, ze f,; jest funkcjonatem liniowym (czyli f,; € (R[z]2)*).
(b) (8 pkt.) Przeksztalcenie F : Rlz]s — (R[z]2)* jest dane wzorem

F(p)=f,,

Wykaz, ze F € L (R[z]2, (R[z]2)*). Rozstrzygnij, czy F' jest monomorfizmem i czy jest
epimorfizmem.

(c) (4 pkt.) Niech (&7, ¢35, ¢3) to baza przestrzeni (R[z]2)* dualna do bazy

pE R[l‘]g

(1, 142, 1+ +2?)

i p(r) = 1+ 2. Wyznacz skalary ai, as, az € R takie, ze fo = 0107 + aads + a3,

ZADANIE 6. Endomorfizm G € L(R??) jest dany wzorem

2 3

G(M) = [0 2

] - M, M € R??,

(a) (6 pkt.) Wyznacz macierz endomorfizmu G w bazie

0 0 0 1 0 0
El,l = |:0 0:| ) E2,1 = |:1 0:| i E1,2 = |:O 0:| ) E2,2 = |:0 1:| .

(Pamietaj o zachowaniu podanej kolejnosci elementéw bazy!)

(b) (9 pkt.) Wyznacz macierz Jordana i znajdz baze Jordana endomorfizmu G.




Imie i nazwisko: Numer albumu:

Egzamin z GAL-u (Informatyka) — 2. termin 19/02/2019

Czes¢ teoretyczna |

Instrukcja: Odpowiedzi nalezy pisa¢ na arkuszu z pytaniami.

W zadaniach 1-10 nalezy udziela¢ odpowiedzi TAK lub NIE, przy czym

e nawet jedna niepoprawna odpowiedz oznacza 0 pkt. za cale zadanie, a w innym przypadku:
e doktadnie jedna poprawna odpowiedz to 1 pkt za cale zadanie,

e doktadnie dwie poprawne odpowiedzi to 2 pkt za cate zadanie

e 3 poprawne odpowiedzi to 3 punkty za cale zadanie,

e brak odpowiedzi nie jest traktowany jako niepoprawna odpowiedz.

1. Niech (G, ¢, e) bedzie grupa i a,b € G. Wynika z tego, ze
((ave)o(boa))o(boe)=(aob)o(aob);

jezeliaob=etoaob="boa;

L

jezeliaob=boa,toacob=c.

2. Istnieje wielomian p € R[z| stopnia 7 taki, ze p(2 — i) = p(1 + 2¢) = 0, ktéry ma

doktadnie 2 rézne pierwiastki rzeczywiste;
doktadnie 3 rézne pierwiastki rzeczywiste;

dokladnie 4 rézne pierwiastki rzeczywiste.

L

3. W przestrzeni liniowej X wymiaru 15 dane sa podprzestrzenie liniowe U,V,W takie, ze
dimU =dimV =dim W oraz X = U & (V + W). Wowczas

Unv ={0};
Vnw ={0};

L

W NU = {0}.

4. Dana jest macierz A € R'%7 taka, ze dim(ker(AT)) = 5. Wéwczas
dim(ker A) = 5;
dim(im A) = 5;

L

dim(im (AT)) = 5.

5. Macierz A € R™"™ jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy
ker(A) @ im (A) =R™;

dim(ker(AAT)) = 0;

det,, (AAT) #£ 0.

L




. (X, (-,-)) jest przestrzenia z iloczynem skalarnym i ukltad wektoréw x1, xo, 3, 4 jest ortonormalny.

Wynika z tego, ze

wektory &1 + x93 — 3 — x4 i 1 — T2 + T3 — T4 Sg ortogonalne;

span((x1, xg)J-) = span(z3, T4);

L

Hl‘l + 29 + x3 +CC4H = ||x1 — L9 — I3 +x4||.

X 1Y to przestrzenie liniowe nad ciatem C, f € L(X,Y) i z1,22,...,z, € X. Wynika z tego, ze
jezeli wektory x1,xs,..., T, sa liniowo niezalezne, to wektory

f(z1), f(z2),..., f(xn) € Y sa liniowo niezalezne;

jezeli wektory x1,x2, ..., 2, sa liniowo zalezne, to wektory

f(x1), f(x2),..., f(zy) €Y sa liniowo zalezne;

UL

jezeli X = span(xy,z2,...,%y,), to im f = span(f(x1), f(z2),..., f(xn)).

. Ktora z ponizszych funkcji okreslona na przestrzeni liniowej R[z] jest elementem przestrzeni (R[z])*?

g(p) = 2p(1)p'(0) — 3p(0)p'(1), gdzie p € Rz];
f(p) =2p(1) — 3p'(0), gdzie p € R[z];
h(p) = (p o p)(0), gdzie p € R[z].

L

. X jest przestrzenia liniowa wymiaru 4, x1,x2, 23,24 € X, f{, f5, f3, fi € X* oraz

i
fi*(xj):{ SYIZD i j=1,2,3,4.
0 gdyi#j,

Wowczas

X =span(z1,z1 + z2, 21 + 3,21 + Z4),

funkcjonaly fi — f5, f5 — f3, f3 — fi, fi — fi sa liniowo niezalezne,

L

jezeli g* € X* i g*(x;) =0dlai=1,2,3,4, to ¢g*(x) = 0 dla kazdego = € X.

10.

Macierz A € R™™ jest symetryczna i rank A = n. Wynika z tego, ze

macierz A jest podobna do pewnej macierzy diagonalnej D € R™";

wielomian charakterystyczny macierzy A jest iloczynem czynnikow stopnia 1 o
rzeczywistych wspotczynnikach;

macierz A? jest symetryczna i dodatnio okreslona.

] L




Imie i nazwisko: Numer albumu:

Egzamin z GAL-u (Informatyka) — 2. termin 19/02/2019

Czes¢ teoretyczna 11

1. (2 pkt) Sformutuj zasadnicze twierdzenie algebry.

Odp:

2. (4 pkt) Niech z,w € C. Wykaz, ze |z + w| < |z] + |w| oraz ||z] — |w]| < |z — w|.
Odp:

3. (2 pkt) Zapisz w postaci trygonometrycznej wszystkie pierwiastki zespolone stopnia 4 z liczby
zespolonej 1 — 4.

Odp:




4. (4 pkt.) Zalézmy, ze U,V sa podprzestrzeniami liniowymi przestrzeni liniowej X nad cialem K.
Wykaz, ze nastepujace warunki sa rownowazne

(i) UnV =A{0},
(ii) dla kazdego wektora x € U + V wektory u € U,w € V takie, ze * = u + v sa wyznaczonej
jednoznacznie.

Odp:

5. (4 pkt.) Macierz A € R™" jest nieosobliwa. Wykaz, ze im A = R™ i ker A = {0}.
Odp:




Imie i nazwisko: Numer albumu:

Egzamin z GAL-u (Informatyka) — 2. termin 19/02/2019

Czes¢ teoretyczna I11

11 0 4
32 -1 1

Lo@2pkt)dets |5 o o 4| =
2 2 0 -2

2. (2 pkt.) W przestrzeni euklidesowej (X, (-,-)) takiej, ze dim X = 9, dane sa liniowo niezalezne
wektory z,y, z. Wowczas

dim(span(z, y, 2)*) = ,dim((span(z 4y, + 2)*)+) =

3. (3 pkt.) Udowodnij, ze kazdy ortogonalny uklad wektoréw w przestrzeni z iloczynem skalarnym
(X, (-,-)) jest liniowo niezalezny.

Odp:




4. (2 pkt.) Zapisz macierz przeksztalcenia liniowego f € L(R* R[t]?) w bazach (€1, €3, €3, €1) i (1,,t2),
jezeli f jest dane wzorem f(%) = @1 (14+t)+ao(1+t2)+a3(1—t)+x4(1—12), gdzie z = [x1, v2, T3, 4] .

Odp:

5. (2 pkt.) Wielomian charakterystyczny endomorfizmu f € L(X) jest réwny 2™ — 1. Czy f jest
izomorfizmem? Uzasadnij odpowiedz.

Odp:

6. (3 pkt.) Czy macierze A = iB=

o O =
=N O
N = O
o O W
O = =
— o =

] sg podobne? Uzasadnij odpowiedz.

Odp:



Egzamin z GAL-u (Informatyka) — 2. termin
Zadania

19/02/2019

Kazde zadanie nalezy rozwiazywaé na oddzielnej kartce. Kazda kartke prosze podpisaé
WIELKIMI LITERAMI na gdérze imieniem, nazwiskiem i numerem albumu.

Kazde zadanie bedzie oceniane w skali 0 - 15. Na ocene maja wplyw zaréwno poprawnosé
odpowiedzi jak i uzasadnienia formulowanych tez. W przypadku korzystania ze stwier-
dzen, ktore nie zostaly podane na ¢wiczeniach, wykladzie lub w skrypcie, nalezy podaé
ich dowdd.

ZADANIE 1. Dla liczby caltkowitej n > 1 niech
2 .. 27w
Uy = COS — + 2SIn —.
n n

Up —

Rozstrzygnij, dla jakich wartosci n liczba ﬁ
Uy, —

jest zespolonym pierwiastkiem stopnia

n z liczby —1.

ZADANIE 2. Znajdz wszystkie pary liczb rzeczywistych (a, b) takie, ze uklad réwnan

T1 4+ 2@ = 1,

ry + To + r3 = 0,
—r1 — 222 + axz = b+ 2,
—x1 + X2 + bxy3 = a-+2.

(a) ma rozwiazanie, (b) jest oznaczony.

ZADANIE 3. Dana jest macierz A = [a; ;]{';_; € R™" taka, ze rank A = 1. Wykaz, ze

det,(A+1I,) = ai1 +ags+ ...+ ann + 1.

ZADANIE 4. W przestrzeni euklidesowej (R, (-, -)), gdzie (%, 7) = &1 dla 7,7 = R*,
dane sa podprzestrzenie liniowe

1 X
2 2 4
V = span 1 , W= ER* :x9g—ax3+a4=21=0
x3
O T4

(a) (8 pkt.) Czy suma V+ + W+ jest prosta?
(b) (7 pkt.) Czy R* =V + WL?

Odpowiedzi nalezy uzasadnic.

ZADANIE 5. Dane sa macierze

5 0 0 1 0 1
it ERE R ER Y
(a) (5 pkt.) Pokaz, ze uklad Ay, Ag, A3 jest baza przestrzeni liniowej
V={AcR>»?: A=A}

(b) (5 pkt.) Wyznacz baze (g7, 95, g5) przestrzeni V* dualna do bazy (A1, Ag, As).
(c) (5 pkt.) Funkcjonal liniowy f* € V* jest dany wzorem

I ([z iD = 5a + 6b + Tc.

Znajdz liczby [, B2, B3 € R takie, ze f* = (197 + B295 + [395.

ZADANIE 6. Dana jest macierz

A= € R4

OO =
~ oo
O = O =
_— o = O

i endomorfizm F € L(R?) zdefiniowany wzorem F(7) = A7 dla ¥ € R*.
(a) (8 pkt.) Wyznacz wartosci wlasne i bazy podprzestrzeni wlasnych endomorfizmu F.

(b) (7 pkt.) Znajdz wszystkie liczby rzeczywiste k takie, ze endomorfizm G € L(R*) dany
wzorem

G(Z) = F(F(Z)) + k%, dlazeR?,

nie jest izomorfizmem.




