Imie i nazwisko: Numer albumu:

Geometria z algebra liniowa (Informatyka)

24-11-2017 — 1. kolokwium — cze$¢ teoretyczna

Maksymalny czas przewidziany na czes¢ teoretyczng to pierwsze 40 minut kolokwium. Po tym czasie arkusze z
odpowiedziami zostana zebrane. Odpowiedzi nalezy pisa¢ na arkuszu z pytaniami.

W zadaniach 1 - 5 nalezy udziela¢ odpowiedz TAK lub NIE, przy czym
e nawet jedna niepoprawna odpowiedz oznacza 0 pkt. za cale zadanie, a w innym przypadku:
doktadnie jedna poprawna odpowiedz to 0,2 pkt. za cate zadanie,
dokladnie dwie poprawne odpowiedzi to 0,5 pkt. za cale zadanie,
3 poprawne odpowiedzi to 1 pkt. za cale zadanie.

1. Ktory z ponizszych podzbiorow C jest grupa z dzialaniem dodawania liczb zespolonych i 0 jako
elementem neutralnym

{z€C:Re(z) € Z};

| ] {zeC:Im(z) ez\{0}}

{z € C:Re(z) =0}.

|1

2. Niech z € C bedzie zespolonym pierwiastkiem z 1 pewnego stopnia. Wynika z tego, ze

1Z jest pierwiastkiem z 1 pewnego stopnia;

—2? jest pierwiastkiem z 1 pewnego stopnia;

L

z 4+ 1 jest pierwiastkiem z 1 pewnego stopnia.

3. Dany jest wielomian p € R[z| taki, ze p(i) = 01 p(0) # 0. Wynika z tego, ze

stopien wielomianu p jest réwny 2 lub wiecej;
istnieje wielomian ¢ € R[z| taki, ze p(x) = (x — i)q(z);

istnieje wielomian ¢ € R[xz] taki, ze p(z) = (2 + 1)q(x).

|1

4. W przestrzeni liniowej X dane sa liniowo zalezne wektory x,vy, z. Wynika z tego, ze

jeden z tych wektoréw jest kombinacjg liniowa dwdch pozostatych;

kazdy z tych wektoréw jest kombinacja liniowa dwdch pozostatych;

|1

dim(span(z,y, z)) = 2.

5. Dana jest macierz A € R%7. Wéwczas
jesli rank(A) = 4, to rank(A”T) = 4;

jesli dim(ker A) = 3, to dim(ker AT) = 3;

jest mozliwe, ze kolumny macierzy A sa liniowo niezalezne;

1l

CIAG DALSZY NA DRUGIEJ STRONIE KARTKI



2

1
z2

6. (1 pkt.) Liczba z € C jest pierwiastkiem stopnia 10 z liczby —i2'%°. Ile wynosi |2 i
Odp:

7. (1 pkt.) Sformuluj zasadnicze twierdzenie algebry.

Odp:

8. (1 pkt.) Przestrzen liniowa X nad cialem K ma baze ztozona z n wektoréw. Uzasadnij (nie odwolujac
sie do pojecia wymiaru przestrzeni liniowej), ze kazda inna baza przestrzeni X takze sklada sie z

n wektorow.

Odp:

9. (1 pkt.) Dane sa podprzestrzenie liniowe X,Y C C3* takie, ze dim(X NY) = 2, dimY = 6, oraz
C3* = X 4+ Y. Podaj, jakie wartoéci moze przyjmowaé¢ dim X ?

Odp:

10. (1 pkt.) Czy istnieje nieosobliwa macierz A € R'?12 taka, ze A'? = 0?7 Uzasadnij odpowiedz.



Geometria z algebra liniowa (Informatyka)

24-11-2017 — 1. kolokwium — zadania

Kazde zadanie nalezy rozwiazywaé na oddzielnej kartce. Kazda kartke prosze
podpisa¢ na goérze imieniem, nazwiskiem, i numerem albumu.

Kazde zadanie bedzie oceniane w skali 0 - 5. Na ocene maja wplyw zaréwno
poprawnos¢ odpowiedzi jak i uzasadnienia formulowanych tez. W przypadku
korzystania ze stwierdzen, ktére nie zostaly podane na ¢éwiczeniach, wykta-
dzie lub w rozdziatach 1 - 8 skryptu, nalezy podaé ich dowdd.

1. Dana jest liczba zespolona z taka, ze |z| = 1. Udowodnij, ze

241 -1
Re(z) = z 21_ oraz Im(z) = :

21z

2. Wektory @, 7, w € C?°17 sg liniowo niezalezne. Zbadaj, dla jakich wartosci
a € C wektory
ati + iU, a¥+iwW, oW+ iU

sg liniowo niezalezne.

3. W przestrzeni liniowej R[z]; (nad cialem R) dane sa podprzestrzenie
liniowe

U = {p € Rlz]s | p(2i) = p(1) = 0},
V={peRzly|Voer p(z)=p(—2)}

(a) Znajdz bazy podprzestrzeni UNV iU + V.
(b) Znajdz baze¢ podprzestrzeni W C R[z]4 takiej, ze R[z]y = (U+V)@W.

4. W przestrzeni liniowej R™" dany jest podzbiér
X ={AcR™ | & €ker(A—AT)}

(gdzie €1 = [1,0,...,0]T € R"). Pokaz, ze X jest podprzestrzenia liniowa
w R™"™ znajdz jej wymiar i wskaz baze.



Imie i nazwisko: Numer albumu:

Geometria z algebra liniowa (Informatyka)

12-01-2018 — 2. kolokwium — czes¢ teoretyczna

Maksymalny czas przewidziany na czesé teoretyczna to pierwsze 40 minut kolokwium. Po tym czasie arkusze z
odpowiedziami zostang zebrane. Odpowiedzi nalezy pisa¢ na arkuszu z pytaniami.

W zadaniach 1 - 5 nalezy udziela¢ odpowiedz TAK lub NIE, przy czym
e nawet jedna niepoprawna odpowiedZ oznacza 0 pkt. za cale zadanie, a w innym przypadku:
e doktadnie jedna poprawna odpowiedz to 0,2 pkt. za cale zadanie,
e doktadnie dwie poprawne odpowiedzi to 0,5 pkt. za cale zadanie,
e 3 poprawne odpowiedzi to 1 pkt. za cale zadanie.

1. Wszystkie wspétezynniki macierzy A € R™" sg liczbami calkowitymi. Wéwczas

)

L]
I:' jest mozliwe, ze det,,(A3) = 16;
L

jest mozliwe, ze det, A =

N | =

jezeli det,, A # 0, to wszystkie wspotczynniki macierzy A~! sg liczbami wymiernymi.

2. Wektory x,y w przestrzeni unitarnej (X, (-,-)) sa liniowo zalezne. Wynika z tego, ze

] @ =lall- Il
] Kl =2l -yl
[ ] @w#o

3. W przestrzeni z iloczynem skalarnym (X, (-,-)) wektory y1,y2,ys, ya uzyskano za pomoca ortogo-
nalizacj Grama - Schmidta z liniowo niezaleznego uktadu x1, xo, x3, z4. Wowczas

I:' uktad y1,y2,y3, y4 jest liniowo niezalezny;

span(y1,y2) = span(xy, r2);

|

span(ys, y4) C span(z1, z2)"

4. Niech f € L(R[z]3,R?). Woéwczas
I:' f nie moze byé¢ epimorfizmem;
I:' f nie moze by¢é monomorfizmem;
I:' f nie moze by¢ izomorfizmem.

5. Zalézmy, ze f jest funkcjonalem liniowym na przestrzeni liniowej X wymiaru n. Wynika z tego, ze

] dmm <
I:' dim(ker f) > n — 1;
I:' jeslin =1, to f jest izomorfizmem.

CIAG DALSZY NA DRUGIEJ STRONIE KARTKI



6. Niech A € C™"™, beCmi zalézmy, ze uklad réwnan Az = b jest oznaczony. Uzasadnij, ze m > n.
Odp:

7. Sformuluj podang na wyktadzie (i w skrypcie) definicje wyznacznika macierzy A = [a; ;] € K™".
Odp:

8. Podaj wymiar przestrzeni liniowej L(R?2, L(R?, (R[z]2)*)).
Odp:

9. W przestrzeni euklidesowej (X, (-,)) dane sa ortonormalne wektory w,v,w. Dla jakich a € R
wektory v + v+ w i u + av + w sa prostopadte? Uzasadnij odpowiedz.

Odp:

10. Funkcjonaly liniowe ¢1(Z) = z1 — 2, ¢2(Z) = z2 — x3, ¢3(¥) = x1 + 22 + x3 sa baza dualna do
bazy 1, Us, U3 przestrzeni R3. Wyznacz «, 3,7 € R takie, ze €1 = at + By + yU3.

Odp:



Geometria z algebra liniowa (Informatyka)

12-01-2018 — 2. kolokwium — zadania

Kazde zadanie nalezy rozwigzywac¢ na oddzielnej kartce. Kazda kartke prosze podpisa¢ na
gorze imieniem, nazwiskiem i numerem albumu.

Kazde zadanie bedzie oceniane w skali 0 - 5. Na ocene maja wplyw zaréwno poprawnosc¢
odpowiedzi jak i uzasadnienia formutowanych tez. W przypadku korzystania ze stwierdzen,
ktoére nie zostaty podane na ¢wiczeniach, wyktadzie lub w rozdziatach 1 - 10 skryptu, nalezy
podac ich dowod.

1. Dla danej liczby a € R rozwazamy uktad réwnan

ax + Yy + z = —a
r + ay + 2z = —a
r + y + az = 2a

Zbadaj, dla jakich wartosci a uklad ten jest (i) niesprzeczny, (ii) oznaczony,
(iii) sprzeczny.

2. Dane sg liczby z,y € R oraz macierze

£ 0 ... 00 00 ... 0y
T x 0 0 0 0 ... 0
X= | ER™, Y= | ... e R,
T T z 0 0 vy 0 0
T T T T y 0 00
. . zl, Y
Oblicz wyznacznik deto, [—Y X] )
3. W przestrzeni euklidesowej (R?,(-,-)) z iloczynem skalarnym (7,7) = 77y dana jest

podprzestrzen liniowa
V:{f€R5|1’1—2$2+I4:2x2_x3_2x4+x5:0}‘

(gdzie ¥ = [z, 72, 73,24, 75]7). Niech @ = [1,-2,1,1,1]7 € R5. Oblicz normy rzutéw
ortogonalnych wektora @ na podprzestrzenie V i V*.

4. Przeksztatcenie liniowe f € L(R[z],, R"™) jest dane wzorem
fp) = 1p'(0),p'(1),...p'(n = )"
Udowodnij, ze istnieje podprzestrzen liniowa V' C R[z],, o nastepujacych wlasnosciach:
(i) dimV = dim(imf|y) = rank f,

(ii) mozna wybraé bazy podprzestrzeni V i W = imf|y, w ktérych przeksztalcenie
liniowe f|y € L(V, W) ma macierz I,, gdzie r = rank f.

Uwaga: f|y oznacza obciecie przeksztalcenia f do podprzestrzeni V', czyli dla p € V

flv(p) = f(p).



Imie i nazwisko: Numer albumu:

Geometria z algebrg liniowa - Egzamin - 1. termin

Czes¢ teoretyczna 1

Instrukcja: Odpowiedzi nalezy pisa¢ na arkuszu z pytaniami.

W zadaniach 1-12 nalezy udziela¢ odpowiedzi TAK lub NIE, przy czym

e nawet jedna niepoprawna odpowiedZ oznacza 0 pkt. za cale zadanie, a w innym przypadku:
e dokladnie jedna poprawna odpowiedz to 0,5 pkt za cale zadanie,

e dokladnie dwie poprawne odpowiedzi to 1 pkt za cale zadanie

e 3 poprawne odpowiedzi to 1,5 punktu za cale zadanie,

e brak odpowiedzi nie jest traktowany jako niepoprawna odpowiedz.

1. Ktory z ponizszych zbioréw z podanym dzialaniem jest grupa nieabelowa?

zbiér permutacji zbioru 2-elementowego z dziatlaniem sktadania permutacji;

zbiér liczb zespolonych o module 1 z dziataniem mnozenia liczb zespolonych;

L

zbiér macierzy nieosobliwych z R%*? z dzialaniem mnozenia macierzy.

2. Niech z,w € C. Wéwczas
|zW +i| = |[zZw — i

|2+ w| < [2] + |wl;

L

2 —w] > || — Jul.

3. X jest przestrzenig liniows nad cialem K i uktad wektoréw zi,xo, ...,z rozpina przestrzen X.
Wynika z tego, ze
] dmx<k
E:::j dim X > k;
I:' z uktadu z1, 9, ..., rr mozna wybraé¢ baze przestrzeni X.

4. W przestrzeni liniowej X dane sa podprzestrzenie liniowe U,V takie, ze X = U & V. Wynika z

Unv =0 [ Jruv=x; | Ju+v=x

=+
(€]

02
o
N
D

)

!

5. W przestrzeni liniowej R[x]g dane sa podprzestrzenie liniowe U, V takie, ze R[z]g = U+ V. Wéowczas
min(dim U, dim V') < 5;

max(dim U, dim V') > 5;

dimU 4 dim V' = 10.

L

Odpowiedzi: 1 - NNT, 2-TTT, 3-TNT, 4 - NNT, 5 - NTN


Pawel Bechler
Odpowiedzi: 1 - NNT, 2 - TTT, 3 - TNT, 4 - NNT, 5 - NTN 


7xk)-

6. Macierz A € R™"™ jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy
i
I:' rank A = rank A7’
— T e
7. Dana jest macierz A € C™"ibaza x1,x9, ..., z, przestrzeni C" taka, ze ker(A) = span(z1, xa, . . .
(gdzie 1 < k < n) Woéwczas
I:' uktad wektorow Azyi1, Axgyo,. .., Az, jest liniowo niezalezny;
I:' ukltad wektoréw Axq, Ao, ..., Az, jest liniowo niezalezny;
I:' rank(A) =n — k.
8. (X, (-,)) jest przestrzenia euklidesowa wymiaru 10 i wektory z,y € X sa liniowo niezalezne. Wow-
czas
I:' dim(span(z,y)*) = 8;
L] yespn@)h
L Kl <zl
9. Dane sy przeksztalcenia liniowe f € L(R3 R*) i g € L(R* R3). Wynika z tego, ze
I:' f o g nie jest monomorfizmem;
I:' f o g nie jest epimorfizmem;
| rank(fog) <4
10. Macierz A € C™" jest nieosobliwa. Wynika z tego, ze
I:' macierz A jest podobna do pewnej macierzy diagonalnej i nieosobliwej;
I:' macierz A jest podobna do pewnej macierzy tréjkatnej gornej i nieosobliwej;
I:' liczba 0 nie jest wartoscig wlasna macierzy A.
11. Ktére pary ponizej sktadajg sie z macierzy podobnych?
1 0 -1 0 1 1 1 -1 -1 0 3 0
S Y Y e e I o Y e
12. Macierz A € R™" jest symetryczna i dodatnio okreslona. Wynika z tego, ze

A jest odwracalna;

trA > 0;

1L

czywistymi dodatnimi.

wszystkie pierwiastki wielomianu charakterystycznego macierzy A sa liczbami rze-

Odpowiedzi: 6 - TNT, 7 - TNT, 8 - TNT, 9-TTT, 10 - NTT, 11 - NTT, 12-TTT


Pawel Bechler
Odpowiedzi: 6 - TNT, 7 - TNT, 8 - TNT, 9 - TTT, 10 - NTT, 11 - NTT, 12 - TTT 


Imie i nazwisko: Numer albumu:

Geometria z algebrg liniowa - Egzamin - 1. termin

Czes¢ teoretyczna 11

1. (1 pkt.) Podaj definicje ogdlnej grupy liniowe;j
Odp:

2. (1 pkt.) Wyznacz modul i argument gtéwny liczby zespolonej —2 + 2i.
Odp:

3. (2 pkt.) Podaj definicje bazy i wymiaru przestrzeni liniowej X nad ciatem K.
Odp:

4. (2 pkt.) Dany jest wielomian p € R[x] i liczba zespolona z, bedaca pierwiastkiem wielomianu p.
Udowodnij, ze liczba Z tez jest pierwiastkiem wielomianu p.

Odp:




5. (1 pkt.) Sformuluj podana w skrypcie i na wykladzie definicje wyznacznika macierzy
A= [am'] e Kmn,

Odp:

6. (2 pkt.) X jest przestrzenig liniowa, dim X < oo i endomorfizm f € L(X) jest epimorfizmem.
Uzasadnij, ze f jest monomorfizmem.

Odp:

7. (1 pkt.) X jest przestrzenig liniowa nad ciatem K. Podaj definicje przestrzeni dualnej do X.
Odp:

-2 2 0
8. (2 pkt.) Rozstrzygnij, czy macierz | 2 —2 0 | jest dodatnio okreslona i czy jest ujemnie okre-
0 0 -2

Slona. Uzasadnij odpowiedzi.
Odp:



05/02/2018

Geometria z algebrg liniowg - Egzamin - 1. termin
Zadania

Kazde zadanie nalezy rozwigzywac¢ na oddzielnej kartce. Kazda kartke prosze podpisa¢ wyraznie na
gérze imieniem, nazwiskiem i numerem albumu.

Kazde zadanie bedzie oceniane w skali 0 - 10. Na ocene maja wplyw zaréwno poprawnos$é¢ odpowiedzi
jak 1 uzasadnienia formulowanych tez. W przypadku korzystania ze stwierdzen, ktore nie zostaly
podane na ¢éwiczeniach, wyktadzie lub w skrypcie, nalezy podaé ich dowdd.

1. Dana jest liczba zespolona w = '3 = cos%7r + isin 2% Wyznacz cze$¢ rzeczywista i urojona
iloczynu

(1+w)- (T+w?) - (1 +w?) ... (1+w'%).

2. Niech a,b € R. W przestrzeni liniowej R? zdefiniowano podprzestrzenie liniowe

1 2 0 2
Vo=span| |1+al, 6 , Wy, = span 3 ,|24+0b
—2 —2—a —-1-9b —2

Dla jakich wartoéci parametréw a, b zachodzi R? = V, ® W;?

3. Dane sa macierze A, B € C™" takie, ze macierz I,, — AB jest nieosobliwa. Udowodnij, ze macierz
I, — BA tez jest nieosobliwa.

4. W przestrzeni euklidesowej (R3, (-,-)) z iloczynem skalarnym (&, ) = &1 ¢ zdefiniowano podprze-
strzenie liniowe

-2 0 T
X = span 10,11, Y ={ |z €eR®| 221 + may + maz =0,
0 2 I3

gdzie m € R. Dla jakich wartosci parametru m miara kata pomiedzy pewnym wektorem prostopa-
dlym do przestrzeni X i pewnym wektorem prostopadlym do przestrzeni Y jest réwna 57

5. W przestrzeni liniowej R?? dane sg macierze

1 1 0 1 1 1 10
(a) Wykaz, ze uklad (Ay, Ag, A3, Ay) jest baza przestrzeni R?2.

(b) Uktad funkcjonatéw gi, g5, g5, g € (R*?)* jest baza dualna do bazy (A1, As, A3, Ay). Funkcjo-
nat f* € (R>2)* jest dany wzorem

«[lan a
/ ([11 12D=a11+a12+a21+a22.

a1 a2

Wyznacz liczby 1, B2, 33, 84 € R takie, ze f* = B1g] + (295 + £395 + B49j-

6. Zbadaj ile jest endomorfizméw f € L(R[x|3) spelniajacych warunki:
(i) ker f = span(1, x),
(ii) fo f =,
(iii) f(2?) =1 —z + 22,
(iv) jezeli f(2®) = p, to p(1) = p/(1) = 0.
Wyznacz macierz i baze Jordana kazdego takiego endomorfizmu.

7. Macierz M € R™" jest trojkatna gorna i wszystkie elementy na przekatnej tej macierzy sa rozne.
Udowodnij, ze macierze M i M7 sa podobne.



Imie i nazwisko: Numer albumu:

Geometria z algebrg liniowg - Egzamin - 2. termin

Czes¢é teoretyczna 1

Instrukcja: Odpowiedzi nalezy pisa¢ na arkuszu z pytaniami.

W zadaniach 1-12 nalezy udziela¢ odpowiedzi TAK lub NIE, przy czym

e nawet jedna niepoprawna odpowiedZ oznacza 0 pkt. za cale zadanie, a w innym przypadku:
e doktadnie jedna poprawna odpowiedz to 0,5 pkt za cale zadanie,

e doktadnie dwie poprawne odpowiedzi to 1 pkt za calte zadanie

e 3 poprawne odpowiedzi to 1,5 punktu za cale zadanie,

e brak odpowiedzi nie jest traktowany jako niepoprawna odpowiedz.

1. Ktory z ponizszych podzbioréw zbioru liczb catkowitych jest grupa z dziataniem dodawania?

zbiér liczb catkowitych nieujemnych;

zbior liczb caltkowitych parzystych;

L

zbiodr liczb catkowitych nieparzystych.

—1
2. Dana jest liczba zespolona z = ———. Wéwczas

V2
dla pewnej liczby naturalnej n > 1 zachodzi 2" = z;

dla pewnej liczby naturalnej n > 1 zachodzi 2" = 2"

A . . 1
dla pewnej liczby naturalnej n > 1 zachodzi |z|" = 3.

L

3. Ktore z ponizszych podzbioréw sa podprzestrzeniami liniowymi w R[x]?

[ ] {peREp1) =0}
[ ] {peR@E|YO) =1}
[ ] peR[E]]p0)+p(0)* =0}

4. Uktad wektoréw xq,x2,...,x, € X jest baza przestrzeni liniowej X wtedy i tylko wtedy, gdy

dim X =n;
X =span(zy, xa,...,Tn);
dim X =n i X = span(z1,z2,...,Ty).

R*7. Wowczas
rank(AT) + dim(ker A) = 4;
rank(AT) + dim(ker A) = T7;

TO0E

rank(AT) + dim(ker A7) = 4.




6. Dane sa macierze A, B € R™" i macierz B jest nieosobliwa. Wéwczas
I:' rank A = rank(AB);
I:' ker A = ker(AB);
] mA=—im(4B)
7. (X, (-,-)) jest przestrzenia euklidesowa, V' C X jest podprzestrzenig liniowa, x € X i v € X jest
rzutem ortogonalnym x na V. Wynika z tego, ze
] el <l
RS EE
I:' |lv]| = ||z|] wtedy i tylko wtedy, gdy v = x.
8. Przestrzenie liniowe X, Y nad cialem K maja skoniczone wymiary i f € L(X,Y’). Wynika z tego, ze
I:' jezeli f jest monomorfizmem, to dim X < dimY;
I:' jezeli f jest epimorfizmem, to dim X < dimY;
I:' jezeli f jest izomorfizmem, to dim X < dimY.
9. X jest przestrzenia liniowa skoriczonego wymiaru, f € L(X) oraz rank f = 5. Wynika z tego, ze
] dmx>s
] meren<s
I:' dim(ker f) < 5.
10. Ktéra z ponizszych przestrzeni jest izomorficzna z przestrzenig liniowa R6?
L] e
11. Ktére pary ponizej sktadaja sie z macierzy podobnych?
0 1|0 -1
0 -1 1 1
0 2|0 2
12. Wielomian charakterystyczny macierzy A € R™"™ jest réwny ™ — 1. Wynika z tego, ze

A jest odwracalna;

macierz A jest podobna do pewnej macierzy tréjkatnej gérnej T € R™™;

L

wielomian charakterystyczny macierzy A7 jest réwny 2™ — 1.




Imie i nazwisko: Numer albumu:

Geometria z algebrg liniowg - Egzamin - 1. termin

Czes¢ teoretyczna 11

1. (1 pkt.) Podaj przyktad grupy majacej dokladnie 24 elementy.
Odp:

2. (1 pkt.) Podaj wzory na wszystkie zespolone pierwiastki stopnia n z liczby zespolonej a.
Odp:

3. (2 pkt.) Podaj definicje przestrzeni liniowej nad ciatem K.
Odp:

4. (1 pkt.) Sformutuj twierdzenie Kroneckera - Capellego.
Odp:



5. (1 pkt.) Oblicz wyznacznik dety

- O O O
= w O O
= w N O
=~ W N

6. (1 pkt.) Podaj definicje iloczynu skalarnego na przestrzeni liniowej X nad ciatem C.
Odp:

7. (2 pkt.) (X, (-,-)) jest przestrzenia euklidesowa i z,y € X. Udowodnij, ze ||z + y|| < [|z] + ||y]|-
Odp:

8. (2 pkt.) Wymien cztery rézne niezmienniki relacji podobienstwa macierzy zdefiniowanej na C™".

Odp:

9. (1 pkt.) Podaj definicj¢ macierzy symetrycznej dodatnio okreslone;j.
Odp:
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Geometria z algebrg liniowg - Egzamin - 2. termin
Zadania

Kazde zadanie nalezy rozwigzywac¢ na oddzielnej kartce. Kazda kartke prosze podpisa¢ wyraznie na
gérze imieniem, nazwiskiem i numerem albumu.

Kazde zadanie bedzie oceniane w skali 0 - 10. Na ocene maja wplyw zaréwno poprawnos$é¢ odpowiedzi
jak 1 uzasadnienia formulowanych tez. W przypadku korzystania ze stwierdzen, ktore nie zostaly
podane na ¢éwiczeniach, wyktadzie lub w skrypcie, nalezy podaé ich dowdd.

1. Niech n > 11 ug,us,...,u, oznaczaja wszystkie zespolone pierwiastki z jednosci stopnia n + 1
rozne od 1.

(a) Znajdz wielomian f € R[z| stopnia n taki, ze f(ug) =0dlak=1,2,...,n.
(b) Oblicz czesé rzeczywista i urojona iloczynu (2 —wuy) - (2 —u2) - ... - (2 — uy).
2. W przestrzeni R[z]s dane sa podzbiory
U={peRzls|p(l-3i)=0}, W ={peRals|oer p'(x) =p'(~2)}
(a) Udowodnij, ze U i W sa podprzestrzeniami liniowymi w R|x]3
(b) Wyznacz bazy przestrzeni UNW i U + W. Czy Rlz]3 =U & W?

3. Dane sa macierze A € C"™" i B € C™" takie, ze rank[A | B] = rankA. Udowodnij, ze istnieje
macierz X € C"™" taka, ze B = AX.

4. W przestrzeni euklidesowej (R*, (-,-)) z iloczynem skalarnym (&, ) = &’ ¢ zdefiniowano podprze-
strzenie liniowe

T -1 2

4] 4 1 1
X = ER* |z —wot+as—azg=290+23=0,, Y =span ,

3 1) |-1

Ty 1 0

Znajdz baze ortogonalng podprzestrzeni X + Y i oblicz rzut ortogonalny wektora [1,1,1,1]7 na
podprzestrzen X NY.

5. Przeksztalcenie liniowe f € L(R[t]2, (R?)*) jest zadane wzorem

2

f(p) (M) =p(0)-21 +p(1) 22,  dlape R[], m € R,

(a) Znajdz baze podprzestrzeni ker f.

(b) Wyznacz macierz przeksztalcenia f w bazie 1,t,t? w przestrzeni R[t]s i bazie dualnej do bazy
[1,0]7,[0,1)T w przestrzeni (R?)*.

6. Wyznacz posta¢ Jordana i znajdz baze Jordana dla macierzy

-1 0 -1
B=|0 -2 1]|ecR?:.
1 0 -3

7. Wyznacz wszystkie wartosci a € R, dla ktérych macierz symetryczna

-1 0 -1
A=10 a+1 1
-1 1 a

jest ujemnie okreslona.



