
ImiÍ i nazwisko: Numer albumu:

Geometria z algebrπ liniowπ (Informatyka)

24-11-2017 – 1. kolokwium – czÍúÊ teoretyczna

Maksymalny czas przewidziany na czÍúÊ teoretycznπ to pierwsze 40 minut kolokwium. Po tym czasie arkusze z

odpowiedziami zostanπ zebrane. Odpowiedzi naleøy pisaÊ na arkuszu z pytaniami.

W zadaniach 1 - 5 naleøy udzielaÊ odpowiedz TAK lub NIE, przy czym
• nawet jedna niepoprawna odpowiedü oznacza 0 pkt. za ca≥e zadanie, a w innym przypadku:
• dok≥adnie jedna poprawna odpowiedü to 0,2 pkt. za ca≥e zadanie,
• dok≥adnie dwie poprawne odpowiedzi to 0,5 pkt. za ca≥e zadanie,
• 3 poprawne odpowiedzi to 1 pkt. za ca≥e zadanie.

1. Który z poniøszych podzbiorów C jest grupπ z dzia≥aniem dodawania liczb zespolonych i 0 jako
elementem neutralnym

{z œ C : Re (z) œ Z};

{z œ C : Im (z) œ Z \ {0}};

{z œ C : Re (z) = 0}.

2. Niech z œ C bÍdzie zespolonym pierwiastkiem z 1 pewnego stopnia. Wynika z tego, øe
iz̄ jest pierwiastkiem z 1 pewnego stopnia;

≠z2 jest pierwiastkiem z 1 pewnego stopnia;

z + 1 jest pierwiastkiem z 1 pewnego stopnia.

3. Dany jest wielomian p œ R[x] taki, øe p(i) = 0 i p(0) ”= 0. Wynika z tego, øe
stopieÒ wielomianu p jest równy 2 lub wiecej;

istnieje wielomian q œ R[x] taki, øe p(x) = (x≠ i)q(x);

istnieje wielomian q œ R[x] taki, øe p(x) = (x2 + 1)q(x).

4. W przestrzeni liniowej X dane sπ liniowo zaleøne wektory x, y, z. Wynika z tego, øe

jeden z tych wektorów jest kombinacjπ liniowπ dwóch pozosta≥ych;

kaødy z tych wektorów jest kombinacjπ liniowπ dwóch pozosta≥ych;

dim(span(x, y, z)) = 2.

5. Dana jest macierz A œ R5,7. Wówczas
jeúli rank(A) = 4, to rank(AT ) = 4;

jeúli dim(kerA) = 3, to dim(kerAT ) = 3;

jest moøliwe, øe kolumny macierzy A sπ liniowo niezaleøne;

CI•G DALSZY NA DRUGIEJ STRONIE KARTKI



6. (1 pkt.) Liczba z œ C jest pierwiastkiem stopnia 10 z liczby ≠i2100. Ile wynosi |z| i
--- 1z̄2
---?

Odp:

7. (1 pkt.) Sformu≥uj zasadnicze twierdzenie algebry.

Odp:

8. (1 pkt.) PrzestrzeÒ liniowaX nad cia≥emKma bazÍ z≥oøonπ z n wektorów. Uzasadnij (nie odwo≥ujπc
siÍ do pojÍcia wymiaru przestrzeni liniowej), øe kaøda inna baza przestrzeni X takøe sk≥ada siÍ z
n wektorów.

Odp:

9. (1 pkt.) Dane sπ podprzestrzenie liniowe X,Y µ C3,4 takie, øe dim(X fl Y ) = 2, dimY = 6, oraz
C3,4 = X + Y . Podaj, jakie wartoúci moøe przyjmowaÊ dimX?
Odp:

10. (1 pkt.) Czy istnieje nieosobliwa macierz A œ R12,12 taka, øe A12 = 0? Uzasadnij odpowiedü.
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ImiÍ i nazwisko: Numer albumu:

Geometria z algebrπ liniowπ (Informatyka)

12-01-2018 – 2. kolokwium – czÍúÊ teoretyczna

Maksymalny czas przewidziany na czÍúÊ teoretycznπ to pierwsze 40 minut kolokwium. Po tym czasie arkusze z

odpowiedziami zostanπ zebrane. Odpowiedzi naleøy pisaÊ na arkuszu z pytaniami.

W zadaniach 1 - 5 naleøy udzielaÊ odpowiedz TAK lub NIE, przy czym
• nawet jedna niepoprawna odpowiedü oznacza 0 pkt. za ca≥e zadanie, a w innym przypadku:
• dok≥adnie jedna poprawna odpowiedü to 0,2 pkt. za ca≥e zadanie,
• dok≥adnie dwie poprawne odpowiedzi to 0,5 pkt. za ca≥e zadanie,
• 3 poprawne odpowiedzi to 1 pkt. za ca≥e zadanie.

1. Wszystkie wspó≥czynniki macierzy A œ Rn,n sπ liczbami ca≥kowitymi. Wówczas

jest moøliwe, øe detnA =
1

2
;

jest moøliwe, øe detn(A3) = 16;

jeøeli detnA ”= 0, to wszystkie wspó≥czynniki macierzy A≠1 sπ liczbami wymiernymi.

2. Wektory x, y w przestrzeni unitarnej (X, È·, ·Í) sπ liniowo zaleøne. Wynika z tego, øe
Èx, yÍ = ÎxÎ · ÎyÎ;

|Èx, yÍ| = ÎxÎ · ÎyÎ;

Èx, yÍ ”= 0.

3. W przestrzeni z iloczynem skalarnym (X, È·, ·Í) wektory y1, y2, y3, y4 uzyskano za pomocπ ortogo-
nalizacj Grama - Schmidta z liniowo niezaleønego uk≥adu x1, x2, x3, x4. Wówczas

uk≥ad y1, y2, y3, y4 jest liniowo niezaleøny;

span(y1, y2) = span(x1, x2);

span(y3, y4) µ span(x1, x2)‹.

4. Niech f œ L(R[x]3,R3). Wówczas
f nie moøe byÊ epimorfizmem;

f nie moøe byÊ monomorfizmem;

f nie moøe byÊ izomorfizmem.

5. Za≥óømy, øe f jest funkcjona≥em liniowym na przestrzeni liniowej X wymiaru n. Wynika z tego, øe

dim(imf) ˛ 1;

dim(ker f) ˇ n≠ 1;

jeúli n = 1, to f jest izomorfizmem.

CI•G DALSZY NA DRUGIEJ STRONIE KARTKI



6. Niech A œ Cm,n, b̨ œ Cm i za≥óømy, øe uk≥ad równaÒ Ax̨ = b̨ jest oznaczony. Uzasadnij, øe m ˇ n.
Odp:

7. Sformu≥uj podanπ na wyk≥adzie (i w skrypcie) definicjÍ wyznacznika macierzy A = [ai,j ] œ Kn,n.
Odp:

8. Podaj wymiar przestrzeni liniowej L(R2,2, L(R2, (R[x]2)ú)).
Odp:

9. W przestrzeni euklidesowej (X, È·, ·Í) dane sπ ortonormalne wektory u, v, w. Dla jakich a œ R
wektory u+ v + w i u+ av + w sπ prostopad≥e? Uzasadnij odpowiedü.

Odp:

10. Funkcjona≥y liniowe „1(x̨) = x1 ≠ x2, „2(x̨) = x2 ≠ x3, „3(x̨) = x1 + x2 + x3 sπ bazπ dualnπ do
bazy v̨1, v̨2, v̨3 przestrzeni R3. Wyznacz –,—, “ œ R takie, øe ę1 = –v̨1 + —v̨2 + “v̨3.
Odp:



Geometria z algebrπ liniowπ (Informatyka)

12-01-2018 – 2. kolokwium – zadania

Kaøde zadanie naleøy rozwiπzywaÊ na oddzielnej kartce. Kaødπ kartkÍ proszÍ podpisaÊ na
górze imieniem, nazwiskiem i numerem albumu.

Kaøde zadanie bÍdzie oceniane w skali 0 - 5. Na ocenÍ majπ wp≥yw zarówno poprawnoúÊ

odpowiedzi jak i uzasadnienia formu≥owanych tez. W przypadku korzystania ze stwierdzeÒ,

które nie zosta≥y podane na Êwiczeniach, wyk≥adzie lub w rozdzia≥ach 1 - 10 skryptu, naleøy

podaÊ ich dowód.

1. Dla danej liczby a œ R rozwaøamy uk≥ad równaÒ
Y
_]

_[

ax + y + z = ≠a
x + ay + z = ≠a
x + y + az = 2a

Zbadaj, dla jakich wartoúci a uk≥ad ten jest (i) niesprzeczny, (ii) oznaczony,
(iii) sprzeczny.

2. Dane sπ liczby x, y œ R oraz macierze

X =

S

WWWWWWU

x 0 . . . 0 0
x x . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . .
x x . . . x 0
x x . . . x x

T

XXXXXXV
œ Rn,n, Y =

S

WWWWWWU

0 0 . . . 0 y
0 0 . . . y 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 y . . . 0 0
y 0 . . . 0 0

T

XXXXXXV
œ Rn,n.

Oblicz wyznacznik det2n

C
xIn Y
≠Y X

D

.

3. W przestrzeni euklidesowej (R5, È·, ·Í) z iloczynem skalarnym Èx̨, y̨Í = x̨T y̨ dana jest
podprzestrzeÒ liniowa

V = {x̨ œ R5 | x1 ≠ 2x2 + x4 = 2x2 ≠ x3 ≠ 2x4 + x5 = 0}.
(gdzie x̨ = [x1, x2, x3, x4, x5]T ). Niech ą = [1,≠2, 1, 1, 1]T œ R5. Oblicz normy rzutów
ortogonalnych wektora ą na podprzestrzenie V i V ‹.

4. Przekszta≥cenie liniowe f œ L(R[x]n,Rn) jest dane wzorem
f(p) = [pÕ(0), pÕ(1), . . . , pÕ(n≠ 1)]T .

Udowodnij, øe istnieje podprzestrzeÒ liniowa V µ R[x]n o nastÍpujπcych w≥asnoúciach:

(i) dimV = dim(imf |V ) = rank f ,
(ii) moøna wybraÊ bazy podprzestrzeni V i W = imf |V , w których przekszta≥cenie
liniowe f |V œ L(V,W ) ma macierz Ir, gdzie r = rank f .

Uwaga: f |V oznacza obciÍcie przekszta≥cenia f do podprzestrzeni V , czyli dla p œ V
f |V (p) = f(p).



ImiÍ i nazwisko: Numer albumu:

Geometria z algebrπ liniowπ - Egzamin - 1. termin 5/02/2018

CzÍúÊ teoretyczna I

Instrukcja: Odpowiedzi naleøy pisaÊ na arkuszu z pytaniami.

W zadaniach 1-12 naleøy udzielaÊ odpowiedzi TAK lub NIE , przy czym

• nawet jedna niepoprawna odpowiedü oznacza 0 pkt. za ca≥e zadanie, a w innym przypadku:
• dok≥adnie jedna poprawna odpowiedü to 0,5 pkt za ca≥e zadanie,
• dok≥adnie dwie poprawne odpowiedzi to 1 pkt za ca≥e zadanie
• 3 poprawne odpowiedzi to 1,5 punktu za ca≥e zadanie,
• brak odpowiedzi nie jest traktowany jako niepoprawna odpowiedü.

1. Który z poniøszych zbiorów z podanym dzia≥aniem jest grupπ nieabelowπ?

zbiór permutacji zbioru 2-elementowego z dzia≥aniem sk≥adania permutacji;

zbiór liczb zespolonych o module 1 z dzia≥aniem mnoøenia liczb zespolonych;

zbiór macierzy nieosobliwych z R2,2 z dzia≥aniem mnoøenia macierzy.

2. Niech z, w œ C. Wówczas
|zw + i| = |zw ≠ i|;

|z + w| ˛ |z|+ |w|;

|z ≠ w| ˇ |z|≠ |w|.

3. X jest przestrzeniπ liniowπ nad cia≥em K i uk≥ad wektorów x1, x2, . . . , xk rozpina przestrzeÒ X.
Wynika z tego, øe

dimX ˛ k

dimX ˇ k;

z uk≥adu x1, x2, . . . , xk moøna wybraÊ bazÍ przestrzeni X.

4. W przestrzeni liniowej X dane sπ podprzestrzenie liniowe U, V takie, øe X = U ü V . Wynika z
tego, øe

U fl V = ÿ; U fi V = X; U + V = X.

5. W przestrzeni liniowej R[x]9 dane sπ podprzestrzenie liniowe U, V takie, øe R[x]9 = U+V . Wówczas
min(dimU,dimV ) < 5;

max(dimU,dimV ) ˇ 5;

dimU + dimV = 10.

1

Pawel Bechler
Odpowiedzi: 1 - NNT, 2 - TTT, 3 - TNT, 4 - NNT, 5 - NTN 



6. Macierz A œ Rn,n jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy
ker(AT ) = {0};

rankA = rankAT ;

detn(A2018) > 0.

7. Dana jest macierzA œ Cn,n i baza x1, x2, . . . , xn przestrzeni Cn taka, øe ker(A) = span(x1, x2, . . . , xk).
(gdzie 1 ˛ k < n) Wówczas

uk≥ad wektorów Axk+1, Axk+2, . . . , Axn jest liniowo niezaleøny;

uk≥ad wektorów Ax1, Ax2, . . . , Axn jest liniowo niezaleøny;

rank(A) = n≠ k.

8. (X, È·, ·Í) jest przestrzeniπ euklidesowπ wymiaru 10 i wektory x, y œ X sπ liniowo niezaleøne. Wów-
czas

dim(span(x, y)‹) = 8;

y œ span(x)‹;

|Èx, yÍ| < ÎxÎ ÎyÎ.

9. Dane sπ przekszta≥cenia liniowe f œ L(R3,R4) i g œ L(R4,R3). Wynika z tego, øe
f ¶ g nie jest monomorfizmem;

f ¶ g nie jest epimorfizmem;

rank(f ¶ g) < 4.

10. Macierz A œ Cn,n jest nieosobliwa. Wynika z tego, øe
macierz A jest podobna do pewnej macierzy diagonalnej i nieosobliwej;

macierz A jest podobna do pewnej macierzy trójkπtnej górnej i nieosobliwej;

liczba 0 nie jest wartoúciπ w≥asnπ macierzy A.

11. Które pary poniøej sk≥adajπ siÍ z macierzy podobnych?
5
1 0

0 1

6
,

5
≠1 0
0 3

6
;

5
1 1

≠1 ≠1

6
,

5
1 ≠1
1 ≠1

6
;

5
≠1 0
0 3

6
,

5
3 0

0 ≠1

6
.

12. Macierz A œ Rn,n jest symetryczna i dodatnio okreúlona. Wynika z tego, øe
A jest odwracalna;

trA > 0;

wszystkie pierwiastki wielomianu charakterystycznego macierzy A sπ liczbami rze-
czywistymi dodatnimi.

2

Pawel Bechler
Odpowiedzi: 6 - TNT, 7 - TNT, 8 - TNT, 9 - TTT, 10 - NTT, 11 - NTT, 12 - TTT 



ImiÍ i nazwisko: Numer albumu:

Geometria z algebrπ liniowπ - Egzamin - 1. termin 5/02/2018

CzÍúÊ teoretyczna II

1. (1 pkt.) Podaj definicjÍ ogólnej grupy liniowej

Odp:

2. (1 pkt.) Wyznacz modu≥ i argument g≥ówny liczby zespolonej ≠2 + 2i.
Odp:

3. (2 pkt.) Podaj definicje bazy i wymiaru przestrzeni liniowej X nad cia≥em K.
Odp:

4. (2 pkt.) Dany jest wielomian p œ R[x] i liczba zespolona z, bÍdπca pierwiastkiem wielomianu p.
Udowodnij, øe liczba z teø jest pierwiastkiem wielomianu p.

Odp:

3



5. (1 pkt.) Sformu≥uj podanπ w skrypcie i na wyk≥adzie definicjÍ wyznacznika macierzy
A = [ai,j ] œ Kn,n.
Odp:

6. (2 pkt.) X jest przestrzeniπ liniowπ, dimX < Œ i endomorfizm f œ L(X) jest epimorfizmem.
Uzasadnij, øe f jest monomorfizmem.

Odp:

7. (1 pkt.) X jest przestrzeniπ liniowπ nad cia≥em K. Podaj definicjÍ przestrzeni dualnej do X.
Odp:

8. (2 pkt.) Rozstrzygnij, czy macierz

S

WU
≠2 2 0

2 ≠2 0

0 0 ≠2

T

XV jest dodatnio okreúlona i czy jest ujemnie okre-

úlona. Uzasadnij odpowiedzi.

Odp:

4



05/02/2018

Geometria z algebrπ liniowπ - Egzamin - 1. termin
Zadania

Kaøde zadanie naleøy rozwiπzywaÊ na oddzielnej kartce. Kaødπ kartkÍ proszÍ podpisaÊ wyraünie na
górze imieniem, nazwiskiem i numerem albumu.

Kaøde zadanie bÍdzie oceniane w skali 0 - 10. Na ocenÍ majπ wp≥yw zarówno poprawnoúÊ odpowiedzi
jak i uzasadnienia formu≥owanych tez. W przypadku korzystania ze stwierdzeÒ, które nie zosta≥y
podane na Êwiczeniach, wyk≥adzie lub w skrypcie, naleøy podaÊ ich dowód.

1. Dana jest liczba zespolona w = ei
2fi
3 = cos 2fi3 + i sin

2fi
3 . Wyznacz czÍúÊ rzeczywistπ i urojonπ

iloczynu
(1 + w) · (1 + w2) · (1 + w3) · . . . · (1 + w100).

2. Niech a, b œ R. W przestrzeni liniowej R3 zdefiniowano podprzestrzenie liniowe

Va = span

Q

ca

S

WU
1
1 + a
≠2

T

XV ,

S

WU
2
6

≠2≠ a

T

XV

R

db , Wb = span

Q

ca

S

WU
0
3

≠1≠ b

T

XV ,

S

WU
2
2 + b
≠2

T

XV

R

db .

Dla jakich wartoúci parametrów a, b zachodzi R3 = Va üWb?

3. Dane sπ macierze A,B œ Cn,n takie, øe macierz In ≠ AB jest nieosobliwa. Udowodnij, øe macierz
In ≠BA teø jest nieosobliwa.

4. W przestrzeni euklidesowej (R3, È·, ·Í) z iloczynem skalarnym Èx̨, y̨Í = x̨T y̨ zdefiniowano podprze-
strzenie liniowe

X = span

Q

ca

S

WU
≠2
1
0

T

XV ,

S

WU
0
1
2

T

XV

R

db , Y =

Y
_]

_[

S

WU
x1
x2
x3

T

XV œ R3 | 2x1 +mx2 +mx3 = 0

Z
_̂

_\
,

gdzie m œ R. Dla jakich wartoúci parametru m miara kπta pomiÍdzy pewnym wektorem prostopa-
d≥ym do przestrzeni X i pewnym wektorem prostopad≥ym do przestrzeni Y jest równa fi3 ?

5. W przestrzeni liniowej R2,2 dane sπ macierze

A1 =

C
1 1
1 0

D

, A2 =

C
0 1
0 1

D

, A3 =

C
1 1
0 0

D

, A4 =

C
1 0
1 1

D

.

(a) Wykaø, øe uk≥ad (A1, A2, A3, A4) jest bazπ przestrzeni R2,2.
(b) Uk≥ad funkcjona≥ów gú1, g

ú
2, g
ú
3, g
ú
4 œ (R2,2,)ú jest bazπ dualnπ do bazy (A1, A2, A3, A4). Funkcjo-

na≥ fú œ (R2,2,)ú jest dany wzorem

fú
AC
a11 a12
a21 a22

DB

= a11 + a12 + a21 + a22.

Wyznacz liczby —1,—2,—3,—4 œ R takie, øe fú = —1gú1 + —2gú2 + —3gú3 + —4gú4.

6. Zbadaj ile jest endomorfizmów f œ L(R[x]3) spe≥niajπcych warunki:
(i) ker f = span(1, x),
(ii) f ¶ f = f ,
(iii) f(x2) = 1≠ x+ x2,
(iv) jeøeli f(x3) = p, to p(1) = pÕ(1) = 0.

Wyznacz macierz i bazÍ Jordana kaødego takiego endomorfizmu.

7. Macierz M œ Rn,n jest trójkπtna górna i wszystkie elementy na przekπtnej tej macierzy sπ róøne.
Udowodnij, øe macierze M i MT sπ podobne.



AKBĠ B M�xrBbFQ, LmK2` �H#mKm,

:2QK2i`B� x �H;2#`² HBMBQr² @ 1;x�KBM @ kX i2`KBM kyfykfkyR3

*xĠȐÉ i2Q`2iv+xM� A

AMbi`mF+D�, P/TQrB2/xB M�H2ʊv TBb�É M� �`Fmbxm x Tvi�MB�KBX

q x�/�MB�+? R@Rk M�H2ʊv m/xB2H�É Q/TQrB2/xB h�E Hm# LA1- T`xv +xvK
Ç M�r2i D2/M� MB2TQT`�rM� Q/TQrB2/ʆ QxM�+x� y TFiX x� +�ƈ2 x�/�MB2- � r BMMvK T`xvT�/Fm,
Ç /QFƈ�/MB2 D2/M� TQT`�rM� Q/TQrB2/ʆ iQ y-8 TFi x� +�ƈ2 x�/�MB2-
Ç /QFƈ�/MB2 /rB2 TQT`�rM2 Q/TQrB2/xB iQ R TFi x� +�ƈ2 x�/�MB2
Ç j TQT`�rM2 Q/TQrB2/xB iQ R-8 TmMFim x� +�ƈ2 x�/�MB2-
Ç #`�F Q/TQrB2/xB MB2 D2bi i`�FiQr�Mv D�FQ MB2TQT`�rM� Q/TQrB2/ʆX

RX EiƦ`v x TQMBʊbxv+? TQ/x#BQ`Ʀr x#BQ`m HB+x# +�ƈFQrBiv+? D2bi ;`mT² x /xB�ƈ�MB2K /Q/�r�MB�\
x#BƦ` HB+x# +�ƈFQrBiv+? MB2mD2KMv+?c

x#BƦ` HB+x# +�ƈFQrBiv+? T�`xvbiv+?c

x#BƦ` HB+x# +�ƈFQrBiv+? MB2T�`xvbiv+?X

kX .�M� D2bi HB+x#� x2bTQHQM� z =
1− i√

2
X qƦr+x�b

/H� T2rM2D HB+x#v M�im`�HM2D n > 1 x�+?Q/xB zn = zc

/H� T2rM2D HB+x#v M�im`�HM2D n > 1 x�+?Q/xB zn = znc

/H� T2rM2D HB+x#v M�im`�HM2D n > 1 x�+?Q/xB |z|n = 1
2 X

jX EiƦ`2 x TQMBʊbxv+? TQ/x#BQ`Ʀr b² TQ/T`x2bi`x2MB�KB HBMBQrvKB r R[x]\
{p ∈ R[x] | p(1) = 0}c

{p ∈ R[x] | p′(0) = 1}c

{p ∈ R[x] | p(0)2 + p′(0)2 = 0}X

9X lFƈ�/ r2FiQ`Ʀr x1, x2, . . . , xn ∈ X D2bi #�x² T`x2bi`x2MB HBMBQr2D X ri2/v B ivHFQ ri2/v- ;/v
dimX = nc

X = span(x1, x2, . . . , xn)c

dimX = n B X = span(x1, x2, . . . , xn)X

8X LB2+? A ∈ R4,7X qƦr+x�b
rank(AT ) + dim(kerA) = 4c

rank(AT ) + dim(kerA) = 7c

rank(AT ) + dim(kerAT ) = 4X

R



eX .�M2 b² K�+B2`x2 A,B ∈ Rn,n B K�+B2`x B D2bi MB2QbQ#HBr�X qƦr+x�b
rankA = rank(AB)c

kerA = ker(AB)c

imA = im (AB)X

dX (X, ⟨·, ·⟩) D2bi T`x2bi`x2MB² 2mFHB/2bQr²- V ⊂ X D2bi TQ/T`x2bi`x2MB² HBMBQr²- x ∈ X B v ∈ X D2bi
`xmi2K Q`iQ;QM�HMvK x M� V X qvMBF� x i2;Q- ʊ2

∥v∥ < ∥x∥c

∥v∥ ≤ ∥x∥c

∥v∥ = ∥x∥ ri2/v B ivHFQ ri2/v- ;/v v = xX

3X S`x2bi`x2MB2 HBMBQr2 X,Y M�/ +B�ƈ2K K K�D² bFQƖ+xQM2 rvKB�`v B f ∈ L(X,Y )X qvMBF� x i2;Q- ʊ2
D2ʊ2HB f D2bi KQMQKQ`}xK2K- iQ dimX ≤ dimY c

D2ʊ2HB f D2bi 2TBKQ`}xK2K- iQ dimX ≤ dimY c

D2ʊ2HB f D2bi BxQKQ`}xK2K- iQ dimX ≤ dimY X

NX X D2bi T`x2bi`x2MB² HBMBQr² bFQƖ+xQM2;Q rvKB�`m- f ∈ L(X) Q`�x rank f = 5X qvMBF� x i2;Q- ʊ2
dimX ≥ 5c

rank(f ◦ f) ≤ 5c

dim(ker f) ≤ 5X

RyX EiƦ`� x TQMBʊbxv+? T`x2bi`x2MB D2bi BxQKQ`}+xM� x T`x2bi`x2MB² HBMBQr² R6\
C6c

R2,3c

(R6)∗X

RRX EiƦ`2 T�`v TQMBʊ2D bFƈ�/�D² bBĠ x K�+B2`xv TQ/Q#Mv+?\
[
1 0
0 1

]
,

[
−1 0
0 −1

]
c

[
1 0
0 −1

]
,

[
−1 0
1 1

]
c

[
2 0
0 2

]
,

[
2 1
0 2

]
X

RkX qB2HQKB�M +?�`�Fi2`vbiv+xMv K�+B2`xv A ∈ Rn,n D2bi `ƦrMv xn − 1X qvMBF� x i2;Q- ʊ2
A D2bi Q/r`�+�HM�c

K�+B2`x A D2bi TQ/Q#M� /Q T2rM2D K�+B2`xv i`ƦDF²iM2D ;Ʀ`M2D T ∈ Rn,nc

rB2HQKB�M +?�`�Fi2`vbiv+xMv K�+B2`xv AT D2bi `ƦrMv xn − 1X

k



AKBĠ B M�xrBbFQ, LmK2` �H#mKm,

:2QK2i`B� x �H;2#`² HBMBQr² @ 1;x�KBM @ RX i2`KBM kyfykfkyR3

*xĠȐÉ i2Q`2iv+xM� AA

RX UR TFiXV SQ/�D T`xvFƈ�/ ;`mTv K�D²+2D /QFƈ�/MB2 k9 2H2K2MivX
P/T,

kX UR TFiXV SQ/�D rxQ`v M� rbxvbiFB2 x2bTQHQM2 TB2`rB�biFB biQTMB� n x HB+x#v x2bTQHQM2D aX
P/T,

jX Uk TFiXV SQ/�D /2}MB+DĠ T`x2bi`x2MB HBMBQr2D M�/ +B�ƈ2K KX
P/T,

9X UR TFiXV a7Q`KmƈmD irB2`/x2MB2 E`QM2+F2`� @ *�T2HH2;QX
P/T,

j



8X UR TFiXV P#HB+x rvxM�+xMBF det4

⎡

⎢⎢⎣

0 0 0 1
0 0 2 2
0 3 3 3
4 4 4 4

⎤

⎥⎥⎦X

eX UR TFiXV SQ/�D /2}MB+DĠ BHQ+xvMm bF�H�`M2;Q M� T`x2bi`x2MB HBMBQr2D X M�/ +B�ƈ2K CX
P/T,

dX Uk TFiXV (X, ⟨·, ·⟩) D2bi T`x2bi`x2MB² 2mFHB/2bQr² B x, y ∈ XX l/QrQ/MBD- ʊ2 ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥X
P/T,

3X Uk TFiXV qvKB2Ɩ +xi2`v `ƦʊM2 MB2xKB2MMBFB `2H�+DB TQ/Q#B2Ɩbir� K�+B2`xv x/2}MBQr�M2D M� Cn,nX
P/T,

NX UR TFiXV SQ/�D /2}MB+DĠ K�+B2`xv bvK2i`v+xM2D /Q/�iMBQ QF`2ȐHQM2DX
P/T,

9
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Geometria z algebrπ liniowπ - Egzamin - 2. termin
Zadania

Kaøde zadanie naleøy rozwiπzywaÊ na oddzielnej kartce. Kaødπ kartkÍ proszÍ podpisaÊ wyraünie na
górze imieniem, nazwiskiem i numerem albumu.

Kaøde zadanie bÍdzie oceniane w skali 0 - 10. Na ocenÍ majπ wp≥yw zarówno poprawnoúÊ odpowiedzi

jak i uzasadnienia formu≥owanych tez. W przypadku korzystania ze stwierdzeÒ, które nie zosta≥y

podane na Êwiczeniach, wyk≥adzie lub w skrypcie, naleøy podaÊ ich dowód.

1. Niech n ˇ 1 i u1, u2, . . . , un oznaczajπ wszystkie zespolone pierwiastki z jednoúci stopnia n + 1
róøne od 1.

(a) Znajdü wielomian f œ R[x] stopnia n taki, øe f(uk) = 0 dla k = 1, 2, . . . , n.
(b) Oblicz czÍúÊ rzeczywistπ i urojonπ iloczynu (2≠ u1) · (2≠ u2) · . . . · (2≠ un).

2. W przestrzeni R[x]3 dane sπ podzbiory

U = {p œ R[x]3 | p(1≠ 3i) = 0}, W = {p œ R[x]3 | ’xœR pÕ(x) = pÕ(≠x)}
(a) Udowodnij, øe U i W sπ podprzestrzeniami liniowymi w R[x]3
(b) Wyznacz bazy przestrzeni U flW i U +W . Czy R[x]3 = U üW?

3. Dane sπ macierze A œ Cm,m i B œ Cm,n takie, øe rank[A | B] = rankA. Udowodnij, øe istnieje
macierz X œ Cm,n taka, øe B = AX.

4. W przestrzeni euklidesowej (R4, È·, ·Í) z iloczynem skalarnym Èx̨, y̨Í = x̨T y̨ zdefiniowano podprze-
strzenie liniowe

X =

Y
___]

___[

S

WWWU

x1
x2
x3
x4

T

XXXV œ R4 | x1 ≠ x2 + x3 ≠ x4 = x2 + x3 = 0

Z
___̂

___\
, Y = span

Q

ccca

S

WWWU

≠1
1

≠1
1

T

XXXV ,

S

WWWU

2

1

≠1
0

T

XXXV

R

dddb .

Znajdü bazÍ ortogonalnπ podprzestrzeni X + Y i oblicz rzut ortogonalny wektora [1, 1, 1, 1]T na
podprzestrzeÒ X fl Y .

5. Przekszta≥cenie liniowe f œ L(R[t]2, (R2)ú) jest zadane wzorem

f(p)

AC
x1
x2

DB

= p(0) · x1 + p(1) · x2, dla p œ R[t]3,
C
x1
x2

D

œ R2.

(a) Znajdü bazÍ podprzestrzeni ker f .

(b) Wyznacz macierz przekszta≥cenia f w bazie 1, t, t2 w przestrzeni R[t]2 i bazie dualnej do bazy
[1, 0]T , [0, 1]T w przestrzeni (R2)ú.

6. Wyznacz postaÊ Jordana i znajdü bazÍ Jordana dla macierzy

B =

S

WU
≠1 0 ≠1
0 ≠2 1

1 0 ≠3

T

XV œ R3,3.

7. Wyznacz wszystkie wartoúci a œ R, dla których macierz symetryczna

A =

S

WU
≠1 0 ≠1
0 a+ 1 1

≠1 1 a

T

XV

jest ujemnie okreúlona.


