
Geometria z algebrπ liniowπ (Informatyka)

10-11-2016 – 1. kolokwium – czÍúÊ teoretyczna

ImiÍ i nazwisko: Numer albumu:

Maksymalny czas przewidziany na czÍúÊ teoretycznπ to pierwsze 40 minut kolokwium. Po tym czasie arkusze z

odpowiedziami zostanπ zebrane. Odpowiedzi naleøy pisaÊ na arkuszu z pytaniami.

W zadaniach 1 - 5 naleøy udzielaÊ odpowiedz TAK lub NIE, przy czym
• nawet jedna niepoprawna odpowiedü oznacza 0 pkt. za ca≥e zadanie, a w innym przypadku:
• dok≥adnie jedna poprawna odpowiedü to 0,2 pkt. za ca≥e zadanie,
• dok≥adnie dwie poprawne odpowiedzi to 0,5 pkt. za ca≥e zadanie,
• 3 poprawne odpowiedzi to 1 pkt. za ca≥e zadanie.

1. Który z poniøszych podzbiorów R jest grupπ z dzia≥aniem mnoøenia liczb i 1 jako elementem
neutralnym?

Z; Z \ {0}; {2k : k œ Z}.

2. Dane sπ liczby zespolone z = 4
1
cos(fi5 ) + i sin(

fi
5 )
2
i w = 1 + i. Wówczas

|z · w4| = 1; |z · (w)≠4| = 1; |12z + w
6| ˛ 10.

3. Dany jest wielomian p(x) = x · q(x), gdzie q œ R[x] jest wielomianem stopnia 5 takim, øe
q(0) ”= 0 i q(i) = 0. Wynika z tego, øe

istnieje liczba a œ R \ {0} taka, øe p(a) = 0;

wielomian p ma co najmniej 4 róøne pierwiastki zespolone;

wielomian p moøe mieÊ 5 róønych pierwiastków rzeczywistych.

4. Podzbiór U µ R3 jest podprzestrzeniπ liniowπ w R3, jeøeli
U = {[x1, x2, x3]T œ R3 : x21 + x22 + x23 = 0};

U = {[x1, x2, x3]T œ R3 : x31 + x32 + x33 = 0};

U = {[x1, x2, x3]T œ R3 : x1 ≠ 2x2 = x1 + x3 = 0}.

5. W przestrzeni liniowej X dane sπ wektory x1, x2, . . . , xn œ X i n ˇ 2. Wynika z tego, øe
jeúli x1, x2, . . . , xn sπ liniowo niezaleøne, to dimX = n;

jeúli X = span(x1, x2, . . . , xn), to dimX ˇ n;

jeúli dimX < n, to wektory x1, x2, . . . , xn sπ liniowo zaleøne.

CI•G DALSZY NA DRUGIEJ STRONIE KARTKI



6. (1 pkt.) Podaj wszystkie zespolone pierwiastki stopnia 4 z liczby 4.

Odp:

7. (1 pkt.) Macierz A œ R5,5 jest nieosobliwa i X, Y œ R8,5

(a) Uzasadnij, øe macierz A · A teø jest nieosobliwa.
Odp:

(b) Uzasadnij implikacjÍ X · A = Y · A =∆ X = Y .

Odp:

8. (1 pkt.) Podaj definicjÍ bazy przestrzeni liniowej X nad cia≥em K i wskaø dwie róøne bazy
w przestrzeni liniowej R2 (nad cia≥em R).
Odp:

9. (2 pkt.) W przestrzeni liniowej X nad cia≥em K dane sπ wektory x, y1, . . . , ym, m ˇ 1, oraz
0 ”= x œ span(y1, y2, . . . , ym). Pokaø, øe dla pewnego k œ {1, 2, . . . ,m}

span(y1, y2, . . . , ym) = span(y1, . . . , yk≠1, x, yk+1, . . . , ym).

Odp:



Geometria z algebrπ liniowπ (Informatyka)

10-11-2016 – 1. kolokwium – zadania

Kaøde zadanie naleøy rozwiπzywaÊ na oddzielnej kartce. Kaødπ kartkÍ proszÍ podpisaÊ
na górze imieniem, nazwiskiem, i numerem albumu.

Kaøde zadanie bÍdzie oceniane w skali 0 - 5. Na ocenÍ majπ wp≥yw zarówno poprawnoúÊ
odpowiedzi jak i uzasadnienia formu≥owanych tez. W przypadku korzystania ze stwier-
dzeÒ, które nie zosta≥y podane na Êwiczeniach, wyk≥adzie lub w rozdzia≥ach 1 - 5 skryptu,
naleøy podaÊ ich dowód.

1. Wyznacz wszystkie liczby zespolone z spe≥niajπce równanie

z3 = (iz + 1)3.

2. Dla danej macierzy D œ R2,3 okreúlamy zbiór

VD =
Ó
M œ R3,2 : DM =MTDT

Ô
.

(a) Pokaø, øe zbiór VD jest podprzestrzeniπ liniowπ w R3,2.
(b) Znajdü macierz D œ R2,3 takπ, øe zbiór

Ó
DM œ R2,2 :M œ VD

Ô

jest zbiorem wszystkich macierzy symetrycznych z R2,2.

3. Niech a, b, c œ C. W przestrzeni liniowej C2016 dane sπ liniowo niezaleøne wektory
w̨, x̨, y̨. Pokaø, øe wektory

aw̨ + x̨, bx̨+ y̨, cy̨ + w̨

sπ liniowo niezaleøne wtedy i tylko wtedy, gdy abc ”= ≠1.

4. Dane sπ zbiory M µ (0,+Œ), A µ [0, 2fi). Niech

G = {meia : m œM i a œ A} µ C.

Pokaø, øe zbiór G jest grupπ z dzia≥aniem mnoøenia liczb zespolonych wtedy i tylko
wtedy, gdy

(i) zbiór M jest grupπ z dzia≥aniem mnoøenia liczb rzeczywistych

oraz

(ii) zbiór A jest grupπ z dzia≥aniem ü takim, øe

’a,b,cœA aü b = c ≈∆
1÷ kœZ a+ b = 2kfi + c

2
.



Geometria z algebrπ liniowπ (Informatyka)

12-01-2017 – 2. kolokwium – czÍúÊ teoretyczna

ImiÍ i nazwisko: Numer albumu:

Maksymalny czas przewidziany na czÍúÊ teoretycznπ to pierwsze 40 minut kolokwium. Po tym czasie arkusze z

odpowiedziami zostanπ zebrane. Odpowiedzi naleøy pisaÊ na arkuszu z pytaniami.

W zadaniach 1 - 5 naleøy udzielaÊ odpowiedz TAK lub NIE, przy czym
• nawet jedna niepoprawna odpowiedü oznacza 0 pkt. za ca≥e zadanie, a w innym przypadku:
• dok≥adnie jedna poprawna odpowiedü to 0,2 pkt. za ca≥e zadanie,
• dok≥adnie dwie poprawne odpowiedzi to 0,5 pkt. za ca≥e zadanie,
• 3 poprawne odpowiedzi to 1 pkt. za ca≥e zadanie.

1. W przestrzeni liniowej X wymiaru 7 dane sπ podprzestrzenie liniowe U, V obie wymiaru 4.
Wówczas jest moøliwe, øe

U fl V = {0}; X = U + V ; X = U ü V .

2. A œ Rm,n, uk≥ad v̨1, v̨2, . . . , v̨n jest bazπ Rn takπ, øe uk≥ad wektorów v̨1, v̨2, . . . , v̨k jest bazπ
kerA. Wówczas

rank(AT ) = n≠ k;

uk≥ad wektorów Av̨1, Av̨2, . . . , Av̨n rozpina przestrzeÒ Rm;

uk≥ad wektorów Av̨k+1, . . . , Av̨n rozpina przestrzeÒ imA.

3. Macierz A œ Rn,n jest nieosobliwa. Wówczas
detn(≠A) = ≠ detn(A);

jeøeli detn(A) = detn(≠A), to n jest liczbπ parzystπ;

detn(A2) > 0.

4. W przestrzeni euklidesowej (X, È·, ·Í) dany jest uk≥ad ortonormalny u1, u2, u3, oraz wektory
x = u1 ≠ 3u2 + 2u3, y = 5u1 + u2 ≠ u3, z = 2u1 + u2 + 3u3. Wówczas

x ‹ y; y ‹ z; ÎxÎ = ÎzÎ.

5. X, Y sπ przestrzeniami liniowymi nad cia≥em K, dimX = 5, dimY = 8. Wówczas
istnieje monomorfizm f œ L(X, Y )

istnieje epimorfizm g œ L(X, Y );

istnieje epimorfizm h œ L(Y,X).

CI•G DALSZY NA DRUGIEJ STRONIE KARTKI



6. (1 pkt.) W przestrzeni C7 dane sπ podprzestrzenieX, Y wymiaru 5. Ile moøe wynosiÊ wymiar
przestrzeni X fl Y ? (Podaj wszystkie moøliwoúci.)
Odp:

7. (1 pkt.) A œ R4,4, b̨ œ R4 i uk≥ad równaÒ Ax̨ = b̨ jest oznaczony. Uzasadnij, øe macierz A
jest nieosobliwa.

Odp:

8. (1 pkt.) X, Y sπ przestrzeniami liniowymi nad cia≥em K, dimX = 4, dimY = 5. Ile wynosi
wymiar przestrzeni L(L(Xú, Y ),K3)?
Odp:

9. (1 pkt.) X, Y sπ przestrzeniami liniowymi skoÒczonego wymiaru nad cia≥em K, f œ L(X, Y )
jest epimorfizmem. Uzasadnij, øe dimY ˛ dimX.
Odp:

10. (1 pkt.) Uk≥ad (f ú1 , fú2 , fú3 ) funkcjona≥ów z przestrzeni (R[x]2)ú jest bazπ dualnπ do bazy
(1, x, x2) przestrzeni R[x]2. Wówczas

f ú1 (1≠ 3x+ x2) =

f ú2 (1 + 10x2) =

f ú3 (≠2 + 3x≠ 4x2) =

(f ú1 + f ú2 + f ú3 )(1 + x+ x2) =



Geometria z algebrπ liniowπ (Informatyka)

12-01-2017 – 2. kolokwium – zadania

Kaøde zadanie naleøy rozwiπzywaÊ na oddzielnej kartce. Kaødπ kartkÍ proszÍ podpisaÊ
na górze imieniem, nazwiskiem, i numerem albumu.

Kaøde zadanie bÍdzie oceniane w skali 0 - 5. Na ocenÍ majπ wp≥yw zarówno poprawnoúÊ
odpowiedzi jak i uzasadnienia formu≥owanych tez. W przypadku korzystania ze stwier-
dzeÒ, które nie zosta≥y podane na Êwiczeniach, wyk≥adzie lub w rozdzia≥ach 1 - 10 skryptu,
naleøy podaÊ ich dowód.

1. Niech s œ R i

A =

S

WU
1 1 1 s
1 1 s 1
2 4s 2 1

T

XV œ R3,4.

(a) Wyznacz rzπd macierzy A w zaleønoúci od s.

(b) Dla s œ {12 , 1} znajdü rozwiπzanie ogólne uk≥adu równaÒ Ax̨ = b̨, gdzie b̨ =
[s, 1, 2]T , lub udowodnij, øe uk≥ad jest sprzeczny.

2. W przestrzeni euklidesowej (R5, È·, ·Í) z iloczynem skalarnym Èx̨, y̨Í = x̨T y̨ dana jest
podprzestrzeÒ liniowa

V = {x̨ œ R5 : x1 + x2 + x3 = x2 ≠ 4x3 + x4 = 0}, gdzie x̨ = [x1, x2, x3, x4, x5]T .

Znajdü bazÍ ortogonalnπ dope≥nienia ortogonalnego przestrzeni V i oblicz rzut orto-
gonalny wektora ą = [5, 2,≠1, 3, 3]T na przestrzeÒ V .

3. Pokaø, øe odwzorowanie f : R[x]2 æ R[x]2 dane wzorem

f(p)(x) =
1
(2x+ 1) · p(x)≠ (x2 + 1) · pÕ(x)

2Õ

jest przekszta≥ceniem liniowym. Wyznacz macierz przekszta≥cenia f w bazie (1, x, x2)
i znajdü bazy podprzestrzeni im (f) oraz ker(f).

4. X jest przestrzeniπ liniowπ nad cia≥em K, dimX < +Œ, Y µ X jest podprzestrzeniπ
liniowπ i dla pewnego przekszta≥cenia liniowego F œ L(Y,X) zachodzi

X = Y + im (F ).

Pokaø, øe dimX ˛ 2 · dimY i równoúÊ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy F jest
monomorfizmem i Y fl im (F ) = {0}.



08-02-2017

ImiÍ i nazwisko: Numer albumu:

Geometria z algebrπ liniowπ - Egzamin - 1. termin
CzÍúÊ teoretyczna

Instrukcja: Odpowiedzi naleøy pisaÊ na arkuszu z pytaniami.

W zadaniach 1-12 naleøy udzielaÊ odpowiedzi TAK lub NIE , przy czym

• nawet jedna niepoprawna odpowiedü oznacza 0 pkt. za ca≥e zadanie, a w innym przypadku:
• dok≥adnie jedna poprawna odpowiedü to 0,5 pkt za ca≥e zadanie,
• dok≥adnie dwie poprawne odpowiedzi to 1 pkt za ca≥e zadanie
• 3 poprawne odpowiedzi to 1,5 punktu za ca≥e zadanie,
• brak odpowiedzi nie jest traktowany jako niepoprawna odpowiedü.

1. Niech a œ C \ {0}. Wówczas
a2 > 0;

a = a ≈∆ a œ R;

zbiór {ak : k œ Z} jest grupπ z dzia≥aniem mnoøenia liczb zespolonych.

2. Niech k œ N, a œ R \ {0} i p(x) = xk ≠ a. Wówczas
wielomian p ma k róønych pierwiastków zespolonych;

wielomian p ma pierwiastek rzeczywisty;

wielomian p ma parzystπ liczbÍ pierwiastków w zbiorze C \ R.

3. Które z poniøszych zbiorów sπ podprzestrzeniami liniowymi w przestrzeni liniowej Rn,n?
{A œ Rn,n : A+ 2AT = 0};

{A œ Rn,n : tr(A) = 0};

{A œ Rn,n : detn(A) = 0}.

4. Które z poniøszych warunków sπ równowaøne stwierdzeniu „macierz A œ Cn,n jest nieosobliwa”?
dim(kerA) + dim(imA) = n;

istnieje wektor b̨ œ Cn taki, øe uk≥ad równaÒ Ax̨ = b̨ jest oznaczony;

endomorfizm f œ L(Cn) dany wzorem f(x̨) = Ax̨ jest izomorfizmem.

5. A,B œ Rn,n. Wówczas
im (A) µ im (A ·B);

ker(A) µ ker(A ·B);

rank(A) ˛ rank(A ·B).

1



6. (X, È·, ·Í) jest przestrzeniπ euklidesowπ i x, y œ X. Wówczas
Èx, yÍ ˛ ÎxÎ · ÎyÎ;

jeøeli Îx+ yÎ2 = ÎxÎ2 + ÎyÎ2, to x ‹ y;

jeøeli Èx, yÍ = 0, to x i y sπ liniowo niezaleøne.

7. (X, È·, ·Í) jest przestrzeniπ unitarnπ wymiaru n < Œ, wektory x1, x2, . . . , xk œ X sπ liniowo nieza-
leøne i Z = {x1, x2, . . . , xk}. Wynika z tego, øe

dim(Z‹) = n≠ k;

dim(Z‹) = k;

(Z‹)‹ = Z.

8. W przestrzeni liniowej X wymiaru n < Œ dane sπ wektory x1, x2, . . . , xn œ X oraz f œ L(X).
Wówczas

jeøeli uk≥ad f(x1), f(x2), . . . , f(xn) jest liniowo niezaleøny, to f jest epimorfizmem;

jeøeli uk≥ad f(x1), f(x2), . . . , f(xn) jest liniowo niezaleøny, to uk≥ad x1, x2, . . . , xn
jest bazπ przestrzeni X;

jeøeli uk≥ad x1, x2, . . . , xn jest bazπ przestrzeni X, to uk≥ad f(x1), f(x2), . . . , f(xn)
jest bazπ przestrzeni X.

9. X jest przestrzeniπ liniowπ wymiaru k, xú1, x
ú
2, . . . , x

ú
k œ Xú, x1, x2, . . . , xk œ X, oraz dla

i, j = 1, . . . , k zachodzi xúi (xj) = 0 gdy i ”= j i xúi (xi) = 1. Wynika z tego, øe

uk≥ad x1, x2, . . . , xk jest bazπ przestrzeni X;

jeøeli fú œ Xú i fú(x1) = fú(x2) = . . . = fú(xk) = 0, to fú = 0;

jeøeli y œ X i xú1(y) = xú2(y) = . . . = xúk(y) = 0, to y = 0.

10. Macierze A,B œ Rn,n sπ podobne. Wówczas
jeúli A = In, to B = In;

macierz A i B majπ te same wartoúci w≥asne;

macierz A i B majπ te same podprzestrzenie w≥asne.

11. Macierz A œ Rn,n jest diagonalizowalna. Wówczas
macierz A jest nieosobliwa;

wielomian charakterystyczny macierzy A jest iloczynem wielomianów z R[x]1;

macierz A2 jest diagonalizowalna.

12. Macierz symetryczna A œ Rn,n jest ujemnie okreúlona. Wynika z tego, øe
wszystkie wartoúci w≥asne macierzy A sπ ujemne;

macierz A jest nieosobliwa;

detn(A) < 0.

2



13. (1 pkt.) Podaj definicje grupy i grupy abelowej

Odp:

14. (1 pkt.) Podaj przyk≥ad grupy nieabelowej.

Odp:

15. (1 pkt.) Podaj wszystkie pierwiastki zespolone stopnia 2 z liczby ≠2i.
Odp:

16. (1 pkt.) Sformu≥uj zasadnicze twierdzenie algebry.

Odp:

17. (2 pkt.) Sformu≥uj i udowodnij twierdzenie Kroneckera - Capelliego.

Odp:

3



18. (2 pkt.) (X, È·, ·Í) jest przestrzeniπ z iloczynem skalarnym i Z µ X jest dowolnym podzbiorem.
Udowodnij, øe zbiór Z‹ jest podprzestrzeniπ liniowπ w X.

Odp:

19. (2 pkt.) Udowodnij, øe dwie podobne macierze A,B œ Kn,n majπ równe wielomiany charaktery-
styczne.

Odp:

20. (2 pkt.) Dana jest macierz A œ R4,4 taka, øe pA(⁄) = (2≠⁄)3(≠1≠⁄) oraz dim(ker(A≠ 2I4)) = 2.
Wyznacz postaÊ Jordana macierzy A. Uzasadnij odpowiedü.

Odp:

4



08-02-2017

Geometria z algebrπ liniowπ - Egzamin - 1. termin
Zadania

Kaøde zadanie naleøy rozwiπzywaÊ na oddzielnej kartce. Kaødπ kartkÍ proszÍ podpisaÊ wyraünie na
górze imieniem, nazwiskiem i numerem albumu.

Kaøde zadanie bÍdzie oceniane w skali 0 - 10. Na ocenÍ majπ wp≥yw zarówno poprawnoúÊ odpowiedzi

jak i uzasadnienia formu≥owanych tez.

1. Dane sπ liczby zespolone a, b, u takie, øe u2 = ab. Udowodnij, øe

|a|+ |b| =
----
a+ b

2
≠ u
----+
----
a+ b

2
+ u

---- .

2. Udowodnij, øe dla dowolnych macierzy A,B œ Rn,n

rank(A ·B) ˇ rank(A) + rank(B)≠ n.

3. W przestrzeni liniowej R4 dane sπ podprzestrzenie

V = span([1,≠1,≠1, 1]T , [1, 1, 0, 3]T , [3, 1,≠1, 7]T , [0, 2, 1, 2]T ),
W = {[x1, x2, x3, x4]T œ R4 : x1 ≠ x2 + x3 ≠ x4 = 0}.

Wyznacz bazy podprzestrzeni V , W , V +W i V flW .

4. Dane sπ liczby x, y œ R. Oblicz wyznacznik macierzy A = [ai,j ]2ni,j=1 œ R2n,2n, jeøeli

ai,j =

Y
__]

__[

x gdy i = j;

y gdy i = 2n+ 1≠ j;
0 w pozosta≥ych przypadkach.

5. (X, È·, ·ÍX) i (Y, È·, ·ÍY ) sπ przestrzeniami euklidesowymi. Przekszta≥cenie liniowe f œ L(X,Y ) ma
w≥asnoúÊ

’v œ X Èv, vÍX = Èf(v), f(v)ÍY .

(a) Pokaø, øe f jest monomorfizmem.

(b) Udowodnij, øe ’v, w œ X Èv, wÍX = Èf(v), f(w)ÍY .
6. W przestrzeni liniowej C[x]3 dana jest baza

p0(x) = 1, p1(x) = x, p2(x) = x(x≠ i), p3(x) = x(x≠ i)(x≠ 1).

Uk≥ad funkcjona≥ów (pú0, p
ú
1, p
ú
2, p
ú
3) jest bazπ przestrzeni (C[x]3)ú dualnπ do bazy (p0, p1, p2, p3).

Funkcjona≥ fú œ (C[x]3)ú jest dany wzorem fú(p) = p(≠i). Wyznacz liczby a0, a1, a2, a3 œ C takie,
øe fú = a0pú0 + a1p

ú
1 + a2p

ú
2 + a3p

ú
3.

7. Rozwaøamy endomorfizm f œ L(R4) dany wzorem f(x̨) = Ax̨, gdzie

A =

S

WWWU

1 3 ≠1 1

1 ≠5 1 ≠2
≠1 3 1 1

≠4 24 ≠4 9

T

XXXV .

(a) Wiedzπc, øe pA(⁄) = (1≠ ⁄)2(2≠ ⁄)2, wyznacz macierz i bazÍ Jordana endomorfizmu f .
(b) Czy istniejπ a œ R i k œ N, k > 0, takie øe (A+ aI4)k = 0? Uzasadnij odpowiedü.



20-02-2017

ImiÍ i nazwisko: Numer albumu:

Geometria z algebrπ liniowπ - Egzamin - 2. termin
CzÍúÊ teoretyczna

Instrukcja: Odpowiedzi naleøy pisaÊ na arkuszu z pytaniami.

W zadaniach 1-12 naleøy udzielaÊ odpowiedzi TAK lub NIE , przy czym

• nawet jedna niepoprawna odpowiedü oznacza 0 pkt. za ca≥e zadanie, a w innym przypadku:
• dok≥adnie jedna poprawna odpowiedü to 0,5 pkt za ca≥e zadanie,
• dok≥adnie dwie poprawne odpowiedzi to 1 pkt za ca≥e zadanie
• 3 poprawne odpowiedzi to 1,5 punktu za ca≥e zadanie,
• brak odpowiedzi nie jest traktowany jako niepoprawna odpowiedü.

1. Dana jest liczba zespolona a = 1 + i. Wówczas

dla pewnego k œ N \ {0} ak jest liczbπ rzeczywistπ dodatniπ;

dla pewnego k œ Z \ {0} |(a)k| = 1;

liczby a oraz a≠1 majπ równe argumenty g≥ówne.

2. Dany jest wielomian p œ R[x], przy czym p(x) = x(x≠ a)(x≠ b)(x≠ c), gdzie a, b, c œ C. Wówczas
kaøda z liczb a, b, c jest rzeczywista;

co najmniej jedna z liczb a, b, c jest rzeczywista;

jest moøliwe, øe a, b œ R i c œ C \ R.

3. Które z poniøszych zbiorów sπ podprzestrzeniami liniowymi w przestrzeni liniowej C[x]n?
{p œ C[x]n : p(≠1) = ip(1)};

{p œ C[x]n : ’ x œ C p(x) = p(ix)};

{p œ C[x]n : ÷ x0 œ R p(x0) = 0}.

4. Które z poniøszych warunków sπ równowaøne stwierdzeniu „macierz A œ Rn,n jest nieosobliwa”?
macierz (AT )2017 jest nieosobliwa;

jeøeli x̨ œ Rn i Ax̨ = 0, to x̨ = 0;

pA(0) = 0, gdzie pA jest wielomianem charakterystycznym macierzy A.

5. A,B œ Rn,n. Wówczas
im (A ·B) µ im (A);

ker(A ·B) µ ker(A);

ker(A ·B) ∏ ker(A);

1



6. (X, È·, ·Í) jest przestrzeniπ unitarnπ i x, y œ X \ {0}. Wówczas
jeøeli x i y sπ liniowo niezaleøne, to Èx, yÍ = 0;

jeøeli Èx, xÍ = Èy, yÍ, to x = y;

jeøeli Èx, yÍ = 0, to dimX ˇ 2.

7. (X, È·, ·Í) jest przestrzeniπ euklidesowπ wymiaru n < Œ i wektory x1, x2, . . . , xn œ X sπ liniowo
niezaleøne. Wówczas

istnieje uk≥ad ortonormalny u1, u2, . . . , un taki, øe
span(u1, u2, . . . , ur) = span(x1, x2, . . . , xr) dla r = 1, 2 . . . , n.

jeøeli v œ X i Èv, xkÍ = 0 dla k = 1, 2, . . . , n, to v = 0;

macierz G = [Èxi, xjÍ]ni,j=1 jest nieosobliwa.

8. W przestrzeni liniowej X wymiaru n <Œ dane sπ wektory x1, x2, . . . , xn œ X i f œ L(X). Wówczas
jeøeli uk≥ad f(x1), f(x2), . . . , f(xn) rozpina przestrzeÒ X, to f jest monomorfizmem;

jeøeli uk≥ad f(x1), f(x2), . . . , f(xn) jest liniowo zaleøny, to uk≥ad x1, x2, . . . , xn jest
liniowo zaleøny;

jeøeli uk≥ad f(x1), f(x2), . . . , f(xn) jest bazπ przestrzeni X, to uk≥ad
(f ¶ f)(x1), (f ¶ f)(x2), . . . , (f ¶ f)(xn) jest bazπ przestrzeni X.

9. X jest przestrzeniπ liniowπ wymiaru k, xú1, x
ú
2, . . . , x

ú
k œ Xú, x1, x2, . . . , xk œ X, oraz dla

i, j = 1, . . . , k zachodzi xúi (xj) = 0 gdy i ”= j i xúi (xi) = 1. Wynika z tego, øe
uk≥ad xú1, x

ú
2, . . . , x

ú
k jest bazπ przestrzeni X

ú
;

jeøeli x œ X, to (x œ
uk
i=1 ker(x

ú
i ) ≈∆ x = 0);

jeøeli fú œ X i fú(x1) = fú(x2) = . . . = fú(xk) = 0, to f(x) = 0 dla kaødego x œ X.

10. Macierze A,B œ Rn,n sπ podobne. Wówczas
jeúli rankA = 1, to rankB = 1;

jeúli macierz A jest diagonalna, to macierz B jest diagonalna;

macierze A+ 3In i B + 3In sπ podobne.

11. Macierz A œ Rn,n jest nieosobliwa. Wówczas
macierz ATA jest symetryczna i dodatnio okreúlona;

macierz ATA jest diagonalizowalna;

macierz ATA≠ 3In jest diagonalizowalna.

12. X jest przestrzeniπ liniowπ wymiaru 3 i endomorfizm f œ L(X) ma 3 róøne wartoúci w≥asne.
Wynika z tego, øe

f jest epimorfizmem;

w pewnej bazie przestrzeni X endomorfizm f ma macierz diagonalnπ;

dim(ker f) ˛ 1.
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13. (1 pkt.) Podaj wszystkie zespolone pierwiastki wielomianu p(x) = x3 + 2i · x.
Odp:

14. (2 pkt.) Podaj definicjÍ przestrzeni liniowej nad cia≥em K.
Odp:

15. (1 pkt.) Podaj przyk≥ad przestrzeni liniowej X nad cia≥em C takiej, øe dimX = +Œ.
Odp:

16. (2 pkt.) Sformu≥uj i udowodnij twierdzenie Kroneckera - Capelliego.

Odp:
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17. (2 pkt.) (X, È·, ·Í) jest przestrzeniπ z iloczynem skalarnym, x1, x2, . . . , xn œ X \ {0} i Èxi, xjÍ = 0
dla i ”= j. Udowodnij, øe uk≥ad x1, x2, . . . , xn jest liniowo niezaleøny.
Odp:

18. (2 pkt.) X jest przestrzeniπ liniowπ nad cia≥em K, dimX < +Œ i f œ L(X) jest monomorfizmem.
Udowodnij, øe f jest epimorfizmem.

Odp:

19. (2 pkt.) Dana jest macierz A œ R4,4 taka, øe pA(⁄) = (2≠⁄)4, rank(A≠2I4) = 2 oraz (A≠2I4)2 = 0.
Wyznacz postaÊ Jordana macierzy A. Uzasadnij odpowiedü.

Odp:
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20-02-2017

Geometria z algebrπ liniowπ - Egzamin - 2. termin
Zadania

Kaøde zadanie naleøy rozwiπzywaÊ na oddzielnej kartce. Kaødπ kartkÍ proszÍ podpisaÊ wyraünie na
górze imieniem, nazwiskiem i numerem albumu.

Kaøde zadanie bÍdzie oceniane w skali 0 - 10. Na ocenÍ majπ wp≥yw zarówno poprawnoúÊ odpowiedzi
jak i uzasadnienia formu≥owanych tez.

1. Wyznacz wszystkie pary liczb zespolonych (w, z) takie, øe
----
w + z
2

----
2
=
|w|2 + |z|2

2
.

2. W przestrzeni liniowej R4 dane sπ podprzestrzenie

U = span([1, 3,≠1,≠1]T , [2, 4,≠2, 0]T ), W = span([≠1, 1, 4,≠1]T , [0, 4, 3,≠4]T ).

Znajdü bazy podprzestrzeni U flW i U +W . Czy U +W = U üW? Uzasadnij odpowiedü.

3. Dla danych liczb dodatnich x1, x2, . . . , xn œ R niech

A =

S

WU
1 1 . . . 1
x1 x2 . . . xn
x31 x

3
2 . . . x

3
n

T

XV œ R3,n.

Pokaø, øe rankA = 3 wtedy i tylko wtedy, gdy wúród liczb x1, x2, . . . , xn znajdujπ siÍ co najmniej
3 róøne.

4. W przestrzeni R3 rozwaøamy standardowy iloczyn skalarny Èx̨, y̨Í = x̨T y̨. Niech

A =

S

WU
1 0
0 1
1 ≠1

T

XV œ R3,2.

Wyznacz wszystkie macierzeM œ R3,2 takie, øe dla kaødego x̨ œ R2 zachodzi ÈAx,MxÍ = 0. Pokaø,
øe zbiór wszystkich takich macierzy jest podprzestrzeniπ liniowπ w R3,2 i wyznacz jej wymiar.

5. Niech a œ R. Przekszta≥cenie liniowe f œ L(R3,R[t]2) jest dane wzorem

f([x1, x2, x3]T )(t) = 2x2 ≠ x1 ≠ x2 · t+ (x1 + ax3) · t2.

(a) Wyznacz macierz przekszta≥cenia f w bazach (ę1, ę2, ę3) w R3 i (1, t, t2) w R[t]2.
(b) Znajdü bazy podprzestrzeni im(f) i ker(f) w zaleønoúci od a.
(c) Dla jakich wartoúci a przekszta≥cenie f jest izomorfizmem?

6. W przestrzeni liniowej R[x] dana jest podprzestrzeÒ liniowa

V = span(1 + x, x2).

(a) Wyznacz bazÍ (fú1 , f
ú
2 ) przestrzeni V

ú dualnπ do bazy (1 + x, x2) przestrzeni V .
(b) Funkcjona≥ g œ V ú jest dany wzorem g(p) = p(0)+3p(1). Przedstaw g jako kombinacjÍ liniowπ
funkcjona≥ów fú1 , f

ú
2 .

7. Dla danego wektora v̨ œ C3 \ {0} niech

X(v̨) =
Ó
A œ C3,3 : ÷ ⁄ œ C v̨ œ ker(A≠ ⁄I3)

Ô
.

(a) Pokaø, øe dla kaødego v̨ œ C3 \ {0} zbiór X(v̨) jest podprzestrzeniπ liniowπ w C3,3.
(b) Za≥óømy, øe wektory ų, v̨, w̨ œ C3 sπ liniowo niezaleøne i A œ X(ų)flX(v̨)flX(w̨). Udowodnij,
øe macierz A jest diagonalizowalna.


