Geometria z algebra liniowa (Informatyka)

10-11-2016 — 1. kolokwium — czes¢ teoretyczna

Imie¢ i nazwisko: Numer albumu:

Maksymalny czas przewidziany na czesé teoretyczna to pierwsze 40 minut kolokwium. Po tym czasie arkusze z
odpowiedziami zostang zebrane. Odpowiedzi nalezy pisa¢ na arkuszu z pytaniami.

W zadaniach 1 - 5 nalezy udziela¢ odpowiedz TAK lub NIE, przy czym
e nawet jedna niepoprawna odpowiedz oznacza 0 pkt. za cale zadanie, a w innym przypadku:
e doktadnie jedna poprawna odpowiedz to 0,2 pkt. za cale zadanie,
e dokladnie dwie poprawne odpowiedzi to 0,5 pkt. za cale zadanie,
e 3 poprawne odpowiedzi to 1 pkt. za cale zadanie.

1. Ktoéry z ponizszych podzbioréw R jest grupa z dziataniem mnozenia liczb i 1 jako elementem
neutralnym?

= T muy [ ] ehken

2. Dane sg liczby zespolone z = 4(005(%) + isin(%)) iw=1+1i. Wowczas

T Jewi=n [k @=t [ erwi<n

3. Dany jest wielomian p(z) = z - ¢(x), gdzie ¢ € R[z] jest wielomianem stopnia 5 takim, ze
q(0) # 01 ¢q(i) = 0. Wynika z tego, ze

|:| istnieje liczba a € R\ {0} taka, ze p(a) = 0;
I:' wielomian p ma co najmniej 4 rézne pierwiastki zespolone;

wielomian p moze mie¢ 5 réznych pierwiastkéw rzeczywistych.

4. Podzbiér U C R? jest podprzestrzenig liniowa w R3, jezeli

I:| U= {[x1, 2, x3)" € R?: 2% + 23 + 25 = 0};
L JU=Almasn]" € R rad o +ad = 0}

U= {[x1’$27$3]T S Rg LT — 23’,‘2 = I +ZE3 — 0}

!

5. W przestrzeni liniowej X dane sg wektory x1,xs,...,2, € X i n > 2. Wynika z tego, ze

jesli xq, xa, ..., x, sg liniowo niezalezne, to dim X = n;
jesli X = span(xy,za,...,x,), to dim X > n;

jesli dim X < n, to wektory zq, xs, ..., x, sa liniowo zalezne.

|1

CIAG DALSZY NA DRUGIEJ STRONIE KARTKI



6. (1 pkt.) Podaj wszystkie zespolone pierwiastki stopnia 4 z liczby 4.
Odp:

7. (1 pkt.) Macierz A € R>® jest nieosobliwa i X,Y € R%5
(a) Uzasadnij, ze macierz A - A tez jest nieosobliwa.
Odp:

(b) Uzasadnij implikacje X - A=Y -A — X =Y.
Odp:

8. (1 pkt.) Podaj definicje bazy przestrzeni liniowej X nad ciatem K i wskaz dwie rézne bazy
w przestrzeni liniowej R? (nad cialem R).

Odp:

9. (2 pkt.) W przestrzeni liniowej X nad ciatem K dane sa wektory x,yy, ..., Ym, m > 1, oraz
0 # x € span(yi, Yo, - - - , Ym ). Pokaz, ze dla pewnego k € {1,2,...,m}

Span(y17y27 s 7ym) = Span(yla o Y1, T Ykt - - - 7ym)

Odp:



Geometria z algebra liniowa (Informatyka)

10-11-2016 — 1. kolokwium — zadania

Kazde zadanie nalezy rozwigzywa¢ na oddzielnej kartce. Kazdg kartke prosze podpisaé
na gorze imieniem, nazwiskiem, i numerem albumu.

Kazde zadanie bedzie oceniane w skali 0 - 5. Na ocene maja wptyw zaréwno poprawnos¢
odpowiedzi jak i uzasadnienia formutowanych tez. W przypadku korzystania ze stwier-
dzen, ktére nie zostaly podane na ¢wiczeniach, wyktadzie lub w rozdziatach 1 - 5 skryptu,
nalezy poda¢ ich dowod.

1. Wyznacz wszystkie liczby zespolone z spetniajace réwnanie

23 = (iz + 1)

2. Dla danej macierzy D € R?3 okredlamy zbior
Vp = {M eR*: DM = M"D"}.
(a) Pokaz, ze zbiér Vp jest podprzestrzenia liniowa w R32.
(b) Zmnajdz macierz D € R?? taka, ze zbior

{DM cR22: M ¢ VD}

jest zbiorem wszystkich macierzy symetrycznych z R%2.

3. Niech a,b,c € C. W przestrzeni liniowej C?°'6 dane sg liniowo niezalezne wektory
w, X, y. Pokaz, ze wektory

al + &, bI+i, cj+w

sg liniowo niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy abc # —1.

4. Dane sg zbiory M C (0, +00), A C [0,27). Niech
G={me“:meMiac A} CC.

Pokaz, ze zbiér G jest grupa z dziataniem mnozenia liczb zespolonych wtedy i tylko
wtedy, gdy

(i) zbior M jest grupa z dzialaniem mnozenia liczb rzeczywistych

oraz

(ii) zbior A jest grupa z dzialaniem @ takim, ze

va,b,ceA abb=c < (erz a+b:2k:7r+c).



Geometria z algebra liniowa (Informatyka)

12-01-2017 — 2. kolokwium — czes¢ teoretyczna

Imie¢ i nazwisko: Numer albumu:

Maksymalny czas przewidziany na czesé teoretyczna to pierwsze 40 minut kolokwium. Po tym czasie arkusze z
odpowiedziami zostang zebrane. Odpowiedzi nalezy pisa¢ na arkuszu z pytaniami.

W zadaniach 1 - 5 nalezy udziela¢ odpowiedz TAK lub NIE, przy czym
e nawet jedna niepoprawna odpowiedz oznacza 0 pkt. za cale zadanie, a w innym przypadku:
doktadnie jedna poprawna odpowiedz to 0,2 pkt. za cate zadanie,
doktadnie dwie poprawne odpowiedzi to 0,5 pkt. za cale zadanie,
3 poprawne odpowiedzi to 1 pkt. za cale zadanie.

1. W przestrzeni liniowej X wymiaru 7 dane sa podprzestrzenie liniowe U, V' obie wymiaru 4.
Wowczas jest mozliwe, ze

 Juaveor [ Jx=u+vi [ ]x-vev

2. A e R™" uktad v, s, ..., 1, jest bazg R™ taka, ze uktad wektoréow vy, vs, ..., ¥y jest baza
ker A. Wowezas

] k) =
I:' uktad wektorow Av, Avs, ..., Av, rozpina przestrzen R™;

uktad wektorow Avyyq, ..., Av, rozpina przestrzen im A.

3. Macierz A € R™" jest nieosobliwa. Wowczas

|| dety(—A) = — det,,(A);

jezeli det, (A) = det,(—A), to n jest liczba parzysta,;

L
] dety(4%) >0

4. W przestrzeni euklidesowej (X (-, -)) dany jest uktad ortonormalny u;, us, us, oraz wektory
r = uy — 3us + 2us3, y = duy + uy — uz, 2 = 2uq + ug + 3uz. Wowcezas

z Ly; L Jyls N Ea El

!

5. X,Y sag przestrzeniami liniowymi nad ciatem K, dim X = 5, dimY = 8. Wéwczas

istnieje monomorfizm f € L(X,Y)

istnieje epimorfizm g € L(X,Y);

1l

istnieje epimorfizm h € L(Y, X).

CIAG DALSZY NA DRUGIEJ STRONIE KARTKI



6. (1 pkt.) W przestrzeni C” dane sg podprzestrzenie X, Y wymiaru 5. Ile moze wynosi¢ wymiar
przestrzeni X NY? (Podaj wszystkie mozliwosci.)

Odp:

7. (1 pkt.) A € R*, b € R* i uklad réwnan AZ = b jest oznaczony. Uzasadnij, ze macierz A
jest nieosobliwa.

Odp:

8. (1 pkt.) X,Y sa przestrzeniami liniowymi nad cialem K, dim X =4, dimY = 5. Ile wynosi
wymiar przestrzeni L(L(X*,Y),K3)?

Odp:

9. (1 pkt.) X,Y sa przestrzeniami liniowymi skoniczonego wymiaru nad ciatem K, f € L(X,Y)
jest epimorfizmem. Uzasadnij, ze dimY < dim X.

Odp:

10. (1 pkt.) Uktad (f7, f5, f3) funkcjonaléw z przestrzeni (R[z]y)* jest baza dualna do bazy
(1,2, 2%) przestrzeni R[z],. Wowczas

f(l =30 +a%) =
f3(1+102%) =
f3(=2+ 3z — 42?) =

(fi+fs+f)04+z+2)=



Geometria z algebra liniowa (Informatyka)

12-01-2017 — 2. kolokwium — zadania

Kazde zadanie nalezy rozwigzywa¢ na oddzielnej kartce. Kazdg kartke prosze podpisaé
na gorze imieniem, nazwiskiem, i numerem albumu.

Kazde zadanie bedzie oceniane w skali 0 - 5. Na ocene maja wptyw zaréwno poprawnos¢
odpowiedzi jak i uzasadnienia formutowanych tez. W przypadku korzystania ze stwier-
dzen, ktore nie zostaly podane na ¢wiczeniach, wyktadzie lub w rozdziatach 1 - 10 skryptu,
nalezy poda¢ ich dowod.

1. Niech s e R i

1
1
4s

1
A= |1 e R34
2

— =

1
s
2

(a) Wyznacz rzad macierzy A w zaleznosci od s.

(b) Dla s € {3,1} znajdz rozwigzanie ogdlne ukladu réwnan AT = b, gdzie b =
[5,1,2]7, lub udowodnij, ze uktad jest sprzeczny.

2. W przestrzeni euklidesowej (R®, (-, -)) z iloczynem skalarnym (Z, ) = 714 dana jest
podprzestrzen liniowa

V={F€R":zy + 9+ 13 =19 — 423 + 24 = 0}, gdzie ¥ = [x1, 19, 13, 74, 5] .
Zmnajdz baze ortogonalng dopelnienia ortogonalnego przestrzeni V' i oblicz rzut orto-

gonalny wektora @ = [5,2, —1,3, 3]7 na przestrzen V.

3. Pokaz, ze odwzorowanie f : R[z], — R[z]y dane wzorem

/
fp)(@) = (22 +1) - pla) - (2* +1) - ()
jest przeksztalceniem liniowym. Wyznacz macierz przeksztatcenia f w bazie (1, x, 2?)

i znajdz bazy podprzestrzeni im (f) oraz ker(f).

4. X jest przestrzenig liniowa nad ciatem K, dim X < +o0, Y C X jest podprzestrzenia
liniowa i dla pewnego przeksztatcenia liniowego F' € L(Y, X) zachodzi

X =Y +im(F).

Pokaz, ze dim X < 2 -dimY i réwnos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy F' jest
monomorfizmem i Y Nim (F) = {0}.



08-02-2017

Imie i nazwisko: Numer albumu:

Geometria z algebrg liniowg - Egzamin - 1. termin

Czes¢é teoretyczna

Instrukcja: Odpowiedzi nalezy pisa¢ na arkuszu z pytaniami.

W zadaniach 1-12 nalezy udziela¢ odpowiedzi TAK lub NIE, przy czym

e nawet jedna niepoprawna odpowiedZ oznacza 0 pkt. za cale zadanie, a w innym przypadku:
e dokladnie jedna poprawna odpowiedz to 0,5 pkt za cale zadanie,

e doktadnie dwie poprawne odpowiedzi to 1 pkt za cate zadanie

e 3 poprawne odpowiedzi to 1,5 punktu za cale zadanie,

e brak odpowiedzi nie jest traktowany jako niepoprawna odpowiedz.

1. Niech a € C\ {0}. Wéwczas

|:| zbior {a* : k € Z} jest grupa z dzialaniem mnozenia liczb zespolonych.

2. Niech k € N, a € R\ {0} i p(x) = 2¥ — a. Wéwezas
|:| wielomian p ma k réznych pierwiastkow zespolonych;

|:| wielomian p ma pierwiastek rzeczywisty;

|:| wielomian p ma parzysta liczbe pierwiastkéw w zbiorze C \ R.

3. Ktére z ponizszych zbiorow sg podprzestrzeniami liniowymi w przestrzeni liniowej R™™?

[ ] fAermmA24T =0}
] {AeRrRmtr(4) =0k
|| {AeR™:det,(4) =0}

4. Ktére z ponizszych warunkéw sg réwnowazne stwierdzeniu ,macierz A € C™" jest nieosobliwa”?
[ ] dim(ker 4) + dim(im 4) =
|:| istnieje wektor b € C™ taki, ze uklad réwnan AT = b jest oznaczonys;
|:| endomorfizm f € L(C") dany wzorem f(Z) = AZ jest izomorfizmem.

5. A, B € R™"™. Wbéwczas
| ] m(4)cim(4-B);
|:| ker(A) C ker(A - B);
|:| rank(A) < rank(A - B).




. (X, (-,-)) jest przestrzenia euklidesowa i z,y € X. Wéwczas

{z,y) <=l - [lyl;

jezeli |z +y|* = llz]” + [lyl*, to & L y;

L

jezeli (x,y) =0, to = i y sa liniowo niezalezne.

7. (X, (-,-)) jest przestrzenia unitarna wymiaru n < oo, wektory x1,za,...,x; € X sa liniowo nieza-
lezne i Z = {x1,z2,...,x}. Wynika z tego, ze
] dm@zh=n-k
|:| dim(Z1) = k;
) -
8. W przestrzeni liniowej X wymiaru n < oo dane sa wektory xi,z2,...,2, € X oraz f € L(X).
Woéwczas
|:| jezeli uktad f(z1), f(z2),..., f(x,) jest liniowo niezalezny, to f jest epimorfizmem;
I:| jezeli uklad f(z1), f(z2),..., f(z,) jest liniowo niezalezny, to uklad x1,z9,..., 2,
jest baza przestrzeni X;
I:| jezeli uktad xy, x9, ..., x, jest baza przestrzeni X, to uktad f(x1), f(x2),..., f(zn)
jest baza przestrzeni X.
9. X jest przestrzenig liniowg wymiaru k, z7,23,...,2; € X, x1,22,...,7, € X, oraz dla
i,j=1,...,k zachodzi z}(z;) = 0 gdy i # j i z](x;) = 1. Wynika z tego, ze
|:| uktad z1,x9,...,x; jest bazg przestrzeni X;
|:| jezeli f* € X*1i f*(x1) = f*(z2) = ... = f*(xx) =0, to f* =0;
|:| jezeliy e X iaj(y) =a3(y) =...=2}(y) =0, toy = 0.
10. Macierze A, B € R™"™ sg podobne. Wéwczas
[ ] jesliA=1,, to B=1Iy
|:| macierz A i B maja te same wartosci wlasne;
|:| macierz A i B maja te same podprzestrzenie wlasne.
11. Macierz A € R™" jest diagonalizowalna. Wowczas
|:| macierz A jest nieosobliwa;
|:| wielomian charakterystyczny macierzy A jest iloczynem wielomianéw z R[z]q;
|:| macierz A? jest diagonalizowalna.
12. Macierz symetryczna A € R™" jest ujemnie okreslona. Wynika z tego, ze

wszystkie wartoéci wlasne macierzy A sa ujemne;
macierz A jest nieosobliwa;

det,(A) < 0.

L




13. (1 pkt.) Podaj definicje grupy i grupy abelowej
Odp:

14. (1 pkt.) Podaj przyktad grupy nieabelowe;j.
Odp:

15. (1 pkt.) Podaj wszystkie pierwiastki zespolone stopnia 2 z liczby —2i.
Odp:

16. (1 pkt.) Sformuluj zasadnicze twierdzenie algebry.
Odp:

17. (2 pkt.) Sformuluj i udowodnij twierdzenie Kroneckera - Capelliego.
Odp:



18. (2 pkt.) (X, (:,-)) jest przestrzenia z iloczynem skalarnym i Z C X jest dowolnym podzbiorem.
Udowodnij, ze zbiér Z+ jest podprzestrzenia liniowa w X.

Odp:

19. (2 pkt.) Udowodnij, ze dwie podobne macierze A, B € K™ maja réwne wielomiany charaktery-
styczne.

Odp:

20. (2 pkt.) Dana jest macierz A € R** taka, ze pa(\) = (2 — \)3(—=1— \) oraz dim(ker(A4 — 21})) = 2.
Wyznacz posta¢ Jordana macierzy A. Uzasadnij odpowiedz.

Odp:



08-02-2017

Geometria z algebrg liniowg - Egzamin - 1. termin
Zadania

Kazde zadanie nalezy rozwigzywac¢ na oddzielnej kartce. Kazda kartke prosze podpisa¢ wyraznie na
gérze imieniem, nazwiskiem i numerem albumu.

Kazde zadanie bedzie oceniane w skali 0 - 10. Na ocene maja wplyw zaréwno poprawnosé¢ odpowiedzi
jak i uzasadnienia formutowanych tez.

1. Dane sa liczby zespolone a, b, u takie, ze u? = ab. Udowodnij, ze

a+b

+ ul.

al + 10 =

a+b ‘
—u
2

2. Udowodnij, ze dla dowolnych macierzy A, B € R™"

rank(A - B) > rank(A) + rank(B) — n.

3. W przestrzeni liniowej R* dane sa podprzestrzenie
V =span([1,-1,-1,1]7,[1,1,0,3]7,[3,1,-1,7]7,[0,2,1,2]7),
W = {[x1,z2, 23, 24)7 € R*: 2y — 29 + 23 — 24 = 0}.
Wyznacz bazy podprzestrzeni V. W, V4+W iV NW.

4. Dane sa liczby x,y € R. Oblicz wyznacznik macierzy A = [ai,j]g”;zl € R2™2" jezeli

r gdyi=Jj;

aij =1y gdyi=2n+1-7j;
0 w pozostalych przypadkach.

5. (X, (-,-)x) 1 (Y, (-,-)y) sa przestrzeniami euklidesowymi. Przeksztalcenie liniowe f € L(X,Y) ma
wlasnosc¢
V’U €eX <U7 v)X = <f(U), f(v)>Y
(a) Pokaz, ze f jest monomorfizmem.
(b) Udowodnij, ze Vv,w € X (v,w)x = (f(v), f(w))y.

6. W przestrzeni liniowej C[z]3 dana jest baza

po@) =1, p@)=c, pole)=ale—i), psla)=ale—i)z-1).

Uklad funkcjonaléw (p§, pi,ps, p3) jest baza przestrzeni (Clz]s)* dualna do bazy (po,p1,p2,ps3).
Funkcjonal f* € (Clz|3)* jest dany wzorem f*(p) = p(—i). Wyznacz liczby ag, a1, as, ag € C takie,
ze f* = aopj + a1p + azps + asps.
7. Rozwazamy endomorfizm f € L(R*) dany wzorem f(#) = AZ, gdzie
1 3 —1 1
1 -5 1 -2

-1 3 1 1
-4 24 —4 9

A=

(a) Wiedzac, ze pa(A) = (1 — A\)?(2 — \)?, wyznacz macierz i baze Jordana endomorfizmu f.
(b) Cazy istnieja a € Rik €N, k > 0, takie ze (A + aly)* = 0? Uzasadnij odpowiedz.



20-02-2017

Imie i nazwisko: Numer albumu:

Geometria z algebrg liniowg - Egzamin - 2. termin

Czes¢é teoretyczna

Instrukcja: Odpowiedzi nalezy pisa¢ na arkuszu z pytaniami.

W zadaniach 1-12 nalezy udziela¢ odpowiedzi TAK lub NIE, przy czym

e nawet jedna niepoprawna odpowiedZ oznacza 0 pkt. za cale zadanie, a w innym przypadku:
e dokladnie jedna poprawna odpowiedz to 0,5 pkt za cale zadanie,

e doktadnie dwie poprawne odpowiedzi to 1 pkt za cate zadanie

e 3 poprawne odpowiedzi to 1,5 punktu za cale zadanie,

e brak odpowiedzi nie jest traktowany jako niepoprawna odpowiedz.

1. Dana jest liczba zespolona a = 1 + i. Wowczas
dla pewnego k € N\ {0} a” jest liczba rzeczywista dodatnia;
dla pewnego k € Z \ {0} |(@)*| = 1;

1

L

liczby @ oraz ¢~ maja rowne argumenty gléwne.

2. Dany jest wielomian p € R[z], przy czym p(z) = z(x — a)(x — b)(z — ¢), gdzie a,b, c € C. Wowczas

kazda z liczb a, b, ¢ jest rzeczywista;

co najmniej jedna z liczb a, b, ¢ jest rzeczywista;

L

jest mozliwe, ze a,b € Rice C\R.

3. Ktoére z ponizszych zbioréw sa podprzestrzeniami liniowymi w przestrzeni liniowej Clx],,?

[ ] peChlap(-1) =ip(h)};
|| {peChlu:VaeC p) =plix)};
|:| {p € Clz], : Jxo € R p(z0) = 0}.

4. Ktére z ponizszych warunkéw sg réwnowazne stwierdzeniu ,macierz A € R™" jest nieosobliwa”?

2017 jest nieosobliwa;

macierz (A7)
jezeli # € R" i A =0, to £ = 0;

pa(0) =0, gdzie p4 jest wielomianem charakterystycznym macierzy A.

L

5. A, B € R™"™. Wbéwczas

im(A-B) Cim(A);
ker(A - B) C ker(A);
ker(A - B) D ker(A);

L




. (X, (-,-)) jest przestrzenia unitarna i z,y € X \ {0}. Wowczas

jezeli x i y sa liniowo niezalezne, to (z,y) = 0;

jezeli (z,x) = (y,y), to x = y;
jezeli (z,y) =0, to dim X > 2.

L

(X, (-,-)) jest przestrzenia euklidesowa wymiaru n < oo i wektory z1,x9,...,z, € X sa liniowo
niezalezne. Wéwczas

istnieje uktad ortonormalny wq,uo, ..., u, taki, ze

span(uy, ug, ..., u,) = span(xy, xg,...,z,) dlar=1,2... n.

jezeliv € X i (v,z,) =0dlak=1,2,...,n, to v =0;

L

macierz G = [(z;, z;)]i';—; jest nieosobliwa.

. W przestrzeni liniowej X wymiaru n < oo dane sa wektory x1,z2,...,2, € X i f € L(X). Wéwczas

jezeli uktad f(x1), f(x2),..., f(zy) rozpina przestrzen X, to f jest monomorfizmem;
jezeli uktad f(x1), f(x2),..., f(x,) jest liniowo zalezny, to uklad x1,x9, ..., x, jest
liniowo zalezny;

jezeli uktad f(xz1), f(x2),..., f(x,) jest baza przestrzeni X, to uktad

(f 0 1)(@1), (F o £)(2), -, (F o f)(n) jest baza, praestrzeni X.

I

. X jest przestrzenig liniowg wymiaru k, z7,25,...,2; € X%, x1,%2,...,7, € X, oraz dla

i,j=1,...,k zachodzi z}(x;) = 0 gdy i # j i zj(x;) = 1. Wynika z tego, ze

uktad z7,23,..., 2} jest bazg przestrzeni X*;

jezeli z € X, to (z € N, ker(z}) <= z =0);

jezeli f* € X1 f*(x1) = f*(x2) =... = f*(xx) =0, to f(x) =0 dla kazdego = € X.

L

10.

Macierze A, B € R™" sa podobne. Wowczas
jesli rank A = 1, to rank B = 1;

jesli macierz A jest diagonalna, to macierz B jest diagonalna;

macierze A + 31, i B 4 31, sa podobne.

11.

R™™ jest nieosobliwa. Wéwczas

macierz AT A jest symetryczna i dodatnio okreglona;

macierz AT A jest diagonalizowalna;

(UL

macierz AT A — 31, jest diagonalizowalna.

12.

X jest przestrzenia liniowa wymiaru 3 i endomorfizm f € L(X) ma 3 rézne wartosci wlasne.
Wynika z tego, ze

f jest epimorfizmem;
w pewnej bazie przestrzeni X endomorfizm f ma macierz diagonalna;

dim(ker f) < 1.

L




13. (1 pkt.) Podaj wszystkie zespolone pierwiastki wielomianu p(z) = 2% + 2i - .
Odp:

14. (2 pkt.) Podaj definicje przestrzeni liniowej nad cialem K.
Odp:

15. (1 pkt.) Podaj przyktad przestrzeni liniowej X nad ciatem C takiej, ze dim X = +oo.
Odp:

16. (2 pkt.) Sformutuj i udowodnij twierdzenie Kroneckera - Capelliego.
Odp:



17. (2 pkt.) (X, (:,-)) jest przestrzenia z iloczynem skalarnym, x1,z2,...,z, € X \ {0} i (x;,2;) =0
dla i # j. Udowodnij, ze uklad 1, xo, ..., z, jest liniowo niezalezny.

Odp:

18. (2 pkt.) X jest przestrzenia liniowa nad cialem K, dim X < 400 i f € L(X) jest monomorfizmem.
Udowodnij, ze f jest epimorfizmem.

Odp:

19. (2 pkt.) Dana jest macierz A € R** taka, ze pa()\) = (2—\)*, rank(A—214) = 2 oraz (A—2I4)? = 0.
Wyznacz posta¢ Jordana macierzy A. Uzasadnij odpowiedz.

Odp:
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Zadania

Kazde zadanie nalezy rozwigzywac¢ na oddzielnej kartce. Kazda kartke prosze podpisa¢ wyraznie na
gérze imieniem, nazwiskiem i numerem albumu.

Kazde zadanie bedzie oceniane w skali 0 - 10. Na ocene maja wplyw zaréwno poprawnosé¢ odpowiedzi
jak i uzasadnienia formutowanych tez.

1. Wyznacz wszystkie pary liczb zespolonych (w, z) takie, ze

2w+
=B

‘w+z
2

2. W przestrzeni liniowej R* dane sa podprzestrzenie
U =span([1,3, -1, -1]7,[2,4,-2,0]T), W = span([—1,1,4,-1]7, 0,4, 3, —4]7).
Znajdz bazy podprzestrzeni UNW iU +W. Czy U + W = U & W? Uzasadnij odpowiedz.

3. Dla danych liczb dodatnich z1, zs,...,z, € R niech

1 1 ... 1
A= |x1 290 ... z,| € R3™.
v} 3 ,

Pokaz, ze rank A = 3 wtedy i tylko wtedy, gdy wsrdd liczb x1, zo, .. ., x, znajduja sie co najmniej
3 rozne.

4. W przestrzeni R3 rozwazamy standardowy iloczyn skalarny (z, ) = 27 3. Niech

1 0
A=10 1| eR*2
1 -1

Wyznacz wszystkie macierze M € R3? takie, ze dla kazdego # € R? zachodzi (Az, Mx) = 0. Pokaz,
ze zbiér wszystkich takich macierzy jest podprzestrzenia liniowa w R*? i wyznacz jej wymiar.

5. Niech a € R. Przeksztalcenie liniowe f € L(R3,R[t]2) jest dane wzorem
f(lz1, z2, 23T (t) = 209 — 21 — 29 - t + (21 + ax3) - 2.
(a) Wyznacz macierz przeksztalcenia f w bazach (€1, €, 3) w R? i (1,¢,1%) w R[t]s.
(b) Znajdz bazy podprzestrzeni im(f) i ker(f) w zaleznosci od a.
(c) Dla jakich wartosci a przeksztalcenie f jest izomorfizmem?
6. W przestrzeni liniowej R[x| dana jest podprzestrzen liniowa
V = span(l 4 z,z?%).
(a) Wyznacz baze (ff, f5) przestrzeni V* dualna do bazy (1 + x,2?) przestrzeni V.

(b) Funkcjonal g € V* jest dany wzorem g(p) = p(0) +3p(1). Przedstaw g jako kombinacje liniowa
funkcjonaléw f{, f5.

7. Dla danego wektora @ € C3\ {0} niech
X(@) ={AeC*:INeC Feke(4d- )}

(a) Pokaz, ze dla kazdego v € C3\ {0} zbiér X (%) jest podprzestrzenia liniowa w C33.
(b) Zalézmy, ze wektory i, 7, € C? sa liniowo niezalezne i A € X (@) N X (¥) N X (). Udowodnij,
ze macierz A jest diagonalizowalna.



