Geometria z algebra liniowa (Informatyka)

12-11-2015 — 1. kolokwium — czes¢ teoretyczna

Imie¢ i nazwisko: Numer albumu:

Maksymalny czas przewidziany na czesé teoretyczna to pierwsze 40 minut kolokwium. Po tym czasie arkusze z
odpowiedziami zostang zebrane. Odpowiedzi nalezy pisa¢ na arkuszu z pytaniami.

W zadaniach 1 - 5 nalezy udziela¢ odpowiedz TAK lub NIE, przy czym
e nawet jedna niepoprawna odpowiedz oznacza 0 pkt. za cale zadanie, a w innym przypadku:
e doktadnie jedna poprawna odpowiedz to 0,2 pkt. za cate zadanie,
e dokladnie dwie poprawne odpowiedzi to 0,5 pkt. za cate zadanie,
e 3 poprawne odpowiedzi to 1 pkt. za cale zadanie.

1. Dana jest liczba zespolona z = 3¢/ Wéwczas
T lal=s
Z2 9

I:' dla pewnego n € Z, n > 1 zachodzi Re (z")

0;
|:| dla pewnego n € Z, n > 1 zachodzi Im (") =0

)

2. Wielomian p € R[z| zapisano jako iloczyn p(x) = (z — 2z1)(x — 29)(x — 23)(z — 2z4)(x — 25),
przy czym z, € C dla k =1,2,3,4,5. Wowczas

|:| wsrod liczb z, k= 1,2,3,4,5, jest liczba rzeczywista,
I:' jest mozliwe, ze doktadnie dwie sposréd liczb 2y, k = 1,2, 3,4, 5, sg rzeczywiste;

I:' iloczyn 2129232425 jest liczbag rzeczywista.

3. Dane sy macierze A € C*°, B € C*3, C' € C*3. Wéwezas
| ] AAT e
T | A'BCHeco
@ +cer

4. Podzbiér U C R? jest podprzestrzenig liniowa w R3, jezeli

[ ] U= {levoa T € B |+ [l + fus] = 0;
I:' U = {[x1, 22, x3]" € R®: 21 + 29 + 23 = 1}

5. W przestrzeni liniowej X dane sa wektory xy,zo,..., 2, € X 1 X = span(x1,xs,...,T,).
Wynika z tego, ze

|:| z uktadu x1, x9, ..., x, mozna wybrac¢ baze¢ przestrzeni X;
|:| X =span(x1, 21 + To, 01 + To + T3, ..., 1 + To + ...+ Ty).




6. (1 pkt.) Podaj definicje grupy
Odp:

7. (1 pkt.) Sformutuj twierdzenie Steinitza o wymianie
Odp:

8. (1 pkt.) Podaj definicje bazy przestrzeni liniowej X nad ciatem K.
Odp:

9. (2 pkt.) Podaj dwa r6zne warunki réwnowazne ze stwierdzeniem

uktad wektoréw xq, xo,...,x, € X jest baza przestrzeni liniowej X nad ciatem K.

Odp:



Geometria z algebra liniowa (Informatyka)

12-11-2015 — 1. kolokwium

Kazde zadanie nalezy rozwiazywac¢ na oddzielnej kartce. Kazda kartke prosze pod-
pisa¢ na gorze imieniem, nazwiskiem, i numerem albumu.

Kazde zadanie bedzie oceniane w skali 0 - 5. Na ocene maja wpltyw zaréwno po-
prawnos¢ odpowiedzi jak i uzasadnienia formutowanych tez.

1. (G,¢,e) jest grupa majaca skorficzenie wiele elementéw, a € G. Niech

a* = aoao...oa (dziatanie wykonujemy k — 1 razy) oznacza k-ta potege

elementu a. Pokaz, ze istnieje liczba naturalna n taka, ze a™ = e.

2. Znajdz wszystkie liczby zespolone z spetniajace rownosé

(z+14)(z —i)%(iz — 1)° = 64.

3. Dana jest macierz

0 1 0 -1
-1 0 1 0 W
A=1y 4 o 1|€R
1 0 -1 0

Pokaz, ze zbiér

U={FcR: A7 = AT2 =0}
jest podprzestrzenig liniows w R*. Znajdz baze i okreél wymiar podprze-
strzeni U. Nastepnie znajdz uktad wektorow uzupetniajacy znaleziona
baze podprzestrzeni U do bazy calej przestrzeni R*.

4. W przestrzeni liniowej C[z]3 rozwazamy podzbior
U={a+bz+cz*+dz* € Clz]3: Rea =Reb=Rec=Red = 0}.

(a) Pokaz, ze zbiér U wraz z dziataniami zdefiniowanymi tak samo jak w
przestrzeni C[z]; jest przestrzenia liniowa nad cialem R, ale nie jest
przestrzenig liniowa nad cialem C.

(b) W U jako przestrzeni liniowej nad R wyznacz baze podprzestrzeni
liniowej V C U:
V={peU:p(l-i)=0}



Geometria z algebra liniowa (Informatyka)

08-01-2016 — 2. kolokwium — czes¢ teoretyczna

Imie¢ i nazwisko: Numer albumu:

Maksymalny czas przewidziany na czesé teoretyczna to pierwsze 40 minut kolokwium. Po tym czasie arkusze z
odpowiedziami zostang zebrane. Odpowiedzi nalezy pisa¢ na arkuszu z pytaniami.

W zadaniach 1 - 5 nalezy udziela¢ odpowiedz TAK lub NIE, przy czym

e nawet jedna niepoprawna odpowiedz oznacza 0 pkt. za cale zadanie, a w innym przypadku:
doktadnie jedna poprawna odpowiedz to 0,2 pkt. za cate zadanie,
doktadnie dwie poprawne odpowiedzi to 0,5 pkt. za cale zadanie,

3 poprawne odpowiedzi to 1 pkt. za cale zadanie.

1. W przestrzeni liniowej X wymiaru 10 dane sa dwie podprzestrzenie liniowe U i V' takie, ze
UNV = {0}. Wynika z tego, ze

|| min(dimU,dimV) < 5.

2. Macierz A € C™" jest nieosobliwa. Wynika z tego, ze

I:' rankA = n i ker A = {0};

I:' dla kazdej macierzy B € C™" zachodzi ker B = ker(AB);
|:| dla kazdej macierzy B € C™" zachodzi ker B = ker(BA).

3. W przestrzeni unitarnej (X, (-, -)) dany jest wektor = # 0, natomiast y = Py () jest rzutem
ortogonalnym z na pewng podprzestrzen V C X. Wowczas

I =
|:| llz|| = ||yl wtedy i tylko wtedy, gdy = = y.

4. W przestrzeni euklidesowej (X, (-, -)) wymiaru 3 dana jest baza ortonormalna u,, us, us, oraz
r = 2uy + 3us + 4uz, y = —2us + Huz. Wowczas

[ J <o
L] =l
I:' wektory u; i y sa ortogonalne.

5. Niech f € L(R",R[x];). Wowcezas

I:' dim(ker f) + dim(imf) = 7.

CIAG DALSZY NA DRUGIEJ STRONIE KARTKI



6. (1 pkt.) Niech A € R™". Podaj 4 rézne warunki, ktére sa réwnowazne stwierdzeniu
macierz A jest osobliwa.

Odp:

7. (1 pkt.) Sformutuj twierdzenie Kroneckera-Capelliego.
Odp:

8. (1 pkt.) Co to jest macierz dopelnien algebraicznych dla danej macierzy A € K™"?
Odp:

9. (1 pkt.) Z jest podzbiorem w przestrzeni z iloczynem skalarnym (X, (-,-)). Uzasadnij, ze
zbior Z+ = {x € X : z L 2 dla kazdego z € Z} jest podprzestrzenig liniowa w X.

Odp:

10. (1 pkt.) X 1Y sa przestrzeniami liniowymi nad ciatem K. Podaj definicje przeksztalcenia
liniowego 7 przestrzeni X w przestrzen Y.

Odp:



Geometria z algebra liniowa (Informatyka)

08-01-2016 — 2. kolokwium

Kazde zadanie nalezy rozwiazywac¢ na oddzielnej kartce. Kazda kartke prosze pod-
pisa¢ na gorze imieniem, nazwiskiem i numerem albumu.

Kazde zadanie bedzie oceniane w skali 0 - 5. Na ocene maja wpltyw zaréwno po-
prawnos¢ odpowiedzi jak i uzasadnienia formutowanych tez.

1. Oblicz wyznacznik Vandermonde’a

1z 23 zy
1 x? ot
Vo(zo, 21, ... 0y q) =det, |1 29 Sl
1z, 22 "1
gdzie g, x1,...,1,_1 € C.
2. Niech
1 0 O
A=10 2 -1
0 -1 1

oraz odwzorowanie (-, -) 4 : R¥xR?® — R jest dane wzorem (&, i) = 71 Ay
dla Z, 7 € R3.

(a) Pokaz, ze (-,-)4 jest iloczynem skalarnym w R3.

(b) W przestrzeni (R3, (-, -) 1) znajdz rzut prostopadty wektora [2,2, —2]7
na dopelnienie ortogonalne podprzestrzeni span([1,0,1]7,[-1,1,1]7).

3. Dane sg przeksztalcenia liniowe f € L(R3 R[t],)
f(@)@) = (21 + 23)t* + 19 dla & = |11, 19, 73)" € R?,
oraz g € L(R[t]s, R?)
9(p) = [p(=1),7(0).p(1)]"  dlap€R[t].
(a) Wskaz bazy podprzestrzeni
im f Nker(fog) CR[t]y, oraz im(go f)+ker f C R®

(b) Wyznacz macierz przeksztalcenia fog w bazie 1, ¢, t? przestrzeni R[t],.

4. Macierz A € R™" spetnia warunek
im A + ker A = R".
Udowodnij, ze ker A = ker(A?) oraz im A = im(A?).



08-02-2016

Geometria z algebra liniowg - Egzamin

Czes¢ teoretyczna

Imie i nazwisko: Numer albumu:

Instrukcja: Odpowiedzi nalezy pisa¢ na arkuszu z pytaniami.

W zadaniach 1-12 nalezy udziela¢ odpowiedz TAK lub NIE, przy czym

nawet jedna niepoprawna odpowiedZ oznacza 0 pkt. za cale zadanie, a w innym przypadku:
doktadnie jedna poprawna odpowiedz to 0,5 pkt za cate zadanie,

doktadnie dwie poprawne odpowiedzi to 1 pkt za cale zadanie

3 poprawne odpowiedzi to 1,5 punktu za cate zadanie,

brak odpowiedzi nie jest traktowany jako niepoprawna odpowiedz.

1. Ktoéry z ponizszych podzbioréw ciata C jest grupa z dziatlaniem mnozenia liczb zespolonych?

zbior liczb rzeczywistych;
zbior {z € C: |z| =1},

zbior liczb naturalnych dodatnich.

L

2. Niech z =1 +14, u = cos § + isin 5. Wowczas
ub =1;

|24 ulT| = 4

L

2'2 jest liczba rzeczywista dodatnia.

3. W przestrzeni liniowej X dane sa podprzestrzenie liniowe U,V 1 X = U @& V. Wowczas
X=UUV;

Il

unv =_0;

|:| VeeX (2¢U = zeV).

4. W przestrzeni liniowej X dane sa podprzestrzenie liniowe U,V i dimU = dim V = 5. Wéwczas

jezeli dim X = 8, to dim(UNV) > 2;
jezeli dim(U N'V) =0, to dim X = 10;

L

jezeli dim(U + V) = dim X, to dim X < 10.

5. Macierz A € C™" jest nieosobliwa. Wynika z tego, ze

wektory Aét, ..., Ae, tworza baze przestrzeni C";

macierze €1 A, ..., L A tworza baze przestrzeni Ch";

L

endomorfizm f € L(C") zadany jako f(Z) = AZ jest izomorfizmem.



6. X,Y sa przestrzeniami liniowymi, f € L(X,Y) iuklad x4, ..., z, jest baza przestrzeni X. Wéwczas
|:| uktad f(x1),..., f(z,) €Y jest liniowo niezalezny;
|:| uktad f(x1),..., f(z,) rozpina przestrzen Y;
|:| jezeli f jest epimorfizmem, to dimY < n.
7. M € R™" jest macierzg Gramma pewnego liniowo niezaleznego ukladu wektoréw x1,...,x, W
przestrzeni euklidesowej R". Wowczas
|:| jezeli M = I,, to uktad z1,...,x, jest ortonormalny;
|:| jezeli uktad xq,...,x, jest ortogonalny, to macierz M jest diagonalna;
|:| macierz M jest nieosobliwa.
8. W przestrzeni unitarnej (X, (-,-)) dane sa podprzestrzenie liniowe U,V C X takie, ze U L V.
Wynika z tego, ze
] vov-m
] x-ver,
|:| jezeliz =u+vdlaueUiveV,to |z = |ul*+ |v]>
9. Macierz A € C™" jest podobna to pewnej macierzy diagonalnej D € R™™ pps oznacza wielomian
charakterystyczny macierzy M. Wéwczas
|:| pa jest wielomianem o rzeczywistych wspélczynnikach stopnia n;
|:| pa jest iloczynem czynnikéw stopnia 1;
—(
10. X jest przestrzenia liniowa, dim X =n < oo, f € L(X) jest izomorfizmem. Wéwczas
|:| f jest monomorfizmem;
|:| macierz f w dowolnej bazie przestrzeni X jest nieosobliwa
|:| macierz f w pewnej bazie przestrzeni X to I,,.
11. Macierz symetryczna A = [a; ;] € R™" jest dodatnio okreslona. Wowczas
] ay>0daij=1..n
T ] aus0dai=1...m
|:| macierz A jest nieosobliwa.
12. Macierz hermitowska A € C™" przystaje do macierzy I,,. Wowczas

Viecm\ {0} #7AzZ > 0;
wszystkie wartosci wlasne macierzy A sg liczbami rzeczywistymi dodatnimi;

A=1,.

L



13. (2 pkt.) Czy istnieje uklad réwnan postaci AT = b, gdzie A € R34, b € R3, majacy dokladnie
dwa rozwiazania? Uzasadnij odpowiedz.

Odp:

14. (2 pkt.) Podaj definicje przestrzeni X* dualnej do danej przestrzeni liniowej X nad ciatem K.
Odp:

15. (2 pkt.) Uklad wektoréow x1, ..., x, jest baza przestrzeni liniowej X nad cialem K. Podaj definicje
bazy dualnej do z1,...,x, w przestrzeni X*



16. (2 pkt.) X jest przestrzenia liniowa, a = (aj,...,a,) i b = (b1,...,b,) to dwie bazy tej przestrzeni.
Podaj definicje macierzy zmiany bazy z a na b.

Odp:

17. (2 pkt.) Macierze A, B € K™" sa podobne. Udowodnij, ze det,, A = det,, B.
Odp:

18. (2 pkt.) Sformuluj twierdzenie Sylwestera - Jacobiego o bezwladnosci dla form hermitow-
skich.



08-02-2016
Geometria z algebrg liniowa - Egzamin

Zadania

Kazde zadanie nalezy rozwiazywac¢ na oddzielnej kartce. Kazda kartke prosze podpisa¢ wyraz-
nie na goérze imieniem, nazwiskiem i numerem albumu.

Kazde zadanie bedzie oceniane w skali 0 - 10. Na ocene majg wplyw zaréwno poprawnosé
odpowiedzi jak i uzasadnienia formutowanych tez.

1. Niech n € N, n > 21 ug,u1,...,u, 1 oznaczaja wszystkie zespolone pier-
wiastki z jednosci stopnia n. Pokaz, ze dla dowolnej liczby z € C zachodzi
rOWNos¢é

2 n—1
z=—>Y Re(upz) - uy.
" k=0

2. Dla parametru u € R rozwazamy macierz

1 v wu
A, = |lu 1 —ul.
u u 1

(a) (5 pkt.) Dla jakich wartoéci parametru u uklad réwnan A,# = b ma
rozwiazanie dla kazdego wektora b € R3?

(b) (5 pkt.) Czy zbior
Zz={Fe®R:YuecR I7cR® A,5=1}
jest podprzestrzenia liniowa w R3? Jezeli tak, to wskaz baze i okresl
wymiar tej podprzestrzeni.

3. W przestrzeni C" dane sg podprzestrzenie liniowe:

UZ{QZECnZU1+U2+...+Un=O},
V={welC"  vy=v=...=u,}.

(a) (5 pkt.) Pokaz, ze C" =U @ V.
(b) (5 pkt.) Dla danego wektora & € C" wyznacz wektory v € U oraz v € V
takie, ze ¥ = U + v.

CIAG DALSZY NA DRUGIEJ STRONIE KARTKI



4. (a) (5 pkt.) W przestrzeni euklidesowej (R%, (-,-)) ze standardowym iloczy-
nem skalarnym (7, 7) = & i dane sa podprzestrzenie

U= span((?g + 53), V= {f c R4 : <51 + 52,f> = <53 + 54,f> = O}
Wyznacz wszystkie wektory z V', ktore sg prostopadte do podprzestrzeni U.

(b) (5 pkt.) W przestrzeni euklidesowej (X, (-,)) takiej, ze dim X < oo,
dane sa dwie podprzestrzenie U, V C X takie, ze dimU < dim V. Pokaz, ze
istnieje niezerowy wektor v € V taki, ze v 1. U.

5. Niech a € C. W przestrzeni (C[z]s)* dane sa trzy funkcjonaty
fi(p) = p(0) +ap(1), f3(p) =p(1) —ap(0),  f5(p) =p'(1) = p'(0).

(a) (5 pkt.) Dla jakich wartosci parametru a uktad ten jest baza przestrzeni
(Clz]2)"?

(b) (5 pkt.) Czy dla a = 0 istnieja takie wielomiany fi, fo, f3 € Clz]s, ze

1 gdy k=7,

0 gdy k # 57

Jezeli tak jest, to wyznacz wspétczynniki aq, as, a3 € C takie, ze dla

wielomianu ¢(z) = 2% — 3

q=oa1fi1 +asfs+ azfs.

filf) = {

6. Na przestrzeni unitarnej (X, (-, -)) takiej, ze dim X = n < oo, okreslony jest
endomorfizm f € L(X) o wlasnosci

Veye X (z, f(y) = (f(x),y).

(a) (5 pkt.) Niech xy, ..., z, bedzie baza ortonormalng przestrzeni X . Pokaz,
ze macierz f w tej bazie jest hermitowska.

(b) (5 pkt.) Udowodnij, ze w X istnieje baza ortonormalna, w ktorej endo-
morfizm f ma macierz diagonalng o rzeczywistych wspotczynnikach.

7. Wyznacz (a) (5 pkt.) macierz Jordana i (b) (5 pkt.) baze Jordana dla ma-

clerzy
1

A= € R,

r—l»l—\)—\
S O =
_ W = O
N O OO O

wiedzac, ze pa(\) = (2 — ML



23-02-2016

Geometria z algebra liniowg - Egzamin

Czes¢ teoretyczna

Imie i nazwisko: Numer albumu:

Instrukcja: Odpowiedzi nalezy pisa¢ na arkuszu z pytaniami.

W zadaniach 1-12 nalezy udziela¢ odpowiedz TAK lub NIE, przy czym

nawet jedna niepoprawna odpowiedZ oznacza 0 pkt. za cale zadanie, a w innym przypadku:
doktadnie jedna poprawna odpowiedz to 0,5 pkt za cate zadanie,

doktadnie dwie poprawne odpowiedzi to 1 pkt za cale zadanie

3 poprawne odpowiedzi to 1,5 punktu za cate zadanie,

brak odpowiedzi nie jest traktowany jako niepoprawna odpowiedz.

. Ktory z ponizszych podzbioréw ciata C jest grupa z dzialaniem dodawania liczb zespolonych?

zbior liczb rzeczywistych;

zbior {a +ib € C:a,be Z};

L

zbiér liczb naturalnych.

. Niech z = —3 + 44, u = cos § + isin 7. Wowczas
) e
R
T
. W przestrzeni liniowej X dane sg podprzestrzenie liniowe U,V i X = U @& V. Wowczas
] x-uuv
AV

|:| VeeX (xelU = z¢V).

. W przestrzeni liniowej X dane sa podprzestrzenie liniowe U, V idimU =4, dimV = 6idim X = 10.
Wéwczas

X=UaV;
dim(UNV) > 2;

L

jezeli dim(U + V) =dim X, to U NV = {0}.

. Macierz A € C™" jest nieosobliwa. Wynika z tego, ze

pa(0) # 0, gdzie ps to wielomian charakterystyczny macierzy A;

ker(AAT) = {0};

L

macierz I, — A tez jest nieosobliwa.



6. X,Y sa przestrzeniami liniowymi, f € L(X,Y) iuklad x4, ..., z, jest baza przestrzeni X. Wéwczas
|:| uktad f(x1),..., f(zn) €Y jest baza przestrzeni Y;
] dimlpan(fan), . f) <
|:| jezeli f jest monomorfizmem, to dimY < n.
7. M € R™" jest macierzg Gramma pewnego uktadu wektoréw z1,...,x, w przestrzeni euklidesowej
R™. Wéwczas
|:| macierz M jest symetryczna;
|:| macierz M jest nieosobliwa;
) s
8. W przestrzeni euklidesowej (X, (-,-)) dane sa podprzestrzenie liniowe U,V C X takie, ze U L V.
Wynika z tego, ze
S dim X > dimU + dim V;
|:| istnieja wektory u € U i v € V takie, ze ||u|| = ||Jv]| =11 (u,v) = 0;
|:| istnieja wektory uw € U i v € V takie, ze |Ju|| = ||v|| =11 (u,v) = 1.
9. Macierz A € R™" jest podobna do pewnej macierzy trdjkatnej gornej T € R™™ py oznacza
wielomian charakterystyczny macierzy A. Wéwczas
|:| pa jest iloczynem wielomianéw stopnia 1 o zespolonych wspélczynnikach;
|:| pa jest iloczynem wielomianéw stopnia 1 o rzeczywistych wspotczynnikach;
|:| macierze A? i T? tez sg podobne.
10. X jest przestrzenia liniowa, dim X =n < oo, f € L(X) jest epimorfizmem. Wynika z tego, ze
|:| f jest monomorfizmem;
|:| istnieje baza, w ktorej f ma macierz diagonalna;
|:| istnieje baza, w ktorej f ma macierz symetryczng.
11. Macierz symetryczna A = [a; ;] € R™" jest ujemnie okreslona. Wynika z tego, ze
[ ] deta)<o;
[ ] ew<Odlai=1l...m
|:| macierz A? jest dodatnio okreglona.
12. A € C™" jest macierza hermitowska. Wowczas

macierz A przystaje do pewnej macierzy diagonalnej D € R™™;

jezeli macierz A jest dodatnio okre$lona, to wszystkie warto$ci wlasne macierzy A
sg réwne 1;

L

jezeli macierz A jest dodatnio okredlona, to A przystaje do macierzy I,.



13. (2 pkt.) Podaj definicje przestrzeni liniowej nad cialem K.
Odp:

14. (2 pkt.) Rzad macierzy A € R®* wynosi 3. Czy jest mozliwe, ze A% = Ay = 0dla Z = [1,0,0,0]7 i
7 = [0,0,0,1]7? Uzasadnij odpowiedz.

Odp:

15. (2 pkt.) (X, (-, ")) jest przestrzenia z iloczynem skalarnym. Podaj nieré6wnos§¢ Schwarza dla pary
wektoréw z,y € X. Kiedy nieréwnosé¢ Schwarza staje si¢ réwnoscia?



16. (2 pkt.) X i Y sa przestrzeniami liniowymi nad cialem K, x = (z1,...,2,) jest baza X,
y = (y1,...,Ym) jest baza Y oraz f € L(X,Y). Podaj definicje macierzy przeksztalcenia f
w bazach x 1 y.
Odp:

17. (2 pkt.) Macierz A € R™™ ma dwie rézne wartoéci wlasne A\, Ao € R i 9) # 0,73 # 0 to odpowia-
dajace im wektory wlasne (czyli Aty = \v] 1 Aty = Aotiy). Pokaz, ze wektory ¢ i U5 sg liniowo

niezalezne.

Odp:

18. (2 pkt.) Sformuluj kryterium Sylwestera dodatniej i ujemnej okreslonosci macierzy symetrycz-

nych.
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Zadania

Kazde zadanie nalezy rozwiazywac¢ na oddzielnej kartce. Kazda kartke prosze podpisa¢ wyraz-
nie na goérze imieniem, nazwiskiem i numerem albumu.

Kazde zadanie bedzie oceniane w skali 0 - 10. Na ocene majg wplyw zaréwno poprawnosé
odpowiedzi jak i uzasadnienia formutowanych tez.

1. Pokaz, ze istnieje liczba zespolona z # 0, spelniajaca réwnanie

i 16 i 16
o) D) o
z z
2. Dla danej macierzy A € R™" rozwazamy zbior
Ki={X eR":AX = XA}.

(a) (2 pkt.) Udowodnij, ze K4 jest podprzestrzenia liniowa w R™" dla
dowolnej macierzy A € R™".

(b) (4 pkt.) Oblicz wymiar i znajdz baze przestrzeni K4 dlan =2 i

1 2
A= [ L2 ] |
(¢) (4 pkt.) Udowodnij, ze dla n > 2 i dowolnej macierzy A € R™" zachodzi
dim KA > 2.
3. Dla parami réznych liczby zespolonych xq, x4, ..., x, okreslamy wielomiany
A

lk(2) = :
H2) 0<j<n Tk — Lj
Ak
(a) (5 pkt.) Pokaz, ze uktad [y, ..., 1, jest bazg przestrzeni C[z],.
(b) (5pkt.) Dlak =0,1,...,n znajdz wspéltczynniki ag g, . .., an i € C takie,

VAS] n
=3 al(2).
i=0

CIAG DALSZY NA DRUGIEJ STRONIE KARTKI



4. W przestrzeni euklidesowej R* ze standardowym iloczynem skalarnym
(Z,7) = 7Y dana jest podprzestrzen liniowa

U:{f€R4:x1—2x2—x3:x3—x4:0}.

(a) (5 pkt.) ZnajdZ baze ortogonalng podprzestrzeni U.
(b) (5 pkt.) Wyznacz rzut ortogonalny wektora @ = [6, 5, —2, —1]7 na pod-

przestrzen U+.

5. Dla danego 7 € R rozwazamy przeksztalcenie liniowe F' € L(R[z]s, R[x]2)
zadane wzorem

F(p)(z) =p'(x+1) —v-2p’(x), peRfp];, zeR
(a) (5 pkt.) Zbadaj, dla jakich wartosci v przeksztatcenie F' jest epimorfi-

Z1mern.

(b) (5 pkt.) Dla v = 0 wyznacz baze podprzestrzeni V' C R[z]s takiej, ze
flv € L(V,R[z]s) jest izomorfizmem lub udowodnij, ze taka podprze-
strzen V' nie istnieje.

6. (X, (-,-)) jest przestrzenia unitarng wymiaru n < oo, natomiast endomorfizm
f € L(X) spehia

Veye X (x,y) = (f(2), f(y))-
(a) (b pkt.) Niech M € C™" bedzie macierza f w bazie ortonormalnej
T1,...,%T,. Pokaz, ze M" .- M = 1,.

(b) (5 pkt.) Pokaz, ze wszystkie wartosci wtasne endomorfizmu f sa liczba-
mi zespolonymi o module 1, a wektory wtasne odpowiadajace réznym
wartosciom wtasnym sg ortogonalne.

7. Wyznacz (a) (5 pkt.) macierz Jordana i (b) (5 pkt.) baz¢ Jordana dla ma-
clerzy

9 1 1 1

[ R R "

A=11 1 59 1|€RY
9 1 0 -4

wiedzac, ze pa(\) = (3 + ML



