
Geometria z algebrπ liniowπ (Informatyka)

13-11-2014 – 1. kolokwium – czÍúÊ teoretyczna

ImiÍ i nazwisko:

Numer albumu: Numer grupy:

Maksymalny czas przewidziany na czÍúÊ teoretycznπ to pierwsze 40 minut kolokwium. Po tym czasie
arkusze z odpowiedziami zostanπ zebrane.

Kaødπ dodatkowπ kartkÍ z odpowiedziami naleøy podpisaÊ imieniem, nazwiskiem, numerem albumu i
numerem grupy Êwiczeniowej. ProszÍ takøe dok≥adnie zaznaczyÊ, których poleceÒ dotyczπ odpowiedzi
na dodatkowych kartkach.

1. (1 pkt.)

(a) Podaj definicjÍ cia≥a.
Odpowiedü:

(b) Czy istnieje cia≥o majπce dok≥adnie 17 elementów? Jeøeli tak, to podaj przyk≥ad.
Odpowiedü:

2. (0,5 pkt.) Wypisz wszystkie zespolone pierwiastki stopnia 4 z liczby ≠1.
Odpowiedü:

3. (0,5 pkt.) Które z poniøszych zbiorów sπ podprzestrzeniami liniowymi w przestrzeni liniowej
C3,3?

(a) zbiór macierzy nieosobliwych, odpowiedü:

(b) zbiór macierzy symetrycznych, odpowiedü:

(c) zbiór macierzy hermitowskich, odpowiedü:



4. (1 pkt.) Podaj definicje

(a) liniowo zaleønego uk≥adu wektorów
Odpowiedü:

(b) liniowo niezaleønego uk≥adu wektorów
Odpowiedü:

(c) Podaj przyk≥ad przestrzeni liniowej, w której istniejπ uk≥ady liniowo niezaleøne dowolnej
skoÒczonej d≥ugoúci i wskaø takie uk≥ady.
Odpowiedü:

5. (1 pkt.)

(a) Podaj definicje bazy i wymiaru przestrzeni liniowej.
Odpowiedü:

Wskaø przyk≥ad bazy i podaj wymiar

(b) przestrzeni R[x]2
Odpowiedü:

(c) cia≥a C jako przestrzeni liniowej nad cia≥em R
Odpowiedü:



Geometria z algebrπ liniowπ (Informatyka)

13-11-2014 - 1. kolokwium

Kaøde zadanie naleøy rozwiπzywaÊ na oddzielnej kartce. Kaødπ kartkÍ proszÍ pod-
pisaÊ na górze imieniem, nazwiskiem, numerem albumu oraz numerem grupy
Êwiczeniowej.

Kaøde zadanie bÍdzie oceniane w skali 0 - 3. Na ocenÍ majπ wp≥yw zarówno po-
prawnoúÊ odpowiedzi jak i uzasadnienia formu≥owanych tez.

1. Znajdü wszystkie liczby zespolone z takie, øe

(z + 2i)4 =
|z|8

64
.

2. Wyznacz wszystkie nieosobliwe macierze A œ C2,2 takie, øe

[1, 0] · A ·
C
1

0

D

= i

oraz macierze A i A≠1 sπ liniowo zaleøne.

3. W przestrzeni R[x]3 dany jest podzbiór

U = {p œ R[x]3 : p(1 + i) = 0},

gdzie i to jednostka urojona (i2 = ≠1). Pokaø, øe U jest podprzestrzeniπ
liniowπ w R[x]3. Znajdü bazÍ U i uzupe≥nij jπ do bazy ca≥ej przestrzeni
R[x]3. Uzasadnij odpowiedzi.

4. Niech a œ R. W przestrzeni liniowej R3 rozwaøamy podprzestrzenie linio-
we

X =
Ó
[x1, x2, x3]

T œ R3 : 2x1 = x3
Ô
,

Y = span

Q

ca

S

WU
1

a
≠a+ 3

T

XV ,

S

WU
≠2
a+ 2
2a≠ 6

T

XV

R

db .

(a) Okreúl wymiary przestrzeni X i Y w zaleønoúci od a.

(b) Dla jakich wartoúci parametru a zachodzi X fl Y = {0}?
(c) Dla jakich wartoúci parametru a zachodzi R3 = X + Y ?



Geometria z algebrπ liniowπ (Informatyka)

Przyk≥adowe rozwiπzania zadaÒ z 1. kolokwium

25/11/2014

1. Znajdü wszystkie liczby zespolone z takie, øe

(z + 2i)4 =
|z|8

64
.

Rozwiπzanie: Zauwaømy, øe z = 0 nie jest rozwiπzaniem. Zatem równanie moøemy prze-
kszta≥ciÊ do postaci równowaønej

A
2
Ô
2(z + 2i)

|z|2

B4
= 1.

Oznaczmy lewπ stronÍ przez u. Wówczas u jest jednym z pierwiastków z jednoúci stopnia
4, czyli u œ {1,≠1, i,≠i}. Naleøy wiÍc rozpatrzyÊ cztery przypadki.

Jeøeli u = 1, to dostajemy równanie 2
Ô
2(z + 2i) = |z|2. Niech z = x+ iy, gdzie x, y œ R.

Poniewaø czÍúÊ urojona lewej strony jest równa 0, wiÍc y = ≠2 i z = x ≠ 2i oraz
|z|2 = x2 + 4. Otrzymaliúmy równanie kwadartowe x2 ≠ 2

Ô
2x + 4 = 0, które nie ma

rozwiπzaÒ rzeczywistych. Podobnie pokazujemy, øe w przypadku u = ≠1 teø nie otrzy-
mamy rozwiπzaÒ.

Jeøeli u = i, to otrzymujemy równanie 2
Ô
2(z + 2i) = i|z|2, wobec czego z = yi dla

pewnego y œ R, przy czym y jest rozwiπzaniem równania y2≠2
Ô
2y≠4

Ô
2 = 0. Równanie

to ma 2 rozwiπzania:

y1 =
Ô
2

3
1 +

Ò
1 + 2
Ô
2

4
, y2 =

Ô
2

3
1≠
Ò
1 + 2
Ô
2

4
.

Mamy wiÍc dwa rozwiπzania zespolone wyjúciowego równania:

z1 =
Ô
2

3
1 +

Ò
1 + 2
Ô
2

4
i, z2 =

Ô
2

3
1≠
Ò
1 + 2
Ô
2

4
i.

W przypadku u = ≠i postÍpujemy podobnie: musi byÊ z = yi, gdzie y jest rozwiπzaniem
rzeczywistym równania y2 + 2

Ô
2y + 4

Ô
2, które jednak nie ma takich rozwiπzaÒ.

Ostatecznie, jedyne rozwiπzania to liczby z1 i z2.

2. Wyznacz wszystkie nieosobliwe macierze A œ C2,2 takie, øe

[1, 0] · A ·
C
1

0

D

= i

oraz macierze A i A≠1 sπ liniowo zaleøne.



Rozwiπzanie: Niech A =
C
a b
c d

D

bÍdzie macierzπ o zadanych w≥asnoúciach. Pierwszy wa-

runek oznacza, øe a = i. Drugi warunek oznacza, øe istniejπ skalary –, — œ C takie, øe
– ”= 0 lub — ”= 0 oraz

–A+ —A≠1 = 0. (1)

Zarówno – ”= 0 jak i — ”= 0, gdyø w przeciwnym wypadku jedna z macierzy A,A≠1 by≥aby
zerowa, co jest sprzeczne z za≥oøeniem, øe A jest nieosobliwa. Niech “ = ≠—/–. Warunek
(1) jest równowaøny nastÍpujπcemu:

A = “A≠1, “ œ C \ {0}.

Poniewaø macierz A jest nieosobliwa, wiÍc (1) jest takøe równowaøne warunkowi (mnoøy-
my obie strony przez macierz A)

A2 = “I2, “ œ C \ {0}.

Skoro A =

C
i b
c d

D

, to A2 =

C
bc≠ 1 ib+ bd
ic+ cd bc+ d2

D

. Liczby b,c,d i “ spe≥niajπ wiÍc równoúci

bc≠ 1 = “, b(i+ d) = 0, c(i+ d) = 0, bc+ d2 = “.

Jeøeli d = ≠i to równoúci 2. i 3. sπ spe≥nione, a z 1. lub 4. dostajemy bc = 1 + “. Jedyny
warunek na “ to “ ”= 0, co oznacza, øe bc ”= 1. Wówczas zawsze istnieje takie “ ”= 0, øe
spe≥nione sπ równoúci 1. i 4.

Jeøeli d ”= ≠i, to z równoúci 2. i 3. dostajemy b = c = 0. Wtedy z 1. i 4. równoúci d2 = ≠1,
czyli d = i.

Ostatecznie wiÍc, szukane macierze sπ postaci

A =

C
i b
c ≠i

D

, b, c œ C, bc ”= 1, lub A =

C
i 0
0 i

D

.

3. W przestrzeni R[x]3 dany jest podzbiór

U = {p œ R[x]3 : p(1 + i) = 0},

gdzie i to jednostka urojona (i2 = ≠1). Pokaø, øe U jest podprzestrzeniπ liniowπ w R[x]3.
Znajdü bazÍ U i uzupe≥nij jπ do bazy ca≥ej przestrzeni R[x]3. Uzasadnij odpowiedzi.

Rozwiπzanie: Za≥óømy, øe p œ U . Wówczas liczba zespolona 1 + i jest zespolonym pier-
wiastkiem wielomianu p. Poniewaø p ma rzeczywiste wspó≥czynniki, wiÍc takøe liczba
1 + i = 1≠ i jest jego pierwiastkiem, czyli

p(x) = (x≠ (1 + i))(x≠ (1≠ i))q(x) = (x2 ≠ 2x+ 2)q(x), (2)

gdzie q(x) jest wielomianem o wspó≥czynnikach rzeczywistych stopnia nie wiÍkszego niø
1.

Jeøeli –1,–2 œ R i wielomiany p1, p2 sπ postaci (2), to wielomian p3 = –1p1+–2p2 teø jest
takiej postaci. Zatem U jest podprzestrzeniπ liniowπ w R[x]3.

2



Poniewaø degq ˛ 1, wiÍc q(x) = ax+ b i

p(x) = (x2 ≠ 2x+ 2)(ax+ b) = ax(x2 ≠ 2x+ 2) + b(x2 ≠ 2x+ 2).

Wobec tego U = span(x(x2 ≠ 2x+ 2), x2 ≠ 2x+ 2). Sπ to wielomiany róønych stopni (3 i
2), wiÍc sπ one liniowo niezaleøne, tworzπ wiÍc bazÍ podprzestrzeni U .

Poniewaø dimR[x] = 4, wiÍc, aby powyøszπ bazÍ uzupe≥niÊ do bazy ca≥ej przestrzeni,
wystarczy znaleüÊ jeszcze dwa wielomiany tak, aby uzyskaÊ uk≥ad liniowo niezaleøny.

Mogπ to byÊ na przyk≥ad wielomiany 1 (sta≥y) i x. Uk≥ad

1, x, x2 ≠ 2x+ 2, x(x2 ≠ 2x+ 2)

sk≥ada siÍ z 4 wielomianów róønych stopni, jest wiÍc liniowo niezaleøny i tym samym jest

on bazπ przestrzeni R[x]4.

4. Niech a œ R. W przestrzeni liniowej R3 rozwaøamy podprzestrzenie liniowe

X =
Ó
[x1, x2, x3]

T œ R3 : 2x1 = x3
Ô
,

Y = span

Q

ca

S

WU
1

a
≠a+ 3

T

XV ,

S

WU
≠2
a+ 2
2a≠ 6

T

XV

R

db .

(a) Okreúl wymiary przestrzeni X i Y w zaleønoúci od a.

(b) Dla jakich wartoúci parametru a zachodzi X fl Y = {0}?

(c) Dla jakich wartoúci parametru a zachodzi R3 = X + Y ?

Rozwiπzanie:

(a): Zauwaøamy, øe x̨ = [x1, x2, x3]T œ X wtedy i tylko wtedy, gdy x3 = 2x1, czyli gdy

x̨ =

S

WU
x1
x2
2x1

T

XV = x1

S

WU
1

0

2

T

XV+ x2

S

WU
0

1

0

T

XV .

Wektory [1, 0, 2]T i [0, 1, 0]T sa liniowo niezaleøne, wiÍc sπ one bazπ podprzestrzeni X.
Zatem dimX = 2.

Niezaleønie od wartoúci a øaden z wektorów rozpinajπcych Y nie jest zerowy, wiÍc 1 ˛
dimY ˛ 2 i dimY = 2 wtedy i tylko wtedy, gdy oba wektory sπ liniowo niezaleøne.
Zbadamy wiÍc, dla jakich wartoúci a wektory [1, a,≠a + 3]T i [≠2, a + 2, 2a ≠ 6]T sπ
liniowo niezaleøne. Niech –, — œ R i za≥óømy, øe

–

S

WU
1

a
≠a+ 3

T

XV+ —

S

WU
≠2
a+ 2
2a≠ 6

T

XV =

S

WU
0

0

0

T

XV .

Zatem – = 2— oraz 3a + 2 = 0, czyli a = ≠23 . Oba wektory sπ wiÍc liniowo zaleøne tylko
wtedy, gdy a = ≠23 . Zatem dimY = 1 dla a = ≠

2
3 , a dla pozosta≥ych wartoúci a bÍdzie

dimY = 2.

3



(b): X fl Y = {0} wtedy i tylko wtedy, gdy dim(X fl Y ) = 0. Mamy

dim(X fl Y ) = dimX + dimY ≠ dim(X + Y ).

Zawsze dim(X + Y ) ˛ dimR3 = 3. Jeøeli dimX = dimY = 2 (czyli, gdy a ”= ≠23), to

dim(X fl Y ) ˇ 4≠ 3 = 1.

Zatem dla a = ≠32 zawsze X fl Y ”= {0}.

Jeøeli a = ≠32 , to Y = span([1,≠
2
3 ,
7
3 ]
T
) i [1,≠23 ,

7
3 ]
T /œ X. Zatem dim(X + Y ) = 3 i

dim(X fl Y ) = 2 + 1≠ 3 = 0, czyli X fl Y = {0}.

(c): Zauwaømy, øe X + Y = R3 wtedy i tylko wtedy, gdy dim(X + Y ) = 3. Ponadto,

dim(X + Y ) = dimX + dimY ≠ dim(X fl Y ).

Jeøeli a = ≠23 , to dimX = 2, dimY = 1, dim(X fl Y ) = 0, wiÍc dim(X + Y ) = 3.

Jeøeli a ”= ≠23 , to dimX = dimY = 2 i dim(X + Y ) = 4 ≠ dim(X fl Y ). Z punktu (b)
wiemy juø, øe dim(X flY ) ˇ 1. Naleøy sprawdziÊ, dla jakich A wymiar tej podprzestrzeni
jest równy 2 – wtedy dim(X + Y ) < 3.

Jest to równowaøne temu, øe X = Y , czyli

S

WU
1

a
≠a+ 3

T

XV ,

S

WU
≠2
a+ 2
2a≠ 6

T

XV œ X

lub równowaønie 2 = ≠a + 3 i ≠4 = 2a ≠ 6. Obie równoúci sπ spe≥nione wtedy i tylko
wtedy, gdy a = 1.

Ostatecznie, X + Y = R3 wtedy i tylko wtedy, gdy a ”= 1.

4



Geometria z algebrπ liniowπ (Informatyka)

08-01-2015 – 2. kolokwium – czÍúÊ teoretyczna

ImiÍ i nazwisko:

Numer albumu: Numer grupy:

Maksymalny czas przewidziany na czÍúÊ teoretycznπ to pierwsze 40 minut kolokwium. Po tym czasie

arkusze z odpowiedziami zostanπ zebrane. Odpowiedzi naleøy pisaÊ na arkuszu z pytaniami.

Jeøeli zajdzie taka potrzeba, kaødπ dodatkowπ kartkÍ z odpowiedziami naleøy podpisaÊ imieniem i

nazwiskiem, numerem albumu oraz numerem grupy Êwiczeniowej. ProszÍ takøe dok≥adnie zaznaczyÊ,

których pytaÒ dotyczπ odpowiedzi na dodatkowych kartkach.

1. (0,5 pkt.) Wpisz odpowiedzi TAK lub NIE. Wszystkie odpowiedzi muszπ byÊ poprawne.

Dana jest macierz A œ Rn,n. Które z poniøszych warunków sπ równowaøne stwierdzeniu
Macierz A jest osobliwa?

dimkerA ˇ 0.

Istnieje wektor b̨ œ Rn taki, øe uk≥ad równaÒ Ax̨ = b̨ jest sprzeczny.

rankAT < n.

2. (1 pkt.) (X, È·, ·Í) jest przestrzeniπ unitarnπ wymiaru n <Œ.

(a) (0,5 pkt.) Podaj definicjÍ bazy ortonormalnej przestrzeni X.
Odp:

(b) (0,5 pkt.) Sformu≥uj toøsamoúÊ Parsevala.
Odp:



3. (0,5 pkt.) Wpisz odpowiedzi TAK lub NIE. Wszystkie odpowiedzi muszπ byÊ poprawne.

W przestrzeni euklidesowej (X, È·, ·Í) dana jest podprzestrzeÒ liniowa V . PV œ L(X,V ) jest
rzutem ortogonalnym na V . Wówczas:

Dla kaødej podprzestrzeni V rzut PV jest monomorfizmem z X w V.

Dla kaødej podprzestrzeni V rzut PV jest epimorfizmem z X na V.

Dla pewnej podprzestrzeni V rzut PV jest izomorfizmem X i V.

4. (1 pkt.) X, Y sπ przestrzeniami liniowymi nad cia≥em K i f œ L(X, Y ) jest przekszta≥ceniem
liniowym z X w Y .

(a) (0,3 pkt.) Podaj definicjÍ obrazu przekszta≥cenia f .
Odp:

(b) (0,3 pkt.) Podaj definicjÍ jπdra przekszta≥cenia f .
Odp:

(c) (0,4 pkt.) Za≥óømy, øe dimX = 4, dimY = 2 i f jest epimorfizmem z X na Y . Ile moøe
wynosiÊ wymiar jπdra f? (Podaj wszystkie moøliwe wartoúci.)
Odp:

5. (1 pkt.) X jest przestrzeniπ liniowπ nad cia≥em K i dimX = n.

(a) (0,3 pkt.) Podaj definicjÍ przestrzeni dualnej do X.
Odp:

(b) (0,3 pkt.) Podaj definicjÍ bazy dualnej do bazy x1, x2, . . . xn przestrzeni X.
Odp:

(c) (0,4 pkt.) Za≥óømy, øe x =
qn
k=1 kxk œ X i xú1, . . . , xún jest bazπ dualnπ do bazy

x1, . . . , xn. Wyznacz xú1(x) oraz xún(x).
Odp:



Geometria z algebrπ liniowπ (Informatyka)

08-01-2015 - 2. kolokwium

Kaøde zadanie naleøy rozwiπzywaÊ na oddzielnej kartce. Kaødπ kartkÍ proszÍ podpisaÊ na górze imieniem,
nazwiskiem, numerem albumu oraz numerem grupy Êwiczeniowej.

Kaøde zadanie bÍdzie oceniane w skali 0 - 3. Na ocenÍ majπ wp≥yw zarówno poprawnoúÊ odpowiedzi jak i
uzasadnienia formu≥owanych tez.

1. Rozwaøamy uk≥ad równaÒ liniowych
Y
___]

___[

x1 ≠ 2x2 + x4 + 2x5 = ≠7,
≠x1 + 2x2 ≠ x3 + x4 ≠ 2x5 = 8,

2x2 + 3x3 ≠ 2x5 = 5,
2x2 + 5x3 ≠ 4x4 ≠ 2x5 = 3.

(a) (1,5 pkt.) Zapisz powyøszy uk≥ad równaÒ w postaci macierzowej Ax̨ = b̨ i wyznacz wszystkie
jego rozwiπzania, stosujπc eliminacjÍ Gaussa.

(b) (0,75 pkt.) Czy istnieje wektor c̨ œ R4 taki, øe uk≥ad równaÒ Ax̨ = c̨ ma dok≥adnie jedno
rozwiπzanie? Uzasadnij odpowiedü.

(c) (0,75 pkt.) Czy istnieje wektor d̨ œ R4 taki, øe uk≥ad równaÒ Ax̨ = d̨ nie ma rozwiπzaÒ?
Uzasadnij odpowiedü.

2. W przestrzeni euklidesowej (R5, È·, ·Í), gdzie Èx̨, y̨Í = x̨T y̨, dana jest podprzestrzeÒ liniowa
V = span([2, 2, 0, 2, 2]T , [0, 0,≠1, 2, 2]T , [≠3, 1, 2,≠7,≠3]T ).

(a) (1,5 pkt.) Wyznacz bazÍ ortogonalnπ podprzestrzeni V .

(b) (1,5 pkt.) Znajdü wektory x̨ œ V i y̨ œ V ‹ takie, øe x̨+ y̨ = [1, 0, 0, 0, 0]T .

3. Przekszta≥cenie liniowe f œ L(R3,R[t]3) ma w≥asnoúci:

f

Q

ca

S

WU
1
1
0

T

XV

R

db = 1≠ 2t3, f

Q

ca

S

WU
1
≠1
0

T

XV

R

db = 3t≠ 5t2, ker f = span

Q

ca

S

WU
1
1
1

T

XV

R

db .

(a) (1,5 pkt.) Wyznacz macierz przekszta≥cenia f w bazach ę1, ę2, ę3 w R3 i 1, t, t2, t3 w R[t]3.
(b) (1,5 pkt.) Niech U = span([3, 1,≠1]T , [≠1, 1, 3]T ). Pokaø, øe zbiór f(U) jest podprzestrzeniπ
liniowπ w R[x]3 i okreúl jej wymiar.

4. Dla n+ 1 parami róønych liczb x0, x1, . . . , xn okreúlamy funkcjona≥y liniowe f úk œ (R[x]n)ú:

f úk (p) = p
Õ(xk), k = 0, 1, 2, . . . , n.

(a) Niech n = 2 i x0 = 0, x1 = 1, x2 = ≠1. Pokaø, øe funkcjona≥y f ú0 , fú1 , fú2 sπ liniowo zaleøne.
(b) Pokaø, øe funkcjona≥y f úk , k = 0, 1, . . . , n sπ liniowo zaleøne w ogólnym przypadku (dla do-
wolnych n i parami róønych xk).

Uwagi: Jeøeli p(t) =
qm
j=0 ajt

j jest wielomianem, to pÕ jest jego pochodnπ, pÕ(t) =
qm
j=1 jajt

j≠1.

Rozwiπzanie podpunktu (b) jest równowaøne rozwiπzaniu ca≥ego zadania. Za podpunkt (a) moøna dostaÊ
maksymalnie 1 punkt.



Geometria z algebrπ liniowπ (Informatyka)

Przyk≥adowe rozwiπzania zadaÒ z 2. kolokwium

30/01/2015

1. Rozwaøamy uk≥ad równaÒ liniowych
Y
___]

___[

x1 ≠ 2x2 + x4 + 2x5 = ≠7,
≠x1 + 2x2 ≠ x3 + x4 ≠ 2x5 = 8,

2x2 + 3x3 ≠ 2x5 = 5,
2x2 + 5x3 ≠ 4x4 ≠ 2x5 = 3.

(a) (1,5 pkt.) Zapisz powyøszy uk≥ad równaÒ w postaci macierzowej Ax̨ = b̨ i wyznacz
wszystkie jego rozwiπzania, stosujπc eliminacjÍ Gaussa.

(b) (0,75 pkt.) Czy istnieje wektor c̨ œ R4 taki, øe uk≥ad równaÒ Ax̨ = c̨ ma dok≥adnie
jedno rozwiπzanie? Uzasadnij odpowiedü.

(c) (0,75 pkt.) Czy istnieje wektor d̨ œ R4 taki, øe uk≥ad równaÒAx̨ = d̨ nie ma rozwiπzaÒ?
Uzasadnij odpowiedü.

Rozwiπzanie: (a): Uk≥ad moøna zapisaÊ w postaci macierzowej Ax̨ = b̨ dla

A =

S

WWWU

1 ≠2 0 1 2

≠1 2 ≠1 1 ≠2
0 2 3 0 ≠2
0 25 ≠4 ≠2

T

XXXV , b̨ =

S

WWWU

≠7
8

5

3

T

XXXV .

Przeprowadzamy eliminacjÍ Gaussa, wykonujπc operacje elementarne na wierszach ma-

cierzy [A|̨b]:
S

WWWU

1 ≠2 0 1 2 ≠7
≠1 2 ≠1 1 ≠2 8
0 2 3 0 ≠2 5
0 2 5 ≠4 ≠2 3

T

XXXV w2 ‘æ w2 + w1 :

S

WWWU

1 ≠2 0 1 2 ≠7
0 0 ≠1 2 0 1
0 2 3 0 ≠2 5
0 2 5 ≠4 ≠2 3

T

XXXV w1 ¡ w3 :

S

WWWU

1 ≠2 0 1 2 ≠7
0 2 3 0 ≠2 5
0 0 ≠1 2 0 1
0 2 5 ≠4 ≠2 3

T

XXXV w4 ‘æ w4 ≠ w2 :

S

WWWU

1 ≠2 0 1 2 ≠7
0 2 3 0 ≠2 5
0 0 ≠1 2 0 1
0 0 2 ≠4 0 ≠2

T

XXXV w4 ‘æ w4 + 2w2 :

S

WWWU

1 ≠2 0 1 2 ≠7
0 2 3 0 ≠2 5
0 0 ≠1 2 0 1
0 0 0 0 0 0

T

XXXV .

Z powyøszej postaci wyjúciowego uk≥adu odczytujemy, øe rankA = rank[A|b] = 3, czyli
uk≥ad nie jest sprzeczny, oraz dimkerA = 2, wiÍc rozwiπzania uk≥adu zaleøπ od dwóch
parametrów.



Wyznaczamy rozwiπzanie szczególne x̨, przyjmujπc, øe x4 = x5 = 0 i rozwiπzujπc uk≥ad
oznaczony z macierzπ trójkπtnπ:

S

WU
1 ≠2 0
0 2 3
0 0 ≠1

T

XV ·

S

WU
x1
x2
x3

T

XV =

S

WU
≠7
5
1

T

XV , skπd x̨ =

S

WWWWWU

1
4
≠1
0
0

T

XXXXXV
.

Rozwiπzanie ogólne bÍdzie postaci x̨ + –ų + —v̨, gdzie ų, v̨ jest bazπ kerA. Wektor ų
moøemy wyznaczyÊ, przyjmujπc u4 = 1, u5 = 0 i rozwiπzujπc uk≥ad równaÒ

S

WU
1 ≠2 0
0 2 3
0 0 ≠1

T

XV ·

S

WU
u1
u2
u3

T

XV =

S

WU
≠1
0
2

T

XV , skπd ų =

S

WWWWWU

≠7
≠3
2
1
0

T

XXXXXV
.

Podobnie, wektor v̨ wyznaczamy przyjmujπc v4 = 0, v5 = 1 i rozwiπzujπc uk≥ad

S

WU
1 ≠2 0
0 2 3
0 0 ≠1

T

XV ·

S

WU
v1
v2
v3

T

XV =

S

WU
≠2
2
0

T

XV , skπd v̨ =

S

WWWWWU

0
1
0
0
1

T

XXXXXV
.

(b): Uk≥ad Ax̨ = b̨ ma jednoznaczne rozwiπzanie wtedy i tylko wtedy, gdy kerA = {0}.
W tym przypadu dimkerA = 2, wiÍc odpowiedü brzmi „nie”.

(c): Z tw. Kroneckera - Capellego wynika, øe wystarczy aby d̨ /œ imA. W tym przypadku
jest to moøliwe, gdyø dim imA = 3.

2. W przestrzeni euklidesowej (R5, È·, ·Í), gdzie Èx̨, y̨Í = x̨T y̨, dana jest podprzestrzeÒ
liniowa V = span([2, 2, 0, 2, 2]T , [0, 0,≠1, 2, 2]T , [≠3, 1, 2,≠7,≠3]T ).

(a) (1,5 pkt.) Wyznacz bazÍ ortogonalnπ podprzestrzeni V .

(b) (1,5 pkt.) Znajdü wektory x̨ œ V i y̨ œ V ‹ takie, øe x̨+ y̨ = [1, 0, 0, 0, 0]T .

Rozwiπzanie: (a): BazÍ ortogonalnπ moøemy wyznaczyÊ, stosujπc ortogonalizacjÍ Gra-
ma - Schmidta. Niech x̨1 = [2, 2, 0, 2, 2]T , x̨2 = [0, 0,≠1, 2, 2]T , x̨3 = [≠3, 1, 2,≠7,≠3]T .
Obliczamy

y̨1 = x̨1 = [2, 2, 0, 2, 2]T ,

y̨2 = x̨2 ≠
Èy̨1, x̨2Í
Èy̨1, y̨1Í

y̨1 = [0, 0,≠1, 2, 2]T ≠ 816 [2, 2, 0, 2, 2]
T

= [≠1,≠1,≠1, 1, 1]T ,

y̨3 = x̨3 ≠
Èy̨1, x̨3Í
Èy̨1, y̨1Í

y̨1 ≠
Èy̨2, x̨3Í
Èy̨2, y̨2Í

y̨2

= [≠3, 1, 2,≠7,≠3]T ≠ ≠2416 [2, 2, 0, 2, 2]
T ≠ ≠105 [≠1,≠1,≠1, 1, 1]

T

= [≠2, 2, 0,≠2, 2]T .
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(b): Szukany wektor x̨ to rzut ortogonalny PV wektora ų = [1, 0, 0, 0, 0]T , na podprzestrzeÒ
V , natomiast y̨ = PV ‹(ų) = ų≠ PV (ų). Znajπc bazÍ ortogonalnπ podprzestrzeni V , rzut
PV (ų) obliczamy ze wzoru

x̨ = PV (ų) =
Èy̨1, ųÍ
Èy̨1, y̨1Í

y̨1 +
Èy̨2, ųÍ
Èy̨2, y̨2Í

y̨2 +
Èy̨3, ųÍ
Èy̨3, y̨3Í

y̨3 = 1
10 [7, 2, 2, 3,≠2]

T ,

i mamy równieø

y̨ = ų≠ x̨ = 1
10 [3,≠2,≠2,≠3, 2]

T .

3. Przekszta≥cenie liniowe f œ L(R3,R[t]3) ma w≥asnoúci:

f

Q

ca

S

WU
1

1

0

T

XV

R

db = 1≠ 2t3, f

Q

ca

S

WU
1

≠1
0

T

XV

R

db = 3t≠ 5t2, ker f = span

Q

ca

S

WU
1

1

1

T

XV

R

db .

(a) (1,5 pkt.) Wyznacz macierz przekszta≥cenia f w bazach ę1, ę2, ę3 w R3 i 1, t, t2, t3 w
R[t]3.

(b) (1,5 pkt.) Niech U = span([3, 1,≠1]T , [≠1, 1, 3]T ). Pokaø, øe zbiór f(U) jest podprze-
strzeniπ liniowπ w R[x]3 i okreúl jej wymiar.

Rozwiπzanie: (a): Zauwaømy, øe f([1, 1, 1]T ) = 0. Wektory ų1 = [1, 1, 0]T , ų2 = [1,≠1, 0]T ,
ų3 = [1, 1, 1]T tworzπ bazÍ przestrzeni R3 i

f(ę1) = f(
1
2 ų1 +

1
2 ų2) =

1
2f(ų1) +

1
2f(ų2) =

1
2(1≠ 2t

3
) +

1
2(3t≠ 5t

2
)

=
1
2 +

3
2t+

5
2t
2 ≠ t3

f(ę2) = f(
1
2 ų1 ≠

1
2 ų2) =

1
2f(ų1)≠

1
2f(ų2) =

1
2(1≠ 2t

3
)≠ 12(3t≠ 5t

2
)

=
1
2 ≠

3
2t+

5
2t
2 ≠ t3

f(ę3) = f(ų3 ≠ ų1) = f(ų3)≠ f(ų1)
= ≠1 + 2t3

Macierz przekszta≥cenia f w zadanych bazach to

S

WWWWWU

1
2

1
2 ≠1

3
2 ≠

3
2 0

5
2

5
2 0

≠1 ≠1 2

T

XXXXXV
.

(b): Niech g œ L(U,R[x]3) bÍdzie przekszta≥ceniem liniowym zdefiniowanym jako
g(x) = f(x) dla x œ U . Wówczas f(U) = img jest podprzestrzeniπ liniowπ w R[x]3.
Ponadto, ker f µ U , wiÍc ker g = ker f i dim ker g = 1, wobec czego

dim f(U) = dim img = dimU ≠ dimker g = 2≠ 1 = 1.
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4. Dla n + 1 parami róønych liczb x0, x1, . . . , xn okreúlamy funkcjona≥y liniowe f úk œ
(R[x]n)ú:

f úk (p) = p
Õ
(xk), k = 0, 1, 2, . . . , n.

(a) Niech n = 2 i x0 = 0, x1 = 1, x2 = ≠1. Pokaø, øe funkcjona≥y f ú0 , fú1 , fú2 sπ liniowo
zaleøne.

(b) Pokaø, øe funkcjona≥y f úk , k = 0, 1, . . . , n sπ liniowo zaleøne w ogólnym przypadku
(dla dowolnych n i parami róønych xk).

Rozwiπzanie: (a): Wielomian p œ R[x]2 zapisujemy jako p(x) = ax2 + bx + c. Wówczas
pÕ(x) = 2ax+ b i

f ú0 (p) = p
Õ
(0) = b, fú1 (p) = p

Õ
(1) = 2a+ b, fú2 (p) = p

Õ
(≠1) = ≠2a+ b.

Funkcjona≥y f ú0 , f
ú
1 , f

ú
2 sπ liniowo zaleøne, gdyø dla kaødego wielomianu p œ R[x]2 zachodzi

2f ú0 (p)≠ f ú1 (p)≠ f ú2 (p) = 0,

czyli 2f ú0 ≠ f ú1 ≠ f ú2 = 0.

(b): Rozwaømy funkcjona≥ gú œ (R[x]n)ú, gú(p) = p(0). Pokaøemy, øe gú nie jest kombinacjπ
liniowπ funkcjona≥ów f új . PrzypuúÊmy, øe dla pewnych –j œ R zachodzi gú = qnj=0 –jf új ,
czyli dla kaødego wielomianu p œ R[x]n

gú(p) =
nÿ

j=0
–jf

ú
j (p). (1)

Niech p0 = 1 (wielomian sta≥y). Wówczas gú(p0) = 1, natomiast dla kaødego j mamy
f új (p) = 0. RównoúÊ (1) nie zachodzi wiÍc dla p = p0, wiÍc funkcjona≥ g

ú
nie jest kombi-

nacjπ liniowπ funkjona≥ów f új , czyli funkcjona≥y te nie tworzπ bazy przestrzeni (R[x]n)ú.

4



Geometria z algebrπ liniowπ (Informatyka)

07-02-2015 – Egzamin – czÍúÊ teoretyczna

ImiÍ i nazwisko:

Numer albumu: Numer grupy:

Instrukcja: Odpowiedzi naleøy pisaÊ na arkuszu z pytaniami. Jeøeli zajdzie taka potrzeba,
kaødπ dodatkowπ kartkÍ z odpowiedziami naleøy podpisaÊ imieniem i nazwiskiem, numerem

albumu oraz numerem grupy Êwiczeniowej. ProszÍ takøe dok≥adnie zaznaczyÊ, których pytaÒ

dotyczπ odpowiedzi na dodatkowych kartkach.

W zadaniach 1-10 naleøy udzielaÊ odpowiedz TAK lub NIE, przy czym

• nawet jedna niepoprawna odpowiedü oznacza 0 pkt. za ca≥e zadanie, a w innym przypadku:
• dok≥adnie jedna poprawna odpowiedü to 0,2 pkt za ca≥e zadanie,
• dok≥adnie dwie poprawne odpowiedzi to 0,5 pkt za ca≥e zadanie
• 3 poprawne odpowiedzi to 1 punkt za ca≥e zadanie,
• brak odpowiedzi nie jest traktowany jako niepoprawna odpowiedü.

1. Dane sπ dwie liczby zespolone x = 2(cos fi3 + i sin
fi
3 ) oraz y =

1Ô
2 ≠

1Ô
2i. Wówczas

22015 · |x≠2015 · y| = 1;

dla pewnego k œ N zachodzi Re((xy)k) = 0;

dla pewnego k œ N zachodzi Re(xk) = 0.

2. Za≥óømy, øe p jest wielomianem o wspó≥czynnikach rzeczywistych stopnia 17. Wówczas

jeøeli p(x0) = 0, to x0 œ R;

jeøeli z0 œ C i p(z0) = 0, to p(z0) = 0;

wielomian p ma 17 róønych pierwiastków zespolonych.

3. Macierz A œ Rn,n jest nieosobliwa. Wówczas
dla kaødego x̨ œ Rn Ax̨ = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x̨ = 0;

jest moøliwe, øe dim(imA2) < n;

detnA ”= 0.

4. W przestrzeni liniowej X nad cia≥em C dane sπ dwa podzbiory U, V µ X, przy czym
podzbiór U fl V jest podprzestrzeniπ liniowπ w X. Wówczas

kaødy z podzbiorów U, V zawiera wektor zerowy;

jeden z podzbiorów U, V jest podprzestrzeniπ liniowπ w X;

podzbiór {u+ v œ X : u œ U, v œ V } jest podprzestrzeniπ liniowπ w X.

1



5. X jest przestrzeniπ liniowπ wymiaru n nad cia≥em K i wektory x1, . . . , xk œ X sπ
liniowo niezaleøne. Wówczas

k ˛ n;

istnieje baza przestrzeni X, zawierajπca kaødy z wektorów xj;

gdy k > 2, to span(x1, x2) fl span(x3, . . . , xk) = {0}.

6. (X, È·, ·Í) jest przestrzeniπ unitarnπ, V µ X jest podprzestrzeniπ liniowπ i PV (x) ozna-
cza rzut ortogonalny danego wektora x œ X na podprzestrzeÒ V . Wynika stπd, øe

ÎPV (x)Î < ÎxÎ;

ÈPV (x), x≠ PV (x)Í = 0;

dla kaødego v œ V zachodzi Îx≠ PV (x)Î ˛ Îx≠ vÎ.

7. X, Y sπ przestrzeniami liniowymi nad cia≥em K, dimX = 8, dimY = 7 i f œ L(X, Y ).
Wówczas

f moøe byÊ izomorfizmem;

f moøe byÊ monomorfizmem;

f moøe byÊ epimorfizmem.

8. Które z poniøszych macierzy z R2,2 sπ ortogonalne?
macierz I2;

macierz
5
1 1

1 ≠1

6
;

macierz
5
cos– ≠ sin–
sin– cos–

6
, gdzie – œ R.

9. Macierz A œ Rn,n jest diagonalizowalna nad R. Wynika stπd, øe
wielomian charakterystyczny macierzy A jest iloczynem wielomianów stopnia
1 o rzeczywistych wspó≥czynnikach;

macierz A2 teø jest diagonalizowalna;

A = AT .

10. Macierz A œ Rn,n jest symetryczna i dodatnio okreúlona. Wynika z tego, øe
A jest podobna do pewnej macierzy diagonalnej D œ Rn,n;

A jest podobna do macierzy In;

A przystaje do macierzy In;

2



11. (1 pkt.) X jest przestrzeniπ liniowπ wymiaru 6, U, V µ X sπ podprzestrzeniami linio-
wymi, dimU = 3, dimV = 5. Ile moøe wynosiÊ wymiar podprzestrzeni U flV ? (Podaj
wszystkie moøliwoúci.)

Odp:

12. (1 pkt.) (X, È·, ·Í) jest przestrzeniπ euklidesowπ, wektory v1, v2, v3 œ X tworzπ uk≥ad
ortonormalny i

x = v1 + v2 + v3, y = v1 ≠ 2v2 + 2v3.

Podaj wartoúci wyraøeÒ Èx, yÍ oraz ÎyÎ.
Odp:

13. (1 pkt.) Podaj definicjÍ bazy dualnej do bazy x1, x2, . . . xn przestrzeni liniowej X.

Odp:

14. (1 pkt.) X jest przestrzeniπ liniowπ z bazπ x1, . . . , xn, x =
qn
k=1 kxk œ X, uk≥ad

xú1, . . . , x
ú
n œ Xú jest bazπ dualnπ do bazy x1, . . . , xn. Wyznacz xú1(x) oraz xún(x).

Odp:

15. (1 pkt.) WymieÒ 3 róøne niezmienniki relacji podobieÒstwa macierzy.

Odp:

16. (1 pkt.) Sformu≥uj twierdzenie Jordana (w wersji dla endomorfizmów przestrzeni linio-
wej X).
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Geometria z algebrπ liniowπ - Egzamin 07-02-2015

Kaøde zadanie naleøy rozwiπzywaÊ na oddzielnej kartce. Kaødπ kartkÍ proszÍ podpisaÊ na górze
imieniem, nazwiskiem, numerem albumu oraz numerem grupy Êwiczeniowej.

Kaøde zadanie bÍdzie oceniane w skali 0 - 6. Na ocenÍ majπ wp≥yw zarówno poprawnoúÊ odpowiedzi jak

i uzasadnienia formu≥owanych tez.

1. Niech n œ N, n > 1 i u0, u1, . . . , un oznaczajπ wszystkie zespolone pierwiastki z jednoúci
stopnia n+ 1. Dla k œ N oblicz sumÍ uk0 + uk1 + . . .+ ukn.

2. Dana jest macierz A œ Rm,n. Niech B = AAT oraz C = ATA.

(a) (3 pkt.) Pokaø, øe imB µ imA oraz kerA µ kerC.
(b) (3 pkt.) Za≥óømy, øe macierze B i C sπ nieosobliwe. Pokaø, øe wówczas m = n i macierz
A teø jest nieosobliwa.

3. Dla parametru zespolonego a rozwaøamy uk≥ad równaÒ liniowych
Y
_]

_[

ax + y = 1,
ay + z = 1,

x + az = ≠2.
(1)

(a) (3 pkt.) Dla jakich zespolonych wartoúci a uk≥ad (1) ma jednoznaczne rozwiπzanie?

(b) (3 pkt.) Do uk≥adu (1) do≥πczono jeszcze jedno równanie

x + y + z = a≠ 1 .
Dla jakich zespolonych wartoúci a otrzymany w ten sposób uk≥ad czterech równaÒ ma
jednoznaczne rozwiπzanie?

4. Dla n ˇ 2 rozwaøamy macierz

An =

S

WWWWWWWWU

0 1 1 . . . 1 1

≠1 0 1 . . . 1 1

≠1 ≠1 0 . . . 1 1

...
...
...

...
...

≠1 ≠1 ≠1 . . . 0 1

≠1 ≠1 ≠1 . . . ≠1 0

T

XXXXXXXXV

œ Rn,n.

(a) (3 pkt.) Wyznacz detnAn w zaleønoúci od n ˇ 2.
(b) (3 pkt.) Oblicz det4A4.

5. Endomorfizm F œ L(R[t]3) jest dany wzorem
F (p) = 2 · pÕ(t) + (1 + t+ t2 + t3) · p(0).

(a) (3 pkt.) Pokaø, øe F jest izomorfizmem.

(b) (3 pkt.) Rozstrzygnij, czy uk≥ad funkcjona≥ów liniowych fúj œ (R[t]3)ú

fúj (p) = F (p)(j), j = 0, 1, 2, 3

jest bazπ przestrzeni (R[t]3)ú.

6. Dana jest macierz

A =

S

WWWU

4 1 2 ≠7
≠1 2 2 3

0 0 4 ≠1
0 0 ≠1 4

T

XXXV œ R4,4.

(a) (3 pkt.) Znajdü macierz Jordana J œ R4,4 podobnπ do macierzy A lub udowodnij, øe
taka macierz Jordana nie istnieje.

(b) (3 pkt.) Czy macierz (A≠ 3I)2015 jest diagonalizowalna? Uzasadnij odpowiedü.



Geometria z algebrπ liniowπ - Egzamin 07-02-2015

Przyk≥adowe rozwiπzania zadaÒ

1. Niech n œ N, n > 1 i u0, u1, . . . , un oznaczajπ wszystkie zespolone pierwiastki z jednoúci stopnia n+1.
Dla k œ N oblicz sumÍ uk0 + uk1 + . . .+ ukn.
Rozwiπzanie: Moøna przyjπÊ, øe u1 = e

2fii
n+1 i uj = u

j
1 dla j = 0, 1, . . . , n. Dla danego k oznaczmy

wartoúÊ wyznaczanej sumy przez Sk. Wtedy

Sk =
nÿ

j=0

ukj =
nÿ

j=0

ukj1 .

Jeøeli k jest wielokrotnoúciπ n + 1, to ukj1 = 1 dla kaødego j i wtedy Sk = n + 1. W przeciwnym
wypadku uk1 ”= 1 i moøemy skorzystaÊ ze wzoru na sumÍ postÍpu geometrycznego:

Sk =
nÿ

j=0

(uk1)
j
=
uk(n+1)1 ≠ 1
uk1 ≠ 1

=
(un+11 )

k ≠ 1
uk1 ≠ 1

=
1≠ 1
uk1 ≠ 1

= 0.

2. Dana jest macierz A œ Rm,n. Niech B = AAT oraz C = ATA.

(a) (3 pkt.) Pokaø, øe imB µ imA oraz kerA µ kerC.
(b) (3 pkt.) Za≥óømy, øe macierze B i C sπ nieosobliwe. Pokaø, øe wówczas m = n i macierz A teø jest
nieosobliwa.

Rozwiπzanie:

(a): Zauwaømy, øe B œ Rm,m i C œ Rn,n. Jeøeli y̨ œ imB, to y̨ = Bx̨ dla pewnego x̨ œ Rm, wiÍc
y = AAT x̨ = Az̨, dla z̨ = AT x̨ œ Rn. Zatem y̨ œ imA. Pokazaliúmy, øe imB µ imA.
Jeøeli x̨ œ kerA, to Ax̨ = 0. Wtedy Cx̨ = ATAx̨ = AT 0 = 0, czyli x̨ œ kerC. Pokazaliúmy, øe
kerA µ kerC.

(b): Skoro macierz B jest nieosobliwa, to imB = Rm i z podpunktu (a) imA = Rm, co oznacza, øe
rankA = m. Jednoczeúnie rankA ˛ min(m,n), wiÍc m ˛ n.
Tak samo jak w podpunkcie (a) moøemy pokazaÊ, øe imC µ imAT , a skoro macierz C jest
nieosobliwa, to imC = Rn = imAT , a wiÍc rankAT = rankA = n. Podobnie jak wczeúniej,
n ˛ m, wiÍc ostatecznie m = n i A œ Rn,n. Skoro rankA = n, to macierz A jest nieosobliwa.

3. Dla parametru zespolonego a rozwaøamy uk≥ad równaÒ liniowych
Y
]

[

ax + y = 1,
ay + z = 1,

x + az = ≠2.
(1)

(a) (3 pkt.) Dla jakich zespolonych wartoúci a uk≥ad (1) ma jednoznaczne rozwiπzanie?

(b) (3 pkt.) Do uk≥adu (1) do≥πczono jeszcze jedno równanie

x + y + z = a≠ 1 .

Dla jakich zespolonych wartoúci a otrzymany w ten sposób uk≥ad czterech równaÒ ma jedno-
znaczne rozwiπzanie?

Rozwiπzanie:

(a): Uk≥ad 3 równaÒ z 3 niewiadomymi ma jednoznaczne rozwiπzanie wtedy i tylko wtedy, gdy macierz

lewej strony uk≥adu (oznaczmy jπ prez A) jest nieosobliwa, co jest równowaøne temu, øe det3A ”= 0.
Mamy:

det3

S

U
a 1 0
0 a 1
1 0 a

T

V = a3 + 1 = (a+ 1)(a2 ≠ a+ 1) = (a+ 1)
1
a≠ 1+i

Ô
3

2

21
a≠ 1≠i

Ô
3

2

2
.

Zatem uk≥ad ma jednoznaczne rozwiπzanie dla

a œ C \
Ó
≠1, 1+i

Ô
3

2 ,
1≠i
Ô
3

2

Ô
.

1



(b): Rozpatrywany teraz uk≥ad równaÒ ma postaÊ

Y
__]

__[

ax + y = 1,
ay + z = 1,

x + az = ≠2,
x + y + z = a≠ 1.

(2)

Dodajπc pierwsze trzy równania stronami, otrzymujemy warunek

(a+ 1)(x+ y + z) = 0.

Zatem a = ≠1 lub x+ y + z = 0.
Jeøeli a ”= ≠1, to x+ y+ z = 0 i z ostatniego równania uk≥adu wynika, øe a = 1. Wówczas z pod-
punktu (a) wynika, øe istniejπ jednoznacznie wyznaczone x, y, z, spe≥niajπce pierwsze 3 równania.
Natomiast ostatnie równanie ma postaÊ x + y + z = 0 i otrzymujemy je jako sumÍ pierwszych
trzech równaÒ uk≥adu podzielonπ przez 2, czyli jeøeli spe≥nione sπ pierwsze trzy równania, to

ostatnie teø jest spe≥nione. Zatem uk≥ad ma jednoznaczne rozwiπzanie dla a = 1.

Rozpatrujemy teraz przypadek a = ≠1. Zapiszmy macierz rozszerzonπ uk≥adu (2) i zastosujmy
eliminacjÍ Gaussa do wyznaczenia jego rozwiπzaÒ. Otrzymujemy kolejno macierze

S

WWU

≠1 1 0 1

0 ≠1 1 1

1 0 ≠1 ≠2
1 1 1 ≠2

T

XXV

S

WWU

≠1 1 0 1

0 ≠1 1 1

0 1 ≠1 ≠1
0 2 1 ≠1

T

XXV

S

WWU

≠1 1 0 1

0 ≠1 1 1
0 0 0 0

0 0 3 1

T

XXV

S

WWU

≠1 1 0 1

0 ≠1 1 1
0 0 3 1

0 0 0 0

T

XXV

czyli wyjúciowy uk≥ad jest równowaøny nastÍpujπcemu

S

U
≠1 1 0 1

0 ≠1 1 1
0 0 3 1

T

V .

Macierz lewej strony jest nieosobliwa, jako macierz trójkπtna bez zer na przekπtnej, wiÍc badany

uk≥ad ma jednoznaczne rozwiπzanie.

Ostatecznie, uk≥ad ma jednoznaczne rozwiπzanie dla a œ {≠1, 1}.

4. Dla n ˇ 2 rozwaøamy macierz

An =

S

WWWWWWWU

0 1 1 . . . 1 1

≠1 0 1 . . . 1 1

≠1 ≠1 0 . . . 1 1

...
...

...
...
...

≠1 ≠1 ≠1 . . . 0 1

≠1 ≠1 ≠1 . . . ≠1 0

T

XXXXXXXV

œ Rn,n.

(a) (3 pkt.) Wyznacz detnAn w zaleønoúci od n ˇ 2.
(b) (3 pkt.) Oblicz det4A4.

Rozwiπzanie:

(a): W macierzy An moøemy odjπÊ od k-tej kolumny kolumnÍ (k ≠ 1)-szπ dla k = n, n≠ 1, . . . , 2, nie
zmieniajπc wartoúci wyznacznika. Zatem

detnAn = detn

S

WWWWWWWU

0 1 0 . . . 0 0
≠1 1 1 . . . 0 0
≠1 0 1 . . . 0 0
...
...
...

...
...

≠1 0 0 . . . 1 1
≠1 0 0 . . . 0 1

T

XXXXXXXV

.

Jeøeli liczba n jest nieparzysta, to moøemy wyzerowaÊ 1. kolumnÍ, dodajπc do niej kolumny
n, n≠ 2, . . . , 3 i wyznacznik nie ulegnie zmianie. Zatem dla n nieparzystych detnAn = 0.
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Dla n parzystych, dodajπc do kolumny 1. kolumny n, n≠2, . . . , 2 takøe nie zmienimy wyznacznika,
wiÍc wówczas

detnAn = detn

S

WWWWWWWU

1 1 0 . . . 0 0
0 1 1 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0
...
...
...

...
...

0 0 0 . . . 1 1
0 0 0 . . . 0 1

T

XXXXXXXV

.

Otrzymaliúmy macierz trójkπtnπ górnπ z jedynkami na przekπtnej. Zatem dla n parzystych
detnAn = 1.

(b): Zgodnie z rezultatem z podpunktu (a), det4A4 = 1.

5. Endomorfizm F œ L(R[t]3) jest dany wzorem

F (p) = 2 · pÕ(t) + (1 + t+ t2 + t3) · p(0).

(a) (3 pkt.) Pokaø, øe F jest izomorfizmem.

(b) (3 pkt.) Rozstrzygnij, czy uk≥ad funkcjona≥ów liniowych fúj œ (R[t]3)ú

fúj (p) = F (p)(j), j = 0, 1, 2, 3

jest bazπ przestrzeni (R[t]3)ú.

Rozwiπzanie:

(a): Endomorfizm F przestrzeni skoÒczonego wymiaru jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy
jest monomorfizmem, co jest równowaøne temu, øe kerF = {0}. Za≥óømy, øe p œ kerF . Poniewaø
degpÕ ˛ 2 i F (p) = 2 · pÕ(t) + (1 + t + t2 + t3) · p(0) = 0, wiÍc wspó≥czynnik przy t3 wielomianu
F (p) jest równy 0, czyli p(0) = 0 i F (p) = 2pÕ(t) = 0. Zatem pÕ jest wielomianem zerowym, czyli
p = a dla pewnego a œ R. Skoro p(0) = 0, to a = 0, czyli p = 0. Pokazaliúmy, øe kerF = {0},
wiÍc F jest izomorfizmem.

(b): Niech l0, l1, l2, l3 œ R[x]3 oznaczajπ wielomiany z bazy Lagrange’a dla punktów x0 = 0,
x1 = 1, x2 = 2, x3 = 3. W szczególnoúci

li(xj) =

I
1 gdy i = j,

0 gdy i ”= j.
.

Skoro f jest izomorfizmem, to istniejπ wielomiany p0, p1, p2, p3 œ R[x]3, takiej, øe F (pj) = lj dla
j = 0, 1, 2, 3. Wówczas

fúj (pi) = li(xj) =

I
1 gdy i = j,

0 gdy i ”= j.
.

Zatem uk≥ad wielomianów p0, p1, p2, p3 jest bazπ przestrzeni R[x]3, a uk≥ad funkcjona≥ów
fú0 , f

ú
1 , f

ú
2 , f

ú
3 jest odpowiadajπcej jej bazπ dualnπ w przestrzeni (R[x]3)ú.

6. Dana jest macierz

A =

S

WWU

4 1 2 ≠7
≠1 2 2 3

0 0 4 ≠1
0 0 ≠1 4

T

XXV œ R4,4.

(a) (3 pkt.) Znajdü macierz Jordana J œ R4,4 podobnπ do macierzy A lub udowodnij, øe taka macierz
Jordana nie istnieje.

(b) (3 pkt.) Czy macierz (A≠ 3I)2015 jest diagonalizowalna? Uzasadnij odpowiedü.

Rozwiπzanie:

(a): Wyznaczamy zera wielomianu charakterystycznego macierzy A, czyli jej wartoúci w≥asne:

pA(x) = [(4≠ x)(2≠ x) + 1] ·
#
(4≠ x)2 ≠ 1

$

= (x2 ≠ 6x+ 9)(4≠ x≠ 1)(4≠ x+ 1)
= (x≠ 3)3(x≠ 5).
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Zatem macierz A ma dwie wartoúci w≥asne 3 oraz 5, przy czym 3 ma krotnoúÊ algebraicznπ 3.
Zatem na przekπtnej szukanej macierzy J znajdujπ siÍ liczby 3, 3, 3, 5 i J sk≥ada siÍ z jednej klatki
1◊ 1 dla wartoúci w≥asnej 5 oraz 1, 2 lub 3 klatek dla wartoúci w≥asnej 3. Liczba tych klatek jest
równa wymiarowi podprzestrzeni w≥asnej V3 = ker(A≠ 3I), a suma ich rozmiarów jest równa 3.
Mamy

ker(A≠ 3I) = ker

S

WWU

1 1 2 ≠7
≠1 ≠1 2 3

0 0 1 ≠1
0 0 ≠1 1

T

XXV = ker

S

WWU

4 1 2 ≠7
0 0 4 ≠4
0 0 1 ≠1
0 0 ≠1 1

T

XXV

= ker

5
4 1 2 ≠7
0 0 1 ≠1

6
.

Ostatnia macierz ma rzπd 2, wiÍc jej jπdro ma wymiar 2, czyli dimV3 = 2. W macierzy J sπ 2
klatki Jordana dla wartoúci w≥asnej 3 i

J =

S

WWU

3 1 0 0

0 3 0 0

0 0 3 0

0 0 0 5

T

XXV .

(b): Macierz A≠3I jest podobna do macierzy J≠3I, a macierz (A≠3I)2015 jest podobna do macierzy
(J≠3I)2015. Wystarczy wiÍc zbadaÊ, czy ta ostatnia macierz jest diagonalizowalna. Macierz J≠3I
ma trzy klatki Jordana: dwie z 0 na przekπtnej i jednπ z 2 na przekπtnej:

J ≠ 3I =

S

WWU

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 2

T

XXV .

Podnoszπc macierz J ≠ 3I do potÍgi, podnosimy do danej potÍgi kaødπ z jej klatek. Mamy
5
0 1

0 0

62015
=

5
0 0

0 0

6
, [0]2015 = [0], [2]2015 = [22015].

Zatem macierz (A≠ 3I)2015 jest podobna do macierzy diagonalnej

(J ≠ 3I)2015 =

S

WWU

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 2
2015

T

XXV ,

czyli jest ona diagonalizowalna.
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Geometria z algebrπ liniowπ (Informatyka)

23-02-2015 – Egzamin (2. termin) – czÍúÊ teoretyczna

ImiÍ i nazwisko:

Numer albumu: Numer grupy:

Instrukcja: Odpowiedzi naleøy pisaÊ na arkuszu z pytaniami. Jeøeli zajdzie taka potrzeba, kaødπ
dodatkowπ kartkÍ z odpowiedziami naleøy podpisaÊ imieniem i nazwiskiem, numerem albumu oraz

numerem grupy Êwiczeniowej. ProszÍ takøe dok≥adnie zaznaczyÊ, których pytaÒ dotyczπ odpowiedzi

na dodatkowych kartkach.

W zadaniach 1-10 naleøy udzielaÊ odpowiedz TAK lub NIE, przy czym

• nawet jedna niepoprawna odpowiedü oznacza 0 pkt. za ca≥e zadanie, a w innym przypadku:
• dok≥adnie jedna poprawna odpowiedü to 0,2 pkt za ca≥e zadanie,
• dok≥adnie dwie poprawne odpowiedzi to 0,5 pkt za ca≥e zadanie
• 3 poprawne odpowiedzi to 1 punkt za ca≥e zadanie,
• brak odpowiedzi nie jest traktowany jako niepoprawna odpowiedü.

1. Zbiór G jest grupπ z dzia≥aniem ù i elementem neutralnym e. Wynika z tego, øe
dla kaødego a œ G zachodzi a ù e = a;

dla dowolnych a, b œ G zachodzi a ù b = b ù a;

zbiór G nie moøe mieÊ dok≥adnie 2015 elementów.

2. Za≥óømy, øe p jest wielomianem o wspó≥czynnikach rzeczywistych stopnia 8, który ma 8
parami róznych pierwiastków zespolonych. Wówczas

jest moøliwe, øe p ma dok≥adnie 3 parami róøne pierwiastki rzeczywiste;

jest moøliwe, øe p ma dok≥adnie 4 parami róøne pierwiastki rzeczywiste;

jest moøliwe, øe p nie ma pierwiastków rzeczywistych i dok≥adnie jeden pier-
wiastek wielomianu p ma zerowπ czÍúÊ rzeczywistπ.

3. W przestrzeni liniowej X wymiaru n dane sπ dwie podprzestrzenie liniowe U, V µ X. Wów-
czas

dimU + dimV ˛ n;

podzbiór U fl V jest podprzestrzeniπ liniowπ w X;

podzbiór {u+ v œ X : u œ U, v œ V } jest podprzestrzeniπ liniowπ w X.

4. Które z poniøszych warunków sπ równowaøne stwierdzeniu, øe macierz A œ Rn,n jest nieoso-
bliwa?

Kolumny macierzy A sπ liniowo niezaleøne;

kerA = {0};

dim(imA) + dim(kerA) = n.

1



5. X jest przestrzeniπ liniowπ wymiaru n nad cia≥em K i x1, . . . , xk œ X. Wynika z tego, øe
jeøeli k ˛ n, to wektory x1, . . . , xk sπ liniowo niezaleøne;

jeøeli wektory x1, . . . , xk sπ liniowo niezaleøne, to k ˛ n;

istnieje baza przestrzeni X, zawierajπca kaødy z wektorów xj, dla j = 1, . . . , k.

6. (X, È·, ·Í) jest przestrzeniπ unitarnπ, V µ X jest podprzestrzeniπ liniowπ i PV (x) oznacza
rzut ortogonalny danego wektora x œ X na podprzestrzeÒ V . Wynika stπd, øe

x≠ PV (x) jest rzutem ortogonalnym wektora x na podprzestrzeÒ V ‹;

jeøeli PV (PV (x)) = x, to x œ V ;

jeøeli v œ V i Îv ≠ xÎ ˛ ÎPV (x)≠ xÎ, to v = PV (x).

7. X, Y sπ przestrzeniami liniowymi nad cia≥em K, dimX = 7, dimY = 8 i f œ L(X, Y ).
Wówczas

f moøe byÊ monomorfizmem;

f moøe byÊ epimorfizmem;

f moøe byÊ izomorfizmem.

8. Za≥óømy, øe X jest przestrzeniπ liniowπ i f œ L(X). Wynika z tego, øe
im f µ im (f ¶ f);

ker f µ ker(f ¶ f);

(im f) fl (ker f) = {0}.

9. Dana jest macierz A œ Rn,n i wektory ą, b̨, c̨ œ Rn takie, øe Aą = ą, Ąb = b̨, Ac̨ = ≠c̨.
Wynika z tego, øe

liczby 1 oraz -1 sπ pierwiastkami wielomianu charakterystycznego macierzy A;

wektory b̨ i c̨ sπ liniowo niezaleøne;

wektory ą, b̨ i c̨ sπ liniowo niezaleøne

10. Macierz A œ Rn,n jest symetryczna i dodatnio okreúlona. Wówczas
detnA > 0;

macierz A jest diagonalizowalna;

jest moøliwe, øe na przekπtnej macierzy A znajduje siÍ liczba 0;

2



11. (1 pkt.) Sformu≥uj zasadnicze twierdzenie algebry.

Odp:

12. (1 pkt.) X jest przestrzeniπ liniowπ wymiaru 6, U, V µ X sπ podprzestrzeniami liniowymi,
dimU = 3, dimV = 4. Ile moøe wynosiÊ wymiar podprzestrzeni U + V ? (Podaj wszystkie
moøliwoúci.)

Odp:

13. (1 pkt.) X, Y sπ przestrzeniami liniowymi nad cia≥em K i dimX = 3, dimY = 2. Podaj
wymiary podprzestrzeni L(X), L(X, Y ) i L(K, Y ).
Odp:

14. (1 pkt.) Dane sπ macierze A,B œ Rn,n i detnA = 2, detnB = 3. Podaj wartoúci wyznaczni-
ków macierzy A≠1, A3BA2 oraz BT .

Odp:

15. (1 pkt.) X jest podprzestrzeniπ liniowπ nad cia≥em K. Podaj definicje wartoúci w≥asnej i
wektora w≥asnego endomorfizmu f œ L(X)
Odp:

16. (1 pkt.) Podaj definicjÍ formy hermitowskiej okreúlonej na przestrzeni liniowej X nad cia≥em
C.
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Geometria z algebrπ liniowπ - Egzamin (2. termin) 23-02-2015

Kaøde zadanie naleøy rozwiπzywaÊ na oddzielnej kartce. Kaødπ kartkÍ proszÍ podpisaÊ na górze
imieniem, nazwiskiem, numerem albumu oraz numerem grupy Êwiczeniowej.

Kaøde zadanie bÍdzie oceniane w skali 0 - 6. Na ocenÍ majπ wp≥yw zarówno poprawnoúÊ odpowiedzi jak

i uzasadnienia formu≥owanych tez.

1. Za≥óømy, øe n œ N i n > 2. Dla k = 0, 1, . . . , n ≠ 1 niech uk = cos 2kfin + i sin
2kfi
n . Oblicz

wartoúÊ wyraøenia

u0u1 + u1u2 + u2u3 + . . .+ un≠2un≠1 + un≠1u0.

2. Za≥óømy, øe A œ R10,10, x̨1, x̨2, . . . , x̨7 œ R10, wektory x̨1, x̨2, . . . , x̨7 sπ liniowo niezaleøne oraz

Ax̨1 = Ax̨2 = . . . = Ax̨7.

(a) (3 pkt.) Pokaø, øe rankA ˛ 4.
(b) (3 pkt.) Pokaø, øe macierz A+AT jest osobliwa.

3. Dla liczby rzeczywistej a rozwaøamy macierz

A =

S

WWWU

a 1 1 0
1 a 1 0
1 1 a 0
1 1 1 a

T

XXXV .

(a) (3 pkt.) Dla jakich liczb a œ R uk≥ad równaÒ Ax̨ = b̨ ma dla kaødego wektora b̨ œ R4
jednoznaczne rozwiπzanie x̨?

(b) (3 pkt.) Dla a = ≠2 pokaø, øe zbiór

Z =
Ó
b̨ œ R4 : Ax̨ = b̨ dla pewnego x̨ œ R4

Ô

jest podprzestrzeniπ liniowπ w R4 i wyznacz jej wymiar.

4. W przestrzeni liniowej R[x]4 dana jest podprzestrzeÒ liniowa

U = {p œ R[x]4 : p(≠1) + 2p(1) = 2p(≠1) + p(1) = 0}.

(a) (3 pkt.) Wyznacz bazÍ podprzestrzeni U .

(b) (3 pkt.) Dla danego parametru k œ R rozwaøamy podprzestrzeÒ

Vk = span(kx
3
+ 1, x2 + x) µ R[x]4.

Dla jakich wartoúci k prawdziwa jest równoúÊ R[x]4 = U ü Vk?

5. Endomorfizm F œ L(R[t]3) jest dany wzorem

F (p)(t) = p(≠1) · t+ p(0) · t2 + p(1) · t3 ≠ pÕ(t).

(a) (3 pkt.) Wyznacz macierz F w bazie 1, t, t2, t3.

(b) (3 pkt.) Rozstrzygnij, czy F jest izomorfizmem.

6. Dana jest macierz

A =

S

WWWU

1 1 0 0

≠1 3 0 0

5 ≠2 ≠1 1

0 0 0 ≠1

T

XXXV œ R4,4.

(a) (3 pkt.) Znajdü macierz Jordana J œ R4,4 podobnπ do macierzy A lub udowodnij, øe
taka macierz Jordana nie istnieje.

(b) (3 pkt.) Wyznacz úlad macierzy (A≠ 2I4)10 + (A+ I4)7.


