Geometria z algebra liniowa (Informatyka)

13-11-2014 — 1. kolokwium — czes¢ teoretyczna

Imie¢ i nazwisko:

Numer albumu: Numer grupy:

Maksymalny czas przewidziany na cze$é¢ teoretyczna to pierwsze 40 minut kolokwium. Po tym czasie
arkusze z odpowiedziami zostang zebrane.

Kazda dodatkowsq kartke z odpowiedziami nalezy podpisa¢ imieniem, nazwiskiem, numerem albumu i
numerem grupy ¢wiczeniowej. Prosze takze doktadnie zaznaczy¢, ktérych polecen dotycza odpowiedzi
na dodatkowych kartkach.

1. (1 pkt.)

(a) Podaj definicje ciala.
Odpowiedz:

(b) Cgzy istnieje cialo majace doktadnie 17 elementéw? Jezeli tak, to podaj przyktad.
Odpowiedz:

2. (0,5 pkt.) Wypisz wszystkie zespolone pierwiastki stopnia 4 z liczby —1.
Odpowiedz:

3. (0,5 pkt.) Ktore z ponizszych zbioréw sa podprzestrzeniami liniowymi w przestrzeni liniowe;
C33?
(a) zbiér macierzy nieosobliwych, odpowiedz:
(b) zbioér macierzy symetrycznych, odpowiedz:

(c) zbiér macierzy hermitowskich, odpowiedz:



4. (1 pkt.) Podaj definicje

(a) liniowo zaleznego uktadu wektoréw
Odpowiedz:

(b) liniowo niezaleznego uktadu wektorow
Odpowiedz:

(c) Podaj przyktad przestrzeni liniowej, w ktorej istnieja uktady liniowo niezalezne dowolnej
skonczonej dhugosci i wskaz takie uktady.

Odpowiedz:

5. (1 pkt.)

(a) Podaj definicje bazy i wymiaru przestrzeni liniowe;.
Odpowredz:

Wskaz przyktad bazy i podaj wymiar
(b) przestrzeni R|x],
Odpowiedz:

(c) ciata C jako przestrzeni liniowej nad cialem R
Odpowiedz:



Geometria z algebra liniowa (Informatyka)

13-11-2014 - 1. kolokwium

Kazde zadanie nalezy rozwiazywac¢ na oddzielnej kartce. Kazda kartke prosze pod-
pisa¢ na gorze imieniem, nazwiskiem, numerem albumu oraz numerem grupy
¢wiczeniowej.

Kazde zadanie bedzie oceniane w skali 0 - 3. Na ocene maja wpltyw zaréwno po-
prawnos¢ odpowiedzi jak i uzasadnienia formulowanych tez.

1. Znajdz wszystkie liczby zespolone z takie, ze

8
2'4:’i|.
(z + 2i) ol

2. Wyznacz wszystkie nieosobliwe macierze A € C>2 takie, ze
1 .
[1,0]- A- [0] =1
oraz macierze A i A™! sg liniowo zalezne.
3. W przestrzeni R[z]3 dany jest podzbiér
U = {p € Rlals : p(1 + 1) = 0},
gdzie i to jednostka urojona (i = —1). Pokaz, ze U jest podprzestrzenia
liniowa w Rlz|3. Znajdz baze U i uzupelnij ja do bazy calej przestrzeni

R[z]3. Uzasadnij odpowiedzi.

4. Niech a € R. W przestrzeni liniowej R? rozwazamy podprzestrzenie linio-
we

X = {[xl,:cg,xg]T eER’: 27, = 553}7

1 —2
Y = span a s la+2
—a+3 2a — 6

(a) Okresl wymiary przestrzeni X i Y w zaleznosci od a.
(b) Dla jakich wartosci parametru a zachodzi X NY = {0}?
(c) Dla jakich wartosci parametru a zachodzi R?* = X +Y?



Geometria z algebra liniowa (Informatyka)

Przyktadowe rozwigzania zadan z 1. kolokwium

25/11/2014

1. Znajdz wszystkie liczby zespolone z takie, ze

: Eli
2i)t = 2L
(z + 2i) ol

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze z = 0 nie jest rozwigzaniem. Zatem rownanie mozemy prze-
ksztatci¢ do postaci rownowaznej

(2\/5(2 + 2@)4 .

|22

Oznaczmy lewg strone przez u. Wowcezas u jest jednym z pierwiastkow z jednosci stopnia
4, czyli u € {1,—1,14,—i}. Nalezy wiec rozpatrzy¢ cztery przypadki.

Jezeli u = 1, to dostajemy réwnanie 2v/2(z + 2i) = |z|%. Niech z = z 4 iy, gdzie z,y € R.

Poniewaz cze$¢ urojona lewej strony jest rowna 0, wiec y = —2 i 2z = x — 21 oraz
|2|> = 2 + 4. Otrzymali$my réwnanie kwadartowe 22 — 2v/22 + 4 = 0, ktére nie ma
rozwiazan rzeczywistych. Podobnie pokazujemy, ze w przypadku v = —1 tez nie otrzy-

mamy rozwigzan.

Jezeli u = i, to otrzymujemy réwnanie 2v/2(z + 2i) = i|z|?, wobec czego z = yi dla
pewnego y € R, przy czym y jest rozwigzaniem réwnania y? — 2v/2y —4v/2 = 0. Réwnanie
to ma 2 rozwigzania:

zhzx@<1+ 1+2¢®, ygzvﬁ(r—V1+2¢®.

Mamy wigc dwa rozwigzania zespolone wyjSciowego rownania:

21:v6<1+ 1+2¢ﬂz, @:x@(l— 1+2¢®¢
W przypadku u = —i postepujemy podobnie: musi by¢ z = yi, gdzie y jest rozwigzaniem
rzeczywistym réwnania y? + 2v/2y 4+ 4v/2, ktére jednak nie ma takich rozwiazan.

Ostatecznie, jedyne rozwigzania to liczby z; 1 zo.

2. Wyznacz wszystkie nieosobliwe macierze A € C*? takie, ze

1
0

=1

[1,0}-f1-[

oraz macierze A i A™! sg liniowo zalezne.



Rozwigzanie: Niech A = [CCL d bedzie macierza o zadanych wtasnosciach. Pierwszy wa-

runek oznacza, ze a = ¢. Drugi warunek oznacza, ze istniejg skalary a, 3 € C takie, ze

a # 0 lub § # 0 oraz

aA+ AT =0. (1)
Zaréwno a # 0 jak i 3 # 0, gdyz w przeciwnym wypadku jedna z macierzy A, A~! bytaby
zerowa, co jest sprzeczne z zalozeniem, ze A jest nieosobliwa. Niech v = —(3/a. Warunek

(1) jest réwnowazny nastepujacemu:
A=~A"" 4 eC\{0}.

Poniewaz macierz A jest nieosobliwa, wiec (1) jest takze rownowazne warunkowi (mnozy-
my obie strony przez macierz A)

A*=qL,, yeC\{0}.

i , [be—1 ib+bd
Skoro A = [c d]’to o lic+cd be + d?

] . Liczby b,c,d i ~y spetniaja wiec rownosci

be— 1=, b(i +d) =0, c(i+d) =0, be + d* = 7.

Jezeli d = —i to réwnodci 2. 1 3. sg spelione, a z 1. lub 4. dostajemy bc = 1 + ~. Jedyny
warunek na v to v # 0, co oznacza, ze bc # 1. Wowczas zawsze istnieje takie v # 0, ze
spelnione sg réwnosci 1. i 4.

Jezeli d # —i, to z réwnoéci 2. i 3. dostajemy b = ¢ = 0. Wtedy z 1. i 4. réwnosci d> = —1,
czyli d = 1.

Ostatecznie wiec, szukane macierze sa postaci

1 b 1 0
A_[c —i]’ b,ce C, bc#1, lub A_[O z]

3. W przestrzeni R|x]3 dany jest podzbiér
U={peRlz]s: p(l+i) =0},

gdzie i to jednostka urojona (i* = —1). Pokaz, ze U jest podprzestrzenia liniowa w R|[x]s.
Znajdz baze U i uzupehij ja do bazy calej przestrzeni R[z];. Uzasadnij odpowiedzi.

Rozwigzanie: Zalézmy, ze p € U. Wowczas liczba zespolona 1 + ¢ jest zespolonym pier-
wiastkiem wielomianu p. Poniewaz p ma rzeczywiste wspotczynniki, wiec takze liczba
1+ =1—1 jest jego pierwiastkiem, czyli

p(x) = (z = (1+1))(z = (1 - i))q(z) = (2" — 2z + 2)q(2), (2)

gdzie g(x) jest wielomianem o wspdlezynnikach rzeczywistych stopnia nie wigkszego niz
1.

Jezeli ay, ay € R i wielomiany pq, pa sa postaci (2), to wielomian ps = ayp; + agps tez jest
takiej postaci. Zatem U jest podprzestrzenia liniowa w R[x]3.

2



Poniewaz degq < 1, wigc q(z) = ax + b i
p(z) = (2% — 22 + 2)(az + b) = ax(2? — 22+ 2) + b(a? — 22 + 2).

Wobec tego U = span(x(z? — 2z + 2), 2% — 22 + 2). Sa to wielomiany réznych stopni (3 i
2), wiec sa one liniowo niezalezne, tworza wiec baze podprzestrzeni U.

Poniewaz dimR|[x] = 4, wiec, aby powyzsza baze uzupelni¢ do bazy calej przestrzeni,
wystarczy znalezé jeszcze dwa wielomiany tak, aby uzyska¢ uktad liniowo niezalezny.
Moga to by¢ na przyktad wielomiany 1 (staty) i . Ukltad

1z, 2% — 20 + 2, 2(2® — 22 + 2)

sktada sie z 4 wielomianow roznych stopni, jest wiec liniowo niezalezny i tym samym jest
on baza przestrzeni R[z],.

4. Niech a € R. W przestrzeni liniowej R? rozwazamy podprzestrzenie liniowe

X = {[ml,xg,xg]T eR®: 2z, = £L‘3},

1 —2
Y = span a s la+2
—a+3 2a — 6

(a) Okresl wymiary przestrzeni X i Y w zaleznosci od a.
(b) Dla jakich wartosci parametru a zachodzi X NY = {0}?

(c) Dla jakich wartoéci parametru a zachodzi R® = X + Y7

Rozwigzanie:

(a): Zauwazamy, ze T = |11, T2, 23]7 € X wtedy i tylko wtedy, gdy x3 = 211, czyli gdy

T 1 0
= |29 | =21 |0 +29 |1
2.’1)'1 2 0

Wektory [1,0,2]7 i [0,1,0]7 sa liniowo niezalezne, wicc sa one baza podprzestrzeni X.
Zatem dim X = 2.

Niezaleznie od wartosci a zaden z wektoréw rozpinajacych Y nie jest zerowy, wiec 1 <
dimY < 21idimY = 2 wtedy i tylko wtedy, gdy oba wektory sa liniowo niezalezne.
Zbadamy wiec, dla jakich wartosci a wektory [1,a,—a + 3]T i [-2,a + 2,2a — 6]7 sa
liniowo niezalezne. Niech «, 3 € R i zat6ézmy, ze

1 -2 0
a a +0la+2|=|0
—a+3 2a — 6 0
Zatem o = 20 oraz 3a + 2 =0, czyli a = —%. Oba wektory sa wiec liniowo zalezne tylko
wtedy, gdy a = —%. Zatem dimY = 1dla a = —%, a dla pozostatych wartosci a bedzie
dimY = 2.



(b): X NY = {0} wtedy i tylko wtedy, gdy dim(X NY) = 0. Mamy
dim(X NY)=dimX +dimY — dim(X + Y).
Zawsze dim(X +Y) < dimR? = 3. Jezeli dim X = dimY = 2 (czyli, gdy a # —%), to
dim(XNY)>4-3=1.

Zatem dla a = —32 zawsze X NY # {0}.

2

Jezeli a = =2, to Y = span([1,—2,1]7) i [1,-2,]7 ¢ X. Zatem dim(X +Y) = 3 i

373 373

dim(XNY)=2+1-3=0, czyli XNY = {0}.
(c): Zauwazmy, ze X +Y = R3 wtedy i tylko wtedy, gdy dim(X + Y) = 3. Ponadto,

dim(X +Y)=dimX +dimY —dim(X NY).

Jezelia = =2, to dim X =2, dimY =1, dim(X NY) = 0, wicc dim(X +Y) = 3.

Jezeli a # —2, to dim X = dimY = 21 dim(X +Y) = 4 — dim(X NY). Z punktu (b)
wiemy juz, ze dim(X NY) > 1. Nalezy sprawdzié¢, dla jakich A wymiar tej podprzestrzeni
jest réwny 2 — wtedy dim(X +Y) < 3.

Jest to réwnowazne temu, ze X =Y, czyli

1 -2
a Jla+2]eX
—a+3 2a — 6
lub réwnowaznie 2 = —a + 3 1 —4 = 2a — 6. Obie rownosci sa spetnione wtedy i tylko

wtedy, gdy a = 1.
Ostatecznie, X +Y = R? wtedy i tylko wtedy, gdy a # 1.



Geometria z algebra liniowa (Informatyka)

08-01-2015 — 2. kolokwium — cze¢$¢ teoretyczna

Imie¢ i nazwisko:

Numer albumu: Numer grupy:

Maksymalny czas przewidziany na cze$é¢ teoretyczna to pierwsze 40 minut kolokwium. Po tym czasie
arkusze z odpowiedziami zostang zebrane. Odpowiedzi nalezy pisa¢ na arkuszu z pytaniami.

Jezeli zajdzie taka potrzeba, kazda dodatkows kartke z odpowiedziami nalezy podpisa¢ imieniem i
nazwiskiem, numerem albumu oraz numerem grupy ¢wiczeniowej. Prosze takze doktadnie zaznaczyé,
ktérych pytan dotycza odpowiedzi na dodatkowych kartkach.

1. (0,5 pkt.) Wpisz odpowiedzi TAK lub NIE. Wszystkie odpowiedzi musza byé¢ poprawne.

Dana jest macierz A € R™". Ktére z ponizszych warunkéw sa réwnowazne stwierdzeniu
Macierz A jest osobliwa?

I:' dimker A > 0.

|:| Istnieje wektor beR" taki, ze uktad réwnan Ax = b jest sprzeczny.

I:' rank AT < n.

2. (1 pkt.) (X, (-,-)) jest przestrzenia unitarna wymiaru n < oco.

(a) (0,5 pkt.) Podaj definicje bazy ortonormalnej przestrzeni X.
Odp:

(b) (0,5 pkt.) Sformuluj tozsamosé Parsevala.
Odp:



. (0,5 pkt.) Wpisz odpowiedzi TAK lub NIE. Wszystkie odpowiedzi musza by¢ poprawne.

W przestrzeni euklidesowej (X (-, -)) dana jest podprzestrzen liniowa V. Py € L(X, V) jest
rzutem ortogonalnym na V. Wéwczas:

|:| Dla kazdej podprzestrzeni V' rzut Py jest monomorfizmem z X w V.
I:' Dla kazdej podprzestrzeni V' rzut Py jest epimorfizmem z X na V.
I:' Dla pewnej podprzestrzeni V' rzut Py jest izomorfizmem X i V.

. (1 pkt.) X, Y sa przestrzeniami liniowymi nad cialem K i f € L(X,Y") jest przeksztalceniem
liniowym z X w Y.

(a) (0,3 pkt.) Podaj definicje obrazu przeksztalcenia f.
Odp:

(b) (0,3 pkt.) Podaj definicje jadra przeksztatcenia f.
Odp:

(c) (0,4 pkt.) Zatézmy, ze dim X =4, dimY = 21 f jest epimorfizmem z X na Y. Ile moze
wynosi¢ wymiar jadra f7 (Podaj wszystkie mozliwe wartosci.)
Odp:

. (1 pkt.) X jest przestrzenia liniowa nad cialem K i dim X = n.

(a) (0,3 pkt.) Podaj definicj¢ przestrzeni dualnej do X.
Odp:

(b) (0,3 pkt.) Podaj definicje bazy dualnej do bazy zi, xs, ...z, przestrzeni X.
Odp:

(c) (0,4 pkt.) Zatézmy, ze x = Y}  kxy € X i af,...,z} jest baza dualna do bazy
T1,...,T,. Wyznacz zi(x) oraz z(z).
Odp:



Geometria z algebra liniowa (Informatyka)

08-01-2015 - 2. kolokwium

Kazde zadanie nalezy rozwigzywaé na oddzielnej kartce. Kazda kartke prosze podpisa¢ na gdrze imieniem,
nazwiskiem, numerem albumu oraz numerem grupy ¢wiczeniowej.

Kazde zadanie bedzie oceniane w skali 0 - 3. Na ocene majg wplyw zaréwno poprawno$é¢ odpowiedzi jak i
uzasadnienia formutowanych tez.

1. Rozwazamy uktad réwnan liniowych

T — 29 + x4y + 225 = -7,
—x1 + 219 — x3 4+ x4y — 235 = 8,
209 + 3x3 — 2x5 = 9,
209 + bxs — 4dxy — 25 = 3.

(a) (1,5 pkt.) Zapisz powyzszy uklad réwnan w postaci macierzowej Az = b i wyznacz wszystkie
jego rozwiazania, stosujac eliminacje Gaussa.

(b) (0,75 pkt.) Czy istnieje wektor ¢ € R? taki, ze uktad réwnan AZ¥ = ¢ ma doktadnie jedno
rozwigzanie? Uzasadnij odpowiedz.

(¢) (0,75 pkt.) Czy istnieje wektor d € R? taki, ze uklad réwnain AZ = d nie ma rozwigzan?
Uzasadnij odpowiedz.

2. W przestrzeni euklidesowej (R®,(-,-)), gdzie (Z,%) = &', dana jest podprzestrzefi liniowa
V = span([2,2,0,2,2]T,[0,0, —1,2,2]7, [-3,1,2, —7, —3]7).

(a) (1,5 pkt.) Wyznacz baze ortogonalng podprzestrzeni V.
(b) (1,5 pkt.) Znajdz wektory ¥ € V i ¢ € V* takie, ze ¥+ ¢ = [1,0,0,0,0]T.

3. Przeksztalcenie liniowe f € L(R3 R[t]3) ma wlasnosci:

1 1 1
flir=1-2¢ f||-1||=3t—5t* kerf=span| |1
0 0 1

(a) (1,5 pkt.) Wyznacz macierz przeksztalcenia f w bazach €y, 6, e3 w R3 i 1,¢,¢2,¢3 w R[t]s.

(b) (1,5 pkt.) Niech U = span([3, 1, —1]%,[-1,1,3]"). Pokaz, ze zbiér f(U) jest podprzestrzenia
liniowa w R[x]3 i okredl jej wymiar.

4. Dla n + 1 parami réznych liczb zg, x1, . .., 2, okreslamy funkcjonaly liniowe f; € (R[x],)*:
fl:(p):p/(xk)a k:O71727"'7n'
(a) Niechn =21iz9=0, x; =1, 23 = —1. Pokaz, ze funkcjonaly f;, f, f5 sa liniowo zalezne.

(b) Pokaz, ze funkcjonalty fi, k = 0,1,...,n sa liniowo zalezne w ogdlnym przypadku (dla do-
wolnych n i parami réznych xy).
Uwagi: Jezeli p(t) = X7 a;jt) jest wielomianem, to p’ jest jego pochodna, p'(t) = i) jati—L.

Rozwiazanie podpunktu (b) jest réwnowazne rozwiagzaniu calego zadania. Za podpunkt (a) mozna dostaé
maksymalnie 1 punkt.



Geometria z algebra liniowa (Informatyka)

Przyktadowe rozwigzania zadan z 2. kolokwium

30/01,/2015

1. Rozwazamy uktad réwnan liniowych

T, — 219 + x4 + 225 = -7,
-1 + 29 — w3 + w4 — 25 = 8,
2x9 + 3z3 — 2x5 = D,
209 + bxy — 4dxy — 2x5 = 3.

(a) (1,5 pkt.) Zapisz powyzszy uklad réwnan w postaci macierzowej Ar = bi WYyZnacz
wszystkie jego rozwigzania, stosujac eliminacje Gaussa.

(b) (0,75 pkt.) Czy istnieje wektor ¢ € R? taki, ze uklad réwnan AF = ¢ ma dokladnie
jedno rozwigzanie? Uzasadnij odpowiedz.

(¢) (0,75 pkt.) Czy istnieje wektor d € R* taki, ze uktad réwnan AZ = d nie ma rozwigzan?
Uzasadnij odpowiedz.

Rozwigzanie: (a): Uktad mozma zapisa¢ w postaci macierzowej AZ = b dla

1 -2 0 1 2 —7
-1 2 -1 1 =2

o 2 3 0 =2

0 25 —4 =2

>
I

A:

w Ot oo

Przeprowadzamy eliminacje Gaussa, wykonujac operacje elementarne na wierszach ma-

-

cierzy [A|b]:

1 =2 0 1 2|-=7] 1 -2 0 1 2|-7]
-1 2 -1 1 -2| 8 0o 0 -1 2 0| 1

0 2 3 0 —2| 5| Wrmwtuii o\, 9 3 o o] 5 w1 Wy
0 2 5 -4 -2 3| 0 2 5 —4 —2| 3|

1 =2 0 1 2|-7] 1 -2 0 1 2|-7]

0 2 3 0 —2| 5 0 2 3 0 —2| 5

0 0 —1 2 o0 1| WrTwamw2iofgo g | | warrwat 2wz
0 2 5 —4 -2 3 0 0 2 —4 0]-2|

1 -2 01 2|-7

0 2 30 —-2| 5

0 0 -1 2 0] 1

0O 0 00 0] O

Z powyzszej postaci wyjsciowego ukladu odczytujemy, ze rank A = rank[A|b] = 3, czyli
uktad nie jest sprzeczny, oraz dimker A = 2, wiec rozwiazania uktadu zaleza od dwdoch
parametrow.



Wyznaczamy rozwigzanie szczegdlne ¥, przyjmujac, ze r4 = x5 = 0 i rozwigzujac uktad
oznaczony z macierzg trojkatna:

1
1 =2 0] [= 7 4
0 2 3| |wl=]5], skad 7 = |1
0 0 -1 |a3 1 0

Rozwigzanie ogblne bedzie postaci ¥ + au + (v, gdzie u, v jest baza ker A. Wektor @
mozemy wyznaczy¢, przyjmujac uy = 1, us = 0 i rozwiazujac uktad rownan

-7
1 -2 0 5 —1 -3
0 2 3| -|ul=10]/], skad = | 2
0 0 -1 us 2 1

Podobnie, wektor ¢ wyznaczamy przyjmujac vy = 0, vs = 1 i rozwigzujac uktad

0
1 -2 0 U1 -2 1
0 2 3 |-|vl=1]2], skad v = |0
0 0 -1 U3 0 0
1

(b): Uktad AZ = b ma jednoznaczne rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy ker A = {0}.
W tym przypadu dim ker A = 2, wiec odpowiedz brzmi ,nie”.

(¢): Z tw. Kroneckera - Capellego wynika, ze wystarczy aby d ¢ imA. W tym przypadku
jest to mozliwe, gdyz dimimA = 3.

2. W przestrzeni euklidesowej (R®,(-,-)), gdzie (7,4) = &'y, dana jest podprzestrzen
liniowa V' = span([2,2,0,2,2]7,[0,0,—1,2,2]7[-3,1,2, -7, —3]7).

(a) (1,5 pkt.) Wyznacz baze ortogonalng podprzestrzeni V.

(b) (1,5 pkt.) Znajdz wektory Z € V i ¢ € V* takie, ze &+ ¢ = [1,0,0,0,0]".

Rozwigzanie: (a): Baze ortogonalna mozemy wyznaczy¢, stosujac ortogonalizacje Gra-
ma - Schmidta. Niech Z; = [2,2,0,2,2]7, Z, = [0,0,-1,2,2]7, #3 = [-3,1,2, -7, —3]T.
Obliczamy

7= =[2,20227

L L (h, 7). T 8 T
T2 — 75 S Y1 = [0707 _17272] - 7[2a2a07272]
<y1,y1> 16

[_17 _17 _17 17 1]T7

)
I

L3 — 755 N

2
[-3,1,2,-7,-3]" — 52[2,2,0,2,2)" — F0[-1,-1,-1,1,1]"
[—2,2,0,-2,2]T.



(b): Szukany wektor # to rzut ortogonalny Py wektora @ = [1,0,0,0,0]”, na podprzestrzen
V', natomiast § = Py1 (@) = @ — Py (@). Znajac baze ortogonalng podprzestrzeni V', rzut
Py (1) obliczamy ze wzoru

Ui, U) y2, U) y3, U)
szV(ﬁ): <y1 >y1+ < 2 _,> < 5 —»> y3:%[7727273a_2]T7

i mamy réwniez

3. Przeksztalcenie liniowe f € L(R? R[t]3) ma wlasnosci:

1 1 1
fllofl=1-2t f||-1||=3t—5t% kerf=span| |1
0 0 1

(a) (1,5 pkt.) Wyznacz macierz przeksztalcenia f w bazach é€y,é,¢e3 w R3 1 1,4, ¢33 w
R[t]s.

(b) (1,5 pkt.) Niech U = span([3,1, —1]7, [-1,1,3]T). Pokaz, ze zbiér f(U) jest podprze-
strzenia liniowa w R[z|3 1 okredl jej wymiar.

Rozwigzanie: (a): Zauwazmy, ze f([1,1,1]7) = 0. Wektory u; = [1,1,0]7, @, = [1, -1, 0],
i3 = [1,1,1]7 tworza bazg przestrzeni R? i
f(&) = f(3h + 3ta) = 5 f () + 5 f (i) = 5(1 —2t%) +
=143 4524

(3t — 5t%)

1
2

f(&y) = f(3ity — Yiin) = S (i) — 3 f(x) = (1 — 2£%) — L (3t — 5¢7)
=345t

f(&s) = fus — ) = f(us) — f(@01)
=—1+2

Macierz przeksztatcenia f w zadanych bazach to

|
|
—_

— NUT DN N

— NUT DN N

O O

(b): Niech g € L(U/R|x]3) bedzie przeksztalceniem liniowym zdefiniowanym jako
g(x) = f(x) dla z € U. Wowczas f(U) = img jest podprzestrzenia liniowa w R[z]s.
Ponadto, ker f C U, wiec ker g = ker f i dimker g = 1, wobec czego

dim f(U) = dimimg = dim U — dimkerg =2 — 1 = 1.



4. Dla n + 1 parami réznych liczb xg, 1, ...,z, okreslamy funkcjonaly liniowe f; €
(Rz]n)": /
filp) =p'(x), k=0,1,2,...,n.

(a) Niechn = 2ixy =0, x; = 1, x9 = —1. Pokaz, ze funkcjonaly f7, fy, f3 sa liniowo
zalezne.
(b) Pokaz, ze funkcjonaly fi, k = 0,1,...,n sa liniowo zalezne w ogélnym przypadku

(dla dowolnych n i parami réznych xy).
Rozwigzanie: (a): Wielomian p € Rx], zapisujemy jako p(z) = ax? + bx + c¢. Wowcezas
p(x)=2ax+bi
i) =p(0)=b, fi(p)=p'(1) =2a+0b, [fi(p)=p(-1)=-2a+b.
Funkcjonaly fg, ff, f3 sa liniowo zalezne, gdyz dla kazdego wielomianu p € R|x], zachodzi
2f5(p) — fi(p) — f3(p) =0,

coyli 23 — fi — f5 = 0.

(b): Rozwazmy funkcjonal g* € (Rlz],)*, ¢*(p) = p(0). Pokazemy, Ze ¢g* nie jest kombinacja
liniowg funkcjonatow f7. Przypusémy, ze dla pewnych a; € R zachodzi g* = 377 a; f7,
czyli dla kazdego wielomianu p € R[z],

7)Y 0l ) ()

Niech pg = 1 (wielomian staly). Woéwczas ¢g*(pg) = 1, natomiast dla kazdego j mamy

fi(p) = 0. Réwnos¢ (1) nie zachodzi wige dla p = py, wige funkcjonat g* nie jest kombi-

nacja liniowa funkjonatéw f7, czyli funkcjonaly te nie tworza bazy przestrzeni (R[z],)*.



Geometria z algebra liniowa (Informatyka)

07-02-2015 — Egzamin — czesS¢ teoretyczna

Imie¢ i nazwisko:

Numer albumu: Numer grupy:

Instrukcja: Odpowiedzi nalezy pisa¢ na arkuszu z pytaniami. Jezeli zajdzie taka potrzeba,
kazda dodatkowa kartke z odpowiedziami nalezy podpisa¢ imieniem i nazwiskiem, numerem
albumu oraz numerem grupy ¢wiczeniowej. Prosze takze doktadnie zaznaczyé, ktérych pytan
dotycza odpowiedzi na dodatkowych kartkach.

W zadaniach 1-10 nalezy udziela¢ odpowiedz TAK lub NIE, przy czym
e nawet jedna niepoprawna odpowiedz oznacza 0 pkt. za cale zadanie, a w innym przypadku:
dokladnie jedna poprawna odpowiedz to 0,2 pkt za cale zadanie,
dokltadnie dwie poprawne odpowiedzi to 0,5 pkt za cale zadanie
3 poprawne odpowiedzi to 1 punkt za cale zadanie,
brak odpowiedzi nie jest traktowany jako niepoprawna odpowiedz.

1. Dane sa dwie liczby zespolone x = 2(cos 3 +isin 3) oraz y = —= — 2. Woéwezas

S
S

92015 . |:-2015 . g7 — 1,
|:| dla pewnego k € N zachodzi Re((zy)*) = 0;
|:| dla pewnego k € N zachodzi Re(z*) = 0.

!

2. Zatozmy, ze p jest wielomianem o wspotczynnikach rzeczywistych stopnia 17. Wowcezas
jezeli p(xo) =0, to g € R;

jezeli zp € C i p(zy) = 0, to p(zp) = 0;

L

wielomian p ma 17 réznych pierwiastkéw zespolonych.

3. Macierz A € R™" jest nieosobliwa. Wowczas

dla kazdego ¥ € R™ AZ = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy & = 0;
jest mozliwe, ze dim(im A?) < n;

det,, A # 0.

L

4. W przestrzeni liniowej X nad ciatem C dane sa dwa podzbiory U,V C X, przy czym
podzbiér U NV jest podprzestrzenia liniowa w X. Wowczas

kazdy z podzbiorow U,V zawiera wektor zerowy;

jeden z podzbioréw U,V jest podprzestrzenia liniowg w X;

L

podzbiér {u+v € X :u € U,v € V} jest podprzestrzenig liniowa w X.



5. X jest przestrzenig liniowg wymiaru n nad cialem K i wektory zi,...,x, € X sa
liniowo niezalezne. Wowczas
I:' istnieje baza przestrzeni X, zawierajaca kazdy z wektorow x;;
I:' gdy k > 2, to span(z1, z3) Nspan(zs, ..., xx) = {0}.

6. (X, (-,)) jest przestrzenia unitarna, V' C X jest podprzestrzenia liniowa i Py (z) ozna-
cza rzut ortogonalny danego wektora x € X na podprzestrzen V. Wynika stad, ze
L Iir@i< el
] R ) =0
|:| dla kazdego v € V' zachodzi ||z — Py (2)| < ||z — ]|

7. X,Y sa przestrzeniami liniowymi nad cialem K, dim X =8, dimY =71 f € L(X,Y).
Wowezas
|:| f moze by¢ izomorfizmem;
|:| f moze by¢ monomorfizmem,;
|:| f moze by¢ epimorfizmem.

8. Ktére z ponizszych macierzy z R*? sg ortogonalne?

I:' macierz I;
1 =1y

I:' macierz {Cf)sa _Sina], gdzie a € R.
S &« COS «x

9. Macierz A € R™" jest diagonalizowalna nad R. Wynika stad, ze

I:' wielomian charakterystyczny macierzy A jest iloczynem wielomiandéw stopnia
1 o rzeczywistych wspotezynnikach;
|:| macierz A2 tez jest diagonalizowalna;
L Ja=an
10. Macierz A € R™" jest symetryczna i dodatnio okreslona. Wynika z tego, ze

I:' A jest podobna do pewnej macierzy diagonalnej D € R™";

I:' A jest podobna do macierzy I,,;
I:' A przystaje do macierzy I,;



11.

(1 pkt.) X jest przestrzenig liniowa wymiaru 6, U,V C X sa podprzestrzeniami linio-
wymi, dim U = 3, dim V' = 5. Ile moze wynosi¢ wymiar podprzestrzeni U NV? (Podaj
wszystkie mozliwosci.)

Odp:

12.

(1 pkt.) (X, (-,-)) jest przestrzenia euklidesowa, wektory vy, vy, v3 € X tworza uklad
ortonormalny i
T = v1 + vy + vg, Yy = v — 209 + 2vs.
Podaj wartosci wyrazen (z,y) oraz ||y||.
Odp:

13. (1 pkt.) Podaj definicje bazy dualnej do bazy x1, s, ...z, przestrzeni liniowej X.
Odp:
14. (1 pkt.) X jest przestrzenig liniowa z baza z1,...,x,, * = > p_;kry € X, uktad

xy, ...,z € X* jest baza dualna do bazy z1,...,z,. Wyznacz ] (z) oraz z}(z).

Odp:

15.

(1 pkt.) Wymiei 3 rézne niezmienniki relacji podobiefistwa macierzy.
Odp:

16.

(1 pkt.) Sformutuj twierdzenie Jordana (w wersji dla endomorfizméw przestrzeni linio-
wej X).



Geometria z algebrg liniowa - Egzamin 07-02-2015

Kazde zadanie nalezy rozwiazywac¢ na oddzielnej kartce. Kazda kartke prosze podpisa¢ na goérze
imieniem, nazwiskiem, numerem albumu oraz numerem grupy ¢wiczeniowej.

Kazde zadanie bedzie oceniane w skali 0 - 6. Na ocene maja wplyw zaréwno poprawnosé odpowiedzi jak
i uzasadnienia formutowanych tez.

1. Niech n € N, n > 1 i ug,u1,...,u, oznaczajg wszystkie zespolone pierwiastki z jednosci
stopnia n + 1. Dla k € N oblicz sume uf +uf + ...+ uk.

2. Dana jest macierz A € R™". Niech B = AAT oraz C = AT A.

(a) (3 pkt.) Pokaz, ze imB C imA oraz ker A C ker C.

(b) (3 pkt.) Zalézmy, ze macierze B i C' sa nieosobliwe. Pokaz, ze woéwczas m = n i macierz
A tez jest nieosobliwa.

3. Dla parametru zespolonego a rozwazamy uktad rownan liniowych

ar + ¥y = 1,
ay + =z = 1, (1)
T + az = -—2.

(a) (3 pkt.) Dla jakich zespolonych wartosci @ uktad (1) ma jednoznaczne rozwiazanie?
(b) (3 pkt.) Do ukladu (1) dolaczono jeszcze jedno réwnanie

r + vy + 2z = a—-1.

Dla jakich zespolonych wartosci a otrzymany w ten sposéb uklad czterech réwnan ma
jednoznaczne rozwiazanie?

4. Dla n > 2 rozwazamy macierz

0 1 1 ... 1 17
-1 0 1 ... 11
-1 -1 0 ... 11

Ap = S . .| eRM
-1 -1 -1 ... 01
-1 -1 -1 ... =1 0

(a) (3 pkt.) Wyznacz det,, A,, w zaleznosci od n > 2.
(b) (3 pkt.) Oblicz dety Ay.

5. Endomorfizm F' € L(R]t]3) jest dany wzorem
F(p)=2-p'(t) + (L +t+ >+ %) - p(0).
(a) (3 pkt.) Pokaz, ze F' jest izomorfizmem.

(b) (3 pkt.) Rozstrzygnij, czy uktad funkcjonatéw liniowych f € (R[t]3)"
fi () = F(p)(4), J=0,1,2,3

jest baza przestrzeni (R]t]3)*.

6. Dana jest macierz

41 2 7

122 3

A= 00 4 -1 |SF"
00 -1 4

(a) (3 pkt.) ZnajdZ macierz Jordana J € R** podobng do macierzy A lub udowodnij, ze
taka macierz Jordana nie istnieje.

(b) (3 pkt.) Czy macierz (A — 31)2°1° jest diagonalizowalna? Uzasadnij odpowiedz.



Geometria z algebra liniowg - Egzamin 07-02-2015

Przyktadowe rozwigzania zadan

1. Niechn € N, n > 11 ug,u1,...,u, oznaczaja wszystkie zespolone pierwiastki z jednosci stopnia n + 1.
Dla k € N oblicz sume uf +uf + ... +uk.

27

Rozwiqzanie: Mozna przyjaé, ze u; = e+l i u; = uj1 dla j = 0,1,...,n. Dla danego k oznaczmy
warto$¢ wyznaczanej sumy przez Si. Wtedy

n n
— k _ kj
Sk = E uf = E uy” .
=0 =0

Jezeli k jest wielokrotnoscia n + 1, to u’fj = 1 dla kazdego j i wtedy Sy = n + 1. W przeciwnym
wypadku u} # 1 i mozemy skorzystaé¢ ze wzoru na sume postepu geometrycznego:

k(n+1
Sk:zn:(uk)jzul( )_lz(u?ﬂ)k_l: 1-1 =0.
! u’f—l u’f—l u’f—l

2. Dana jest macierz A € R™". Niech B = AA” oraz C = AT A.

(a) (3 pkt.) Pokaz, ze imB C imA oraz ker A C ker C.
(b) (3 pkt.) Zalézmy, ze macierze B i C sa nieosobliwe. Pokaz, ze woéwczas m = n i macierz A tez jest
nieosobliwa.

Rozwigzanie:

(a): Zauwazmy, ze B € R™™ 1 C € R™". Jezeli §¥ € im B, to § = BZ dla pewnego & € R™, wiec
y=AATT = AZ, dla 7 = ATZ € R". Zatem i € im A. Pokazali$émy, ze im B C im A.
Jezeli & € ker A, to AT = 0. Wtedy OF = ATAZ = AT0 = 0, czyli Z € ker C. Pokazali$my, ze
ker A C ker C.

(b): Skoro macierz B jest nieosobliwa, to im B = R™ i z podpunktu (a) im A = R™, co oznacza, ze
rank A = m. Jednoczesnie rank A < min(m,n), wiec m < n.
Tak samo jak w podpunkcie (a) mozemy pokazaé, ze imC C im AT, a skoro macierz C' jest
nieosobliwa, to im C = R™ = im AT, a wiec rank AT = rank A = n. Podobnie jak wczeéniej,
n < m, wiec ostatecznie m =n i A € R™". Skoro rank A = n, to macierz A jest nieosobliwa.

3. Dla parametru zespolonego a rozwazamy uktad réwnan liniowych

ar + oy = 1,
ay + z = 1, (1)
T + az = -2

(a) (3 pkt.) Dla jakich zespolonych wartosci a uktad (1) ma jednoznaczne rozwigzanie?

(b) (3 pkt.) Do uktadu (1) dotaczono jeszcze jedno réwnanie
r + y + z = a—1.

Dla jakich zespolonych wartosci a otrzymany w ten sposéb uklad czterech réwnan ma jedno-
znaczne rozwiazanie?

Rozwigzanie:

(a): Uklad 3 réwnan z 3 niewiadomymi ma jednoznaczne rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy macierz
lewej strony ukladu (oznaczmy ja prez A) jest nieosobliwa, co jest réwnowazne temu, ze detg A # 0.

Mamy:
a 1 0 , _
det3 [0 a 1 :a3+1=(a+1)(a2—a+1):(a+1)(a—1+;‘/§)(a—l_;\/g>.
1 0 a

Zatem uklad ma jednoznaczne rozwiazanie dla

v\ { 1,1 1)



(b): Rozpatrywany teraz uklad réwnan ma postaé

ar —+
x
r +

)

ay + z
+ az

y + =z

1
1
-2

)

9

9

a—1.

Dodajac pierwsze trzy rownania stronami, otrzymujemy warunek

(a+1)(z+y+2)=0.

Zatem a = —1lubx+y+ 2=0.

Jezeli a # —1, to x +y+ z = 0 i z ostatniego réwnania uktadu wynika, ze a = 1. Wéwczas z pod-
punktu (a) wynika, ze istnieja jednoznacznie wyznaczone x, y, z, spelniajace pierwsze 3 réwnania.
Natomiast ostatnie réwnanie ma postaé¢ x + y + z = 0 i otrzymujemy je jako sume pierwszych
trzech réwnan ukladu podzielona przez 2, czyli jezeli spelnione sa pierwsze trzy rownania, to

ostatnie tez jest spelnione. Zatem uklad ma jednoznaczne rozwiazanie dla a = 1.

Rozpatrujemy teraz przypadek a = —1. Zapisziny macierz rozszerzong ukladu (2) i zastosujmy

eliminacje Gaussa do wyznaczenia jego rozwiazan. Otrzymujemy kolejno macierze

-1 1 0] 1]
0 -1 1] 1
1 0 —1|-2
11 1| -2 |
1 1 0]1]
0 -1 1|1
0 0 0|0
0 0 3|1 |

czyli wyjsSciowy uklad jest rownowazny nastepujacemu

-1

1 0|1
0 -1 1)1
0 0 3|1

-1
0
0
0

1
0
0
0

1

1
2

o w = o

O R R~ H ==

Macierz lewej strony jest nieosobliwa, jako macierz tréjkatna bez zer na przekatnej, wiec badany

uklad ma jednoznaczne rozwiazanie.

Ostatecznie, uklad ma jednoznaczne rozwiazanie dla a € {—1,1}.

4. Dla n > 2 rozwazamy macierz

0 1
-1 0
-1 -1
A, =
-1 -1
-1 -1

(a) (3 pkt.) Wyznacz det, A, w zaleznosci od n > 2.

(b) (3 pkt.) Oblicz detyAy.

Rozwigzanie:

(a): W macierzy A, mozemy odjaé¢ od k-tej kolumny kolumne (k — 1)-sza dla k = n,n — 1,
zmieniajac wartosci wyznacznika. Zatem

det,, A4,, = det,

—_

-1
-1

0
-1
-1

-1
-1

[t

0
0

[y

0
0

o o

1
0

o

1
1

E R’I’L,n

..., 2, nie

Jezeli liczba n jest nieparzysta, to mozemy wyzerowaé 1. kolumneg, dodajac do niej kolumny
n,n —2,...,3 i wyznacznik nie ulegnie zmianie. Zatem dla n nieparzystych det,, A,, = 0.



(b):

Dla n parzystych, dodajac do kolumny 1. kolumny n,n—2,... 2 takze nie zmienimy wyznacznika,
wiec wowczas

1 1 0 0 0
11 ... 00
001 ... 00
det,, A, = det,
000 ... 11
|0 0 0 ... 0 1]

Otrzymalismy macierz tréjkatna goérna z jedynkami na przekatnej. Zatem dla n parzystych
det, A, = 1.

Zgodnie z rezultatem z podpunktu (a), detg A4 = 1.

. Endomorfizm F € L(R[t]3) jest dany wzorem

(a)
(b)

F(p)=2-p'(t) + (1 +t+t>+13) - p(0).

(3 pkt.) Pokaz, ze F jest izomorfizmem.

(3 pkt.) Rozstrzygnij, czy uklad funkcjonaléw liniowych f; € (R[t]3)*
fi(p) = F(p)(j), J=0,1,2,3

*

jest baza przestrzeni (R[t]3)*.

Rozwigzanie:

(a):

Endomorfizm F' przestrzeni skonczonego wymiaru jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy
jest monomorfizmem, co jest rébwnowazne temu, ze ker F' = {0}. Zalézmy, ze p € ker F. Poniewaz
degp’ <21 F(p)=2-p'(t) + (1 +t+t>+3)-p(0) = 0, wigc wspélezynnik przy 3 wielomianu
F(p) jest réwny 0, czyli p(0) =01 F(p) = 2p/(¢t) = 0. Zatem p’ jest wielomianem zerowym, czyli
p = a dla pewnego a € R. Skoro p(0) = 0, to a = 0, czyli p = 0. Pokazali$my, ze ker F' = {0},
wiec F' jest izomorfizmem.

: Niech o, l1,12,l3 € Rlz]s oznaczaja wielomiany z bazy Lagrange’a dla punktéw zp = 0,

x1 = 1,29 = 2,23 = 3. W szczegdlnosci
1 gdyi=j,
li(zj) = C
0 gdyi#j.
Skoro f jest izomorfizmem, to istnieja wielomiany po, p1, p2, p3 € Rlz]s, takiej, ze F(p;) =1, dla
7 =0,1,2,3. Wowczas
1 gdyi=y/

Zatem uklad wielomiandéw pg,p1,p2,p3 jest baza przestrzeni R[z]s, a uklad funkcjonaléw
15 15, 15, 15 jest odpowiadajacej jej baza dualna w przestrzeni (R[x]3)*.

. Dana jest macierz

4 1 2 -7
-1 2 2 3 44
A= 0 0 4 1 e R™™.
00 -1 4

(a) (3 pkt.) Znajdz macierz Jordana J € R** podobna do macierzy A lub udowodnij, ze taka macierz

Jordana nie istnieje.

(b) (3 pkt.) Czy macierz (A — 31)2°'® jest diagonalizowalna? Uzasadnij odpowiedz.

Rozwigzanie:

(a): Wyznaczamy zera wielomianu charakterystycznego macierzy A, czyli jej wartosci wlasne:

pa(z) = [(4—2)(2-2) +1]- [(4 - 2)* — 1]
=(2®*—62+9)(4—z—-14—-z+1)
= (z—3)*(x —5).



Zatem macierz A ma dwie wartoéci wlasne 3 oraz 5, przy czym 3 ma krotnos¢ algebraiczng 3.
Zatem na przekatnej szukanej macierzy J znajduja sie liczby 3, 3,3,5 1 J sklada sie z jednej klatki
1 x 1 dla wartosci wlasnej 5 oraz 1, 2 lub 3 klatek dla warto$ci wtasnej 3. Liczba tych klatek jest
réwna wymiarowi podprzestrzeni wlasnej V3 = ker(A — 31), a suma ich rozmiaréw jest réwna 3.
Mamy

1 1 2 -7 4 1 2 -7
-1 -1 2 3 0 0 4 —4
ker(A — 3I) = ker 0 0 1 1| = ker 0 0 1 -1
|0 0 -1 1 0 0 -1 1
(4 1 2 -7
= ker _ 00 1 -1

Ostatnia macierz ma rzad 2, wiec jej jadro ma wymiar 2, czyli dim Vs = 2. W macierzy J sa 2
klatki Jordana dla wartosci wtasnej 3 i

OO o Ww
SO W
o w o o
oo O O

: Macierz A—3I jest podobna do macierzy J —3I, a macierz (A —31)?°'% jest podobna do macierzy

(J—3I)2°15, Wystarczy wigc zbadaé, czy ta ostatnia macierz jest diagonalizowalna. Macierz J —31
ma trzy klatki Jordana: dwie z 0 na przekatnej i jedna z 2 na przekatnej:

0

o O oo
S o o
N O OO

0
0
0
Podnoszac macierz J — 31 do potegi, podnosimy do danej potegi kazda z jej klatek. Mamy

{8 é}m[ﬁ 8] 011 = [0, [2]2° = [22°].

Zatem macierz (A — 31)?°15 jest podobna do macierzy diagonalne;

000 O
Cap201s |00 00
(J=3DT"=10 0 0 o0 |
0 0 0 22005

czyli jest ona diagonalizowalna.



Geometria z algebra liniowa (Informatyka)

23-02-2015 — Egzamin (2. termin) — cze$¢ teoretyczna

Imie¢ i nazwisko:

Numer albumu: Numer grupy:

Instrukcja: Odpowiedzi nalezy pisa¢ na arkuszu z pytaniami. Jezeli zajdzie taka potrzeba, kazda
dodatkowa kartke z odpowiedziami nalezy podpisaé¢ imieniem i nazwiskiem, numerem albumu oraz
numerem grupy ¢wiczeniowej. Prosze takze doktadnie zaznaczyé, ktorych pytan dotycza odpowiedzi
na dodatkowych kartkach.

W zadaniach 1-10 nalezy udziela¢ odpowiedz TAK lub NIE, przy czym
e nawet jedna niepoprawna odpowiedZ oznacza 0 pkt. za cale zadanie, a w innym przypadku:

e doktadnie jedna poprawna odpowiedz to 0,2 pkt za cate zadanie,

e dokladnie dwie poprawne odpowiedzi to 0,5 pkt za cale zadanie

e 3 poprawne odpowiedzi to 1 punkt za cale zadanie,

e brak odpowiedzi nie jest traktowany jako niepoprawna odpowiedz.

1. Zbiér G jest grupa z dziataniem ¢ i elementem neutralnym e. Wynika z tego, ze

I:' dla kazdego a € G zachodzi a ¢ e = a;

|:| dla dowolnych a,b € G zachodzi a ¢ b =b< a;

zbiér G nie moze mieé¢ doktadnie 2015 elementdw.

!

2. Zatézmy, ze p jest wielomianem o wspoétczynnikach rzeczywistych stopnia 8, ktory ma 8
parami réznych pierwiastkéw zespolonych. Wowcezas

jest mozliwe, ze p ma doktadnie 3 parami rézne pierwiastki rzeczywiste;

I:' jest mozliwe, ze p ma doktadnie 4 parami rézne pierwiastki rzeczywiste;

!

jest mozliwe, ze p nie ma pierwiastkéw rzeczywistych i doktadnie jeden pier-
wiastek wielomianu p ma zerowg cze$¢ rzeczywista.

3. W przestrzeni liniowej X wymiaru n dane sg dwie podprzestrzenie liniowe U,V C X. Wow-

czas
|:| dimU + dimV < n;
]

podzbiér U NV jest podprzestrzenia liniowag w X;
I:' podzbior {u+v € X : u € U,v € V} jest podprzestrzenia liniowa w X

4. Ktoére z ponizszych warunkoéw sg rownowazne stwierdzeniu, ze macierz A € R™" jest nieoso-
bliwa?

Kolumny macierzy A sg liniowo niezalezne;

[
I:' ker A = {0};
[ ]

dim(im A) + dim(ker A) = n.



. X jest przestrzenig liniowa wymiaru n nad ciatem K i zq,..., 2, € X. Wynika z tego, ze

jezeli k < n, to wektory x1,...,x; sg liniowo niezalezne;

jezeli wektory xy,...,x; sa liniowo niezalezne, to k < n;

L

istnieje baza przestrzeni X, zawierajaca kazdy z wektorow z;, dla j =1,... k.

. (X, (-,-)) jest przestrzenia unitarna, V' C X jest podprzestrzenia liniowa i Py (x) oznacza

rzut ortogonalny danego wektora x € X na podprzestrzen V. Wynika stad, ze
I:' x — Py(x) jest rzutem ortogonalnym wektora x na podprzestrzen V-+;

I:' jezeli Py(Py(z)) =x,tox € V;
I:' jezeliv € Vi |jv — || < ||Py(z) — x|, to v = Py (z).

. X,Y sa przestrzeniami liniowymi nad ciatem K, dimX = 7, dimY = 81i f € L(X,Y).

Wéwezas

|:| f moze by¢ monomorfizmem;
|:| f moze by¢ epimorfizmem;
|:| f moze by¢ izomorfizmem.

. Zatézmy, ze X jest przestrzenia liniowa i f € L(X). Wynika z tego, ze

!

im f Cim (f o f);
|| kerfCker(fof);
] (mfpn(kerf) = {o}.

. Dana jest macierz A € R™" i wektory a, 5,5 € R" takie, ze Ad = d, Ab = 5, Ac = —¢.

Wynika z tego, ze
|:| liczby 1 oraz -1 sg pierwiastkami wielomianu charakterystycznego macierzy A;

I:' wektory b i € sg liniowo niezalezne;
I:' wektory @, b i ¢ sg liniowo niezalezne

10.

Macierz A € R™" jest symetryczna i dodatnio okreslona. Wowczas

] s
|:| macierz A jest diagonalizowalna;

|:| jest mozliwe, ze na przekatnej macierzy A znajduje sie liczba 0;



11.

(1 pkt.) Sformutuj zasadnicze twierdzenie algebry.
Odp:

12.

(1 pkt.) X jest przestrzenia liniowa wymiaru 6, U,V C X sg podprzestrzeniami liniowymi,
dimU = 3, dimV = 4. Ile moze wynosi¢ wymiar podprzestrzeni U + V7 (Podaj wszystkie
mozliwosci. )

Odp:

13.

(1 pkt.) X,Y sa przestrzeniami liniowymi nad cialem K i dim X = 3, dimY = 2. Podaj
wymiary podprzestrzeni L(X), L(X,Y) i L(K,Y').

Odp:

14.

(1 pkt.) Dane sg macierze A, B € R™" i det,, A = 2, det,, B = 3. Podaj wartosci wyznaczni-
kéw macierzy A~', A3BA? oraz B”.

Odp:

15.

(1 pkt.) X jest podprzestrzenig liniowa nad ciatem K. Podaj definicje wartosci wlasnej i
wektora wilasnego endomorfizmu f € L(X)

Odp:

16.

(1 pkt.) Podaj definicje formy hermitowskiej okreslonej na przestrzeni liniowej X nad cialem

C.



Geometria z algebra liniowa - Egzamin (2. termin) 23-02-2015

Kazde zadanie nalezy rozwiazywaé¢ na oddzielnej kartce. Kazda kartke prosze podpisa¢ na goérze
imieniem, nazwiskiem, numerem albumu oraz numerem grupy ¢wiczeniowe;j.

Kazde zadanie bedzie oceniane w skali 0 - 6. Na ocene maja wplyw zaréwno poprawnosé¢ odpowiedzi jak
i uzasadnienia formulowanych tez.

1. Zalézmy, ze n € Nin > 2. Dla k = 0,1,...,n — 1 niech uj, = cos 22T + jsin 2*T_ Oblicz
wartos¢ wyrazenia

UgU1 + uru2 + ug2uz + ... + Up—2Up—1 + Up—1UQ-

— —

2. Zatézmy, ze A € R0 7 2, . # € RY wektory &, s, . .., &7 sa liniowo niezalezne oraz
Aa_ﬂ :A52::A$7

(a) (3 pkt.) Pokaz, ze rank A < 4.
3 pkt.) Pokaz, ze macierz A + jest osobliwa.
(b) (3 pkt.) Pokaz, 7 ierz A+ AT j bli

3. Dla liczby rzeczywistej a rozwazamy macierz

1
A= L
a
1

— = = Q
o= Q=
QO OO

(a) (3 pkt.) Dla jakich liczb a € R uklad réwnan AZ = b ma dla kazdego wektora b € R*
jednoznaczne rozwiazanie 7

(b) (3 pkt.) Dla a = —2 pokaz, ze zbiér
Z = {56 RY: A7 = b dla pewnego & € ]R4}
jest podprzestrzenia liniowa w R* i wyznacz jej wymiar.
4. W przestrzeni liniowej R[x]4 dana jest podprzestrzen liniowa
U ={p€R[z]s:p(-1)+2p(1) = 2p(-1) + p(1) = 0}.

(a) (3 pkt.) Wyznacz baze podprzestrzeni U.
(b) (3 pkt.) Dla danego parametru k € R rozwazamy podprzestrzen

Vi, = span(kx® + 1, 2% + 2) C Rz
Dla jakich wartosci k prawdziwa jest réwno$¢ Rlz|s = U @& V7
5. Endomorfizm F' € L(R[t]3) jest dany wzorem
F(p)(t) = p(=1) -t +p(0) -t + p(1) - 7 = p'(2).

(a) (3 pkt.) Wyznacz macierz F' w bazie 1,t,t2 3.
(b) (3 pkt.) Rozstrzygnij, czy F jest izomorfizmem.

6. Dana jest macierz

11 0 0

-1 3 0 0| s

A=l 5 2 1 1| SR
0 0 0 -1

(a) (3 pkt.) ZnajdZ macierz Jordana J € R** podobng do macierzy A lub udowodnij, ze
taka macierz Jordana nie istnieje.

(b) (3 pkt.) Wyznacz $lad macierzy (A — 214)'0 + (A + I,)".



