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Rozdziat 1

Grupy i ciala

1.1. Ktéry z ponizszych zbiorow wraz ze wskazanym dziataniem jest grupa? Jezeli tak,
to wskaz element neutralny

1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

1.7.

1.8.

liczby catkowite parzyste z dziataniem dodawania,
liczby catkowite nieparzyste z dziataniem dodawania,

zbior wszystkich poteg naturalnych danej liczby rzeczywistej dodatniej a z
dzialaniem mnozenia,

zbior wszystkich poteg catkowitych danej liczby rzeczywistej dodatniej a z dzia-
taniem mnozenia

zbior wektoréw 2-wymiarowych o rzeczywistych wspotezynnikach z dziataniem
dodawania wektorow.

Podaj przyktad grupy majacej doktadnie n elementow.

Jak okresli¢ strukture grupy na okregu?

Niech X to dowolny zbiér majacy co najmniej 3 elementy, G to zbiér wszystkich
bijekcji zbioru G w siebie, id : X — X to przeksztatcenie tozsamosciowe, o to
operacja sktadania funkcji. Wykaz, (G, o,id) jest grupa nieabelowa.

Prawo skracania. Zat6zmy, ze (X, o, e) jest grupa, =,y,2 € X oraz 1oz = y ¢ 2.
Pokaz, ze x = y.

(Stw. 1.1 ze skryptu) Zalézmy, ze (G, o, e) jest grupa i © € G. Pokaz, ze istnieje
doktadnie jeden element y € G taki, ze x oy = e i wowczas takze yox = e.

(G,0,e) jest grupa i a,b € G. Pokaz, ze

(aob) ™t =bloat.

(a™! to jedyny element grupy odwrotny do a)

Na zbiorze liczb wymiernych Q okreslamy dziatanie ,o”:

aob=a—ab+0b.



1.9.

1.10.

1.11.

1.12.

1.13.

1.14.

1.15.

1.16.

ROZDZIAL 1. GRUPY I CIALA

(a) Wyznacz elementy neutralny e tego dzialania.

(b) Czy dziatanie to jest taczne?

(¢) Niech X < Q to podzbidr liczb wymiernych majacych element odwrotny wzgle-
dem tego dziatania. Czy (X, ¢, e) jest grupa?

Na zbiorze M = (R\{0}) x R par liczb rzeczywistych (a, b) takich, ze a # 0, definiu-

2

jemy dzialanie ,=":
b
(a,b) = (¢,d) = (ac, ad + ) .
c
Wyznacz element neutralny e tego dziatania. Czy (M, =, e) jest grupa?
Ile r6znych dziatan ,©” mozna okresli¢ na zbiorze
e 2-clementowym X = {e,a}
e 3-elementowym X = {e,a,b}
e 4-elementowym X = {e,a,b,c}
tak, aby (X, ¢,e) byto grupa?

Pokaz, ze grupa permutacji zbioru 3-elementowego A = {0, 1,2} z dzialaniem ,0”
i elementem neutralnym id zawiera podzbiory dwuelementowy X i trzyelementowy
Y takie, ze (X, 0,id) i (Y, 0,id) sa grupami.

(G, 0, e) jest grupa majaca n elementéw, a € G. Niech

ak:aoao...oa

(dziatanie wykonujemy k—1 razy) oznacza k-ta potege elementu a. Pokaz, ze istnieje
liczba naturalna m taka, ze a™ = e.

Niech n bedzie liczba pierwsza, Z* = {1,2,...,n — 1}. Na zbiorze Z* rozwazamy
dziatanie e jako mnozenie modulo n. Pokaz, ze (Z* e, 1) jest grupa. (Czy n musi
by¢ liczba pierwsza?)

W zbiorze A = Q x Q wszystkich par uporzadkowanych liczb wymiernych okreslono
dziatanie dwuargumentowe

(a,b) = (¢,d) = (a + ¢+ 1,2bd), a,b,c,d e Q.

(a) Wyznacz element neutralny (u,v) € A tego dzialania.

(b) Znajdz najmniejszy (w sensie inkluzji) podzbiér B < A taki, ze (A\B, =, (u, v))
jest grupa abelowa. (Nalezy uzasadni¢ zaréwno, ze znaleziony zbiér B jest
najmniejszy, jak i to, ze (A\B, =, (u,v)) jest grupa abelowa.)

Niech p oznacza liczbe pierwsza, X = {0,1,...,p—1}, ®1 O to dzialania dodawania
i mnozenia modulo p. Udowodnij, ze (X,®,®,0, 1) jest ciatem.

Niech X < R to taki podzbiér, ze (X, +,-,0,1) jest cialem. Wykaz, ze Q < X.
Podaj przyktad takiego podzbioru X, ze Q < X < R.



1.17.

1.18.

1.19.

Udowodnij, ze istnieje cialo majace doktadnie cztery elementy 0, 1, a, b.

Niech X = {a + 02 +cv/4eR:a,bce Q}, natomiast + i - to zwykle dziatania
na liczbach rzeczywistych. Udowodnij, ze (X, 0,1, +,-) jest ciatem.

Na zbiorze Q okreslono dziatania a®b =a+b+1ia®b = a+ b+ ab. Znajdz
elementy Z,J € Q takie, ze dla kazdego a € Q zachodzi a ®Z =aia®J = a. Czy
(Q,Z,J,®,0) jest cialem?



Rozdziat 2

Liczby zespolone

2.1.

2.2,

2.3.

2.4.

2.5.

2.6.

2.7.

Sprowadz wyrazenia do postaci algebraicznej a + bi:
( ( ‘ 7
(b) (44 /30)(5 — 2¢/2i) — (V2 — 1/64), (L+4)°+1

(5+)(7 — 6i) P A T

a) (24+14)(3—1) + (2 + 3i)(3 + 44), f>w

3+ (1—d)n2
d) B+4)°+(3-14)°, (b) (1—4)* (dla n e N).
(1+4)°

)
)
()
(d)
)

© T

Niech u = —% + ?@ Oblicz u" dlane Z oraz 1 +u + u?, 1 +u + u>.

Udowodnij nieréwnosci Rez < |Rez| < |z] oraz Imz < |Imz| < |z|.
Dla z,w, € C udowodnij nier6wnos¢ |z+w| < |z|+|w]| i okresl, kiedy nieréwnosé staje

sie rownoscig. Korzystajac z pierwszej nieréwnosci udowodnij nieréwno$é ||z|—|w|| <
|z — w|.

Niech z € C\{0}. Udowodnij réwnowaznos¢ warunkow:

22 +1 22— 1
(0) I (b) Rez = = ° (€) mz =
Rozwiaz w liczbach zespolonych rownania:

(a) |z]—z—1+2z (e) 22 =

(b) 2% = (f) 2 —i—2|z\2

(c) 2% =3 — 4, (g) 22+ |2+ 2=0,

(d) 2?2 =7z, (h) (z+1)(z —4)%(iz — 1) = 64

Naszkicuj na ptaszczyznie zespolonej ponizsze zbiory:

(a) {zeC| 2] =2}k
(b) {zeC||z+1| < 1};



2.8.

2.9.

2.10.

2.11.

2.12.

2.13.

2.14.

2.15.

(¢) {ze C|Rez +Imz = 2};

(d) {zeC||lz—i|+|z+i| =a}dlaa=1,23;

(e) {zeC|1<|Rez| <2}

(f) {zeC|0<Re(iz) < 1}

(g) {zeCJlz[ =Imz + 1}

(h) {z e C|Im(z?) = 1}.

Niech z,w € C. Udowodnij tozsamos¢

|z 4+ w? + |z — w]* = 2(]z* + |w]?).

Podaj interpretacje geometryczng tej rownosci.

Niech z,w € C, |z| = |w| = 11 zw # —1. Udowodnij, ze liczba Zj v
2w

jest rzeczy-

wista.
Dane sg liczy zespolone u, v, w takie, ze u+v+w = 01 |u| = |v| = |w|. Udowodnij,
ze u* +v* + w? = 0.

1+ 2422

Niech z € C i zatézmy, ze liczba 1 e jest rzeczywista. Udowodnij, ze z € R
—z+z

lub |z| = 1.

Niech x,y, z € C. Udowodnij, ze

(@) [z +yl?+ly+ 2 + [z +2]* = [z + |[y]* + |2 + [z + y + 2%
) |lz+y|+ly+z|+|z4+z| <l|z|+ |yl + |2] + |z +y + 2]

Zapisz liczby zespolone w postaci trygonometrycznej: (a) 4, (b) 2+ 24, (c¢) —1 + /3,

(@) 22 ) (VB 1)+ (VB — )i, (£) 24 V3 4+ i

—2 4+ 37’

Oblicz sume katow a + 3 + v na rysunku ponize;j.

1

la

Zapisz liczby

(1—14)%, <§g12)%,<2_v§+mm, (i]ig>u

w postaci a + b, a,b e R.




2.16.

2.17.

2.18.
2.19.

2.20.

2.21.

2.22.

2.23.

2.24.

ROZDZIAL 2. LICZBY ZESPOLONE

Niech a € [0, §). Wyznacz posta¢ trygonometryczna liczb:

(a) sina + icosa,
(b) 1+ cosa + isina,
(c) 1+itga,
1+ztga
@
itga’

Wyznacz wszystkie liczby zespolone z takie, ze

l

2l = 1=

z
4+ 2.
z z

Wyraz cos(5x) i sin(5z) poprzez cosx i sinz oraz tg(bz) przez tg .

Zmajdz zwarte wzory dla sum:

(—1)* cos(kx),

A
O
1=

E
Il
[=}

n2(k$)v

=
[+
2

e
Il
—

k cos(kx),

1 (Z) cos(kz).

Wyznacz pierwiastki zespolone

~~
(@]
N—r
BB

e
Il
—

e
7=

el
Il

e stopnia 4z 1,
e stopnia 2 z i,
e stopnia 3 z —1.

Wykaz, ze liczba ¢ = (2 +1)/(2 — i) nie jest pierwiastkiem z jednosci jakiegokolwiek
stopnia mimo, ze |¢| = 1.

Niech zg, 21, . . ., 2,_1 to wszystkie zespolone pierwiastki z jednosci stopnia n. Oblicz
Zo+ 221+ ...+ 21 0raz 2p21...%n—1.

Zatozmy, ze n € Nin > 2. Dla k = 0,1,...,n — 1 niech u, = cos =~ 2’” +2'sin2k7“.
Oblicz warto$¢ wyrazenia

UgU1 + UTU2 + UgU3 + ... + Up—2Up—1 + Upn—1Ug-
Niech n € N, n > 21 ug,uq,...,u,_1 oznaczaja wszystkie zespolone pierwiastki z

jednosci stopnia n. Pokaz, ze dla dowolnej liczby z € C zachodzi rownosé

2 n—1
= — Z Re(uxz) - uy.
n =



2.25.

2.26.

2.27.

2.28.

2.29.

2.30.

2.31.

2.32.

2.33.

2.34.

2.35.

2.36.

Srodkiem ciezkosci pewnego tréjkata réownobocznego na plaszezyznie zespolonej jest
liczba 1 + ¢, jeden z wierzchotkéw tego trojkata znajduje si¢ w punkcie 0. Wyznacz
liczby zespolone odpowiadajace pozostalym wierzchotkom tego trojkata.

Zatézmy, ze |z1| = |z| = |z3] > 0. Pokaz, ze liczby 21, 2, 23 sa wierzchotkami
trojkata rownobocznego wtedy i tylko wtedy, gdy 21 + 25 + 23 = 0.

Zatozmy, ze |zx| = 1 dla k = 1,2, 3, 4. Pokaz, ze liczby zespolone zj, sa wierzchotkami
prostokata wtedy i tylko wtedy, gdy 21 + 29 + 23 + 24 = 0.

Wyznacz wszystkie liczby zespolone z takie, ze liczba 2° - (Z)73 jest rzeczywista.
Zmajdz zespolone pierwiastki wielomianu

p(z) = 2% — 5z + 4 + 10i.
Wyznacz wszystkie zespolone rozwiazania z réwnania
(z4+4)* = .
Wyznacz wszystkie liczby zespolone z spetniajace rownanie
23 = (iz + 1)
Zmajdz wszystkie liczby zespolone z takie, ze

24|z +2=0.
Wyznacz wszystkie liczby zespolone z takie, ze

= 1.

‘1+z

1 -1z
Zmajdz wszystkie liczby zespolone z spelniajace rownosé
(z+14)(z —14)%(iz — 1) = 64.
Rozstrzygnij, dla jakich liczb catkowitych n rownanie
lz—(1+4)" ==
ma rozwigzanie w dziedzinie zespolonej.

Liczba zespolona z # 0 spelnia réwnos¢

()t

Dla danej liczby naturalnej n > 1 znajdz wartos¢ wyrazenia

() ()
2t — =+ 1.
Al 2"



10 ROZDZIAL 2. LICZBY ZESPOLONE

2 2
2.37. Dla liczby catkowitej dodatniej n niech u, = cos il + isin—ﬂ. Rozstrzygnij, dla
n n

Uy —

jakich wartosci n liczba jest zespolonym pierwiastkiem z jednosci stopnia

|up — 1|
n.

. . P 2T .. , s .
2.38. Dana jest liczba zespolona w = €'3 = cos %’r + ¢sin 2?” Wyznacz czesé rzeczywista
i urojong iloczynu

(1+w) - 1+w?) - (1+w?) ... (1+w').



Rozdziat 3

Wielomiany

3.1.

3.2.

3.3.

3.4.

3.5.

3.6.

3.7.

3.8.

3.9.

3.10.

3.11.

3.12.

Wyznacz zespolone pierwiastki tréjmianéw

(a) 22 — 2z + 5,
(b) 2% + 4iz — 3,
(c) 22+ (20 —T)z+ 13 — .

Roztéz wielomiany p(z) = 23 + 22+ 2 —-3iq(2) =22 +2'+ 23+ 22+ 2+ 1 na
czynniki (a) rzeczywiste, (b) zespolone jak najnizszego stopnia.

Roz16z na czynniki rzeczywiste i zespolone mozliwie niskiego stopnia wielomiany
242241122 +8.
Dla jakich a € R wielomian p(z) = 2% + (3 +1)2? — 32 — (a + i) ma pierwiastek

rzeczywisty?

Zatoézmy, ze p jest wielomianem o wspotezynnikach rzeczywistych i liczba z jest jego
pierwiastkiem zespolonym (czyli p(z) = 0). Pokaz, ze p(z) = 0.
Dany jest wielomian p € R|[z],,. Pokaz, ze suma kwadratéw wszystkich (zespolonych)
pierwiastkow wielomianu p jest liczba rzeczywista.

2m

Oblicz cos g 1sin —.

5

Niech p(z) = z* + 223 — 32% — 4z + 1. Korzystajac ze schematu Hornera oblicz p(—2)
i wyznacz reszte z dzielenia p przez dwumian x + 2.

Niech p(x) = 5x® — 1923 — T2? + 92 + 3. Korzystajac ze schematu Hornera oblicz
p(2) i wyznacz reszte z dzielenia p przez dwumian z — 2.

Zapisz wielomian p(x) = z* — 823 + 242? — 50z + 90 jako sume¢ poteg dwumianu
xr — 2. Wykorzystaj schemat Hornera.

Niech p, q € C, ¢ # 0 i zalézmy, ze pierwiastki tréjmianu kwadratowego 22 + pz + ¢*
maja réwne moduly. Udowodnij, ze p/q € R.

Niech a,b,c € C i |a| = |b| = |¢| # 0 i zalézmy, ze trojmian az? + bz + ¢ ma
pierwiastek o module 1. Pokaz, ze b* = ac.

11
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3.13.

3.14.

3.15.
3.16.

3.17.

3.18.

3.19.

3.20.

3.21.

3.22.

ROZDZIAL 3. WIELOMIANY

Dla a € R rozwazamy wielomian p(z) = 2° — ax? — ax + 1. Wyznacz krotnosé

pierwiastka xro = —1 wielomianu p w zaleznosci od a.

2019 4.

Czy wielomian 22°% + x .+ 2 + 1 moze by¢ kwadratem innego wielomianu

o wspotezynnikach zespolonych?
Dla jakich a,b € R, a # 0, wielomian az™"* + bz" + 1 jest podzielny przez (z — 1)*?
Dla jakich m € N wielomian (z + 1)™ — 2™ — 1 jest podzielny przez 2 + x + 17

Niech ug, uy, . . ., u,_1 to wszystkie zespolone pierwiastki z jednosci stopnia n. Znajdz
wartos$¢ iloczynu
(Z + UO)(’L + Ul) . (Z + Un_1>.

Jeden pierwiastek wielomianu x2 + pz? + gz + r, gdzie p, g, € C, jest suma dwoch
pozostatych. Znajdz zwigzek pomiedzy liczbami p,q i 7.

Rozwiaz w liczbach zespolonych uktad réwnan

{x+y+z=4;az2+y2+22=14;x3+y3+z3=34.

Dany jest wielomian P € C[z]:
P(z) = (2 +1)(z* - 1).
a) Wyznacz liczbe réznych pierwiastkéw zespolonych wielomianu P.
y ¢ ych p p y
(b) Oblicz iloczyn wszystkich réznych pierwiastkow zespolonych wielomianu P.

Rézne liczby zespolone z1, 2, 23, 24 53 pierwiastkami wielomianu z*+az3+bz24-cz+d,
gdzie a, b, c,d € R, przy czym

21| = |22] = |23] = |24| =1 oraz Im(z; — 23) = Im(23 — z4) = 0.
Udowodnij, ze a =c=0,d =1 oraz —2 < b < 2.

Dana jest liczba zespolona w = e'3 = cos %’r + isin £, Wyznacz czesé rzeczywista

2
. . . 3
i urojong iloczynu

(1+w) - (1+w?) - (1T+w®) ... (1+w').



Rozdziat 4

Macierze

4.1. Oblicz
-1 20 B 4 -2
[3 0 1]' 01 _2[—5 6]'
4.2. Udowodnij réwnosci:
(a) dla Ae K™" B,C e K"
A-(B+C)=A-B+A-C.

(b) dla Ae K™ BeK""
(A-B) =B". A"

4.3. Sladem macierzy kwadratowej A = [ajk]ix € K™, nazywamy sume jej elementow
na gtoéwnej przekatnej, tzn. skalar zdefiniowany wzorem

trace(A) = Z aj;.
j=1

Udowodnij, ze dla dowolnych macierzy A, B € K™" macierze ABT i ATB sg kwa-
dratowe oraz trace(ABT) = trace(AT B).

4.4. Podaj przyklad niezerowej macierzy A € R™", n > 1, takiej, ze A% = 0.

4.5. Niech A\, \o, ...\, € K. Wyznacz macierze

13
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ROZDZIAL 4. MACIERZE

4.6. Wyznacz macierze (k =1,2,...)

4.7.

4.8.
4.9.

4.10.

4.11.

4.12.

4.13.

4.14.

0 1 1" 0 1 1"
0 1 0 0 1 0
(a) oo W) !
0 0 1 0 1
| 0_ _1 0 0_

Niech (f,,)%_, to ciag Fibonacciego, czyli

f0207 f1:17 fn+2:fn+1+fndlan:1a27""
10

macierzy F" i wyrazami ciggu Fibonacciego dla dowolnego n. Sformutuj hipoteze i
udowodnij ja.

Dla F = [1 1] oblicz F* dla k = 0,1,2,3. Jaki jest zwigzek miedzy elementami

Pokaz, ze macierz A € K™", majaca zerowy wiersz (zerowa kolumne) jest osobliwa.

Pokaz, ze macierz kwadratowa A, majaca dwa identyczne wiersze (kolumny), jest
osobliwa.

Danse sa dwie macierze A, B € K™" takie, ze AB = BA. Pokaz, ze

(A+B)" = Zi] (Z) AkprF,

Czy powyzszy wzor jest prawdziwy bez zatozenia AB = BA?

Niech A e K, k = 1,2,.... Oblicz A* dla

A 10 ... 0 0]
0A1..00

A 00X 00|
000 ... A1
000 ... 0 A

Pokaz, ze macierz odwrotna do macierzy trojkatnej gornej (dolnej) jest macierza
tréjkatna gérna (dolna).

Wyznacz macierz odwrotng do macierzy tréjkatnej gérnej [a; ;];; € R™" takiej, ze
a; ; = 1 dla wszystkich j < j.

Macierz kwadratowa A € R™" nazywamy prawa (lewa) macierza stochastyczna,
gdy wszystkie jej elementy sa nieujemne i suma elementéow w kazdym wierszu (w
kazdej kolumnie) jest réwna 1. Udowodnij, ze iloczyn macierzy prawych (lewych)
stochastycznych tez jest macierza prawa (lewa) stochastyczna.



4.15.

4.16.

4.17.

4.18.

4.19.

4.20.

4.21.

4.22.

4.23.

15

Pokaz, ze macierz A = [a b
c d

1 d —b
A = :

ad — be [—C a }

Rozwiaz réwnania, w ktorych niewiadoma X to macierz kwadratowa 2 x 2:
1 3 11 31 1 3 3 3
(&) [1 2}X_l1 2]’ (b) [2 1}Xl1 2]‘[2 2]'

Zastanow sie nad taka metoda rozwigzania tych rownan, ktéra nie sprowadza sie¢ do
rozwigzania uktadu czterech rownan liniowych z czterema niewiadomymi.

] € K22 jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy

ad — be # 0 1 woéwcezas

Wyznacz macierze operacji elementarnych na wierszach i kolumnach.

Wyznacz macierze odwrotne do macierzy

o 1 1 1 120 0 0
250 0 O
-1 0 1 1 :
, 00« 0 O
-1 -1 0 1
1 -1 -1 0 000 4 -1
000 -1 0
Wyznacz macierz odwrotna do macierzy
1 0 2 0
02 1 0
1 3 -1 1
20 3 0
Wyznacz macierz odwrotng do macierzy
1 -3 -1
-2 7 2
3 2 —4

Dana jest macierz A € K™ taka, ze A¥ = 0 dla pewnej liczby naturalnej k. Udo-
wodnij, ze macierz I — A jest nieosobliwa.

Niech n = 1,2,3.... Wyznacz macierze F7F i F~! dla

-1
F _ I:eiQW:.l]n c C”vn
k,l=0

Niech a € C i G(a) € C™™ jest to podzbidér sktadajacy sie z macierzy, dla ktorych

suma elementéw w kazdym wierszu jest rowna «. Zbadaj, dla jakich a zachodzi
implikacja

A,BeG(a) = ABeG(a).
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4.24.

4.25.

4.26.

4.27.

4.28.

ROZDZIAL 4. MACIERZE

Pokaz, ze macierz tréjkatna gérna (dolna) jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy
wszystkie jej elementy na przekatnej sa rézne od zera.

Znajdz macierze z R?? odpowiadajace

e symetrii wzgledem osi Oy,
e symetrii wzgledem prostej z = v,
e symetrii wzgledem poczatku uktadu,

e jednoktadnosci o skali A
Czy istnieje macierz T € R? taka, ze odwzorowanie
r—Tx
jest przesunieciem o zadany wektor ¥ € R??
Dla n > 2 dana jest macierz A = [a,;];';—; € R™", przy czym

® i =0n1—;=1dlat=12 ... n,

e a;; = 0 w pozostatych przypadkach,

tzn.
1 0 . 01
01 ... 10
A= ... e R™",
01 ... 10
1 1

(a) (5 pkt.) Wyznacz macierz A* dla k € N.
(b) (5 pkt.) Dla kazdego k € N rozstrzygnij, czy macierz A* jest nieosobliwa.

Wyznacz wszystkie macierze X € R?3 takie, ze

1 10
4—3] l120]
X110 2 1= :
[54 {01 01 —2



Rozdziat 5

Uklady réwnan liniowych (czesé

5.1. Znajdz wszystkie rozwiazania uktadow réwnan

(a)

S
— — Y —— ——

(f)

5.2. Dla jakich wartosci a, b uktad réwnan jest (i) sprzeczny, (ii) oznaczony ?

-

1 + X2 + T3 4,
2[L’1 + X2 + 23[73 = 6,
3r1 + Ty — 213 3,
TrK — 21’2 + 3373 _7,
31‘2 — 21’3 = 7,
T + 41’2 - rs3 = 7,
51 + 3x2 + bdbrs + 12x4
2v1 + 229 + 3x3 + Dy
r1 + Txyg + Y923 + 4y
1227 4+ 929 + 323 + 10x24
4;61 + 31’2 + T3 + 2«774
8271 + 61’2 + 2%3 + 5«T4
r1 + 219 — 213 1
3%1 + 71‘2 — 61’3 = 3
—2[E1 — 41‘2 + 5£L'3 = -2
1 + 3xy — T3 1
121’1 + 9?[72 + 3ZE3 + 101’4
4y + 39 + x3 + 214
8r1 + 6xy + 2x3 + Oy

2v 4+ 3y
v + 4y =
r + 2y =
dr + Dy =
-r + Yy +
r + ay —+
rT - Yy +
—r + y +

(S ERSE

2z
az
az

I

17

w
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5.3.

5.4.

5.5.

ROZDZIAL 5. UKEADY ROWNAN LINIOWYCH (CZESC 1)

Wyznacz wielomian p € R[z]s taki, ze p(1) = 8, p(—2) = 14 i p(2) = 14. Znajdz
wszystkie wielomiany p € R[z]3 spelniajace powyzsze warunki.

Wyznacz wielomian p € R[z]; takie, ze p(—2) = 1, p(—1) = 3, p(1) = 13, p(2) = 33.

Rozwiaz uktady n rownan liniowych

p
Igzl

T +x3=1
To+ x4 =1

LL’1+JI2:0
l‘1+$2+1‘3=0
1’2+ZE3+1’4=O

Tpo+Tp1+x, =0

Tpn_1 + Ty = 0



Rozdziatl 6

Przestrzenie liniowe

6.1 Definicja, podprzestrzenie, kombinacje liniowe

6.1.

6.2.

6.3.

6.4.

6.5.

Udowodnij, ze ciato liczb zespolonych jest przestrzenia liniowa nad ciatem liczb
rzeczywistych.

Udowodnij, ze ciato liczb rzeczywistych jest przestrzenig liniowg na ciatem liczb
wymiernych.

X jest przestrzenia liniowg nad ciatem K.

(a) Wykaz, ze jeSliae Kize X oraz a2 =0,to o =0 lub z = 0.
(b) Niech z,ye X, a, e Kiax + fy = Sz + ay. Wykaz, ze x =y lub a = (.

V' jest przestrzenia liniowa nad ciatem C. Okreslamy mnozenie o wektorow z V' przez
liczby zespolone w nastepujacy sposob:

Qov = au, aeCveV.

Wykaz, ze V' z dzialaniami + (dodawanie wektoréw w V') i o jest przestrzenia liniowa
nad C.

Czy jest podprzestrzenia liniowg w R?

(a) zbior wszystkich wektorow ;j takich, ze x + y =1

(b) zbior wszystkich wektoréw Zj takich, ze v +y =0

(c) zbior wszystkich wektoréw 5 takich, ze x > 0,y > 0
. : . [1] .

(d) zbiér wszystkich wektoréw e gdzie y € R,

(e) zbior wszystkich wektoréw 2 , gdzie y € R?

19
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6.6. Ktory z ponizszych zbioréw wielomianéw jest podprzestrzenia liniowa w R[z]?

(a) {p:p(0) =0},

(b) {p:p(1) =0},

(c) {p:p(1) p(-1) =0}

(d) {p:p(=1)+p(1) =0}

(e) {p:p(1+1) =0}, gdzie i to jednostka urojona.

6.7. Ktore z podzbiorow macierzy w C™" sa podprzestrzeniami liniowymi?

(a) {A=ai,l :Zi,j a;; = 0},

(b) {A:A= A"}

(c) {A: A= AH)

(d) wszystkie macierze A takie, ze A7 = 0 dla pewnego ustalonego wektora z € C",
)

(e) zbior wszystkich macierzy nieosobliwych.
6.8. Ktore podzbiory sa podprzestrzeniami liniowymi w R*?

(a) zbiér wszystkich ciagéw stalych,
(b) zbior wszystkich ciagdéw rosnacych,

(c) zbior wszystkich ciagdéw ograniczonych,
(d) zbior wszystkich ciagéw geometrycznych,
(e) zbior wszystkich ciagdéw arytmetycznych,
(t
()

zbiér wszystkich ciagéw (z,,) takich, ze |z,| < 2015 dla kazdego n,

zbiér wszystkich ciagéw (x,,) takich, ze istnieje stata C' > 0 taka, ze dla kazdego
n zachodzi |x,| < C27",

(h) zbior wszystkich ciagdéw (x,,) takich, ze z,40 = x,.1 + 2, dla kazdego n.
6.9. Dla danej macierzy D € R?3 okre§lamy zbiér
Vp={MeR>*:DM =M"D"}.

(a) Pokaz, ze zbiér Vp jest podprzestrzenia liniowa w R32.

(b) Znajdz macierz D € R*3 taka, ze zbior
{DM e R**: M € Vp}
jest zbiorem wszystkich macierzy symetrycznych z R?2.
6.10. Czy wielomian z* + 1 jest kombinacjg liniows wielomianéw

zt—1, 2 —2? 2P—-1, P+z-2.
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6.11. Zbadaj, dla jakich a,b e R wektor
1+a

a

b
jest kombinacja liniowa wektoréw [1,—1,0]7 i [-2,1,1]7.
6.12. Pokaz, ze

K[z] =span(1,1 + 2,1+ 2+ 2% ..., 1+x+...+2" ...).

6.2 Liniowa niezaleznosé

6.13. Czy wektory

1 1 0
0 1 2 4
-] R
2 -5 3
sg liniowo niezalezne?
6.14. Zbadaj, dla jakich liczb zespolonych z wektory

1 1 1

1, 2+22],| 1 eC?

1 1 1424

sg liniowo niezalezne.

6.15. Sprawdz, dla jakich wartosci a,b € R wektory

1 2+4+a
11, 3a
2 a+b

sg liniowo niezalezne.

6.16. Pokaz, ze dla kazdego n uktad funkcji f : C — C, fi(z) = 2% (k =0,1,...,n) jest
liniowo niezalezny w C[z] (lub C%).

6.17. Pokaz, ze funkcje fi(z) = 1, fo(z) = sinx, f3(x) = cosz sa liniowo niezalezne w RE,

6.18. Niech a,b,c € C. W przestrzeni liniowej C?*2° dane sg liniowo niezalezne wektory
w, Z,1y. Pokaz, ze wektory

sg liniowo niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy abc # —1.
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6.19

6.20.

6.21.

6.22.

6.23.

6.24.

6.25.

6.26.

ROZDZIAL 6. PRZESTRZENIE LINIOWE

W przestrzeni liniowej X nad cialem C dane sg liniowo niezalezne wektory &, , 2.
Dla jakich a,b, c € C uktad wektorow

ar — by, cy—azZ, b7—ck

jest liniowo niezalezny?

Wektory @, v, @ € C*17

wektory

sg liniowo niezalezne. Zbadaj, dla jakich wartosci a € C
al + v, aU+ W, W+ iU
sg liniowo niezalezne.

Pokaz, ze ciato C jest przestrzenig liniowa nad R, wektory 1 oraz i sa liniowo nieza-
lezne, natomiast dowolny uktad 3 wektoréow z C musi by¢ liniowo zalezny.

W przestrzeni liniowej X nad ciatem K dane sa wektory z1, ..., 2, 4,5 € {1,2, ..., k},
1 # j,1a e K. Pokaz, ze uktad x1, ...,z jest liniowo niezalezny wtedy i tylko wtedy,
gdy uktad

T1,...,Li—1,2T; + ALj, Tiyl, .- Tk

jest liniowo niezalezny.

Dla jakich a € R wektory

1 1 0 0
- -1 - 0 - 1 . 0
T = 0 9 2 = —~11> 3 = al’ 4 = 1 € R4
0 0 0 a
sg liniowo niezalezne?
Zbadaj, dla jakich wartosci a € R wektory
1 0 1
al,| 22 |,| a® | eR?
a a+1 —a?

sg liniowo niezalezne.

Niech A € R™", Pokaz, ze macierze A i AT sg liniowo zalezne wtedy i tylko wtedy,
gdy A= AT lub A = — AT,

X jest przestrzenig liniowg nad ciatem C, w,z,y € X, a, 3 € C, oraz wektory
w, u=w+ar, v=w+0r+ay

sg liniowo niezalezne. Zbadaj, czy wektory w, z,y tez sg liniowo niezalezne.
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6.3 Baza i wymiar

6.27.

6.28.

6.29.

6.30.

6.31.

6.32.

6.33.

6.34.

6.35.

Pokaz, ze uktad wektorow
€1,61+ €y, ..., €1 +E+ ...+ €,

jest baza przestrzeni C" (nad C)

Skonstruuj baze przestrzeni C" nad cialem R.

Pokaz, ze uktad wektorow
1 1 1 1
1 1 —1 —1
=17 1] -1
1 -1 -1 1

jest bazg przestrzeni liniowej R*.
Wyznacz bazy podprzestrzeni liniowych

(a) X ={TeR?: ax; + bry = 0} = R?, gdzie a® + b* # 0,
(b) Yz{fe]R?’:xl—xg+3x3=O}cR3.

W R® dany jest podzbiér
V= {f€R51$1+ZL’2+[L’3+ZL’4+[L’5=O}.
Pokaz, ze V' jest podprzestrzenig liniowa i wyznacz baze V

Pokaz, ze zbiér
Y = {peR[z]s:p(0) = p(1) i p(-1) = 0}

jest podprzestrzenig liniowa w R[x]4. ZnajdZ baze tej podprzestrzeni.

Pokaz, ze zbior
Y = {peR[z]s:2p(0) = p(1) = p(-1)}

jest podprzestrzenia liniowa w R[x]4. ZnajdZ baze przestrzeni Y.
Liczby a, b, c € C sg rdézne. Pokaz, ze uktad wielomianow
(z—a)(z=0), (z=0b)(z—¢), (z—c)(z—a)
jest baza w C[z]s.
W R® dany jest podzbiér
W={TeR®: 2 +xy+ a3+ 24 + 75 = 21 — 279 + 313 — 424 + 525 = 0}.

Pokaz, ze W jest przestrzenig liniowa. Wskaz baze i okresl wymiar W.
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6.36.

6.37.

6.38.

6.39.

6.40.

6.41.

ROZDZIAL 6. PRZESTRZENIE LINIOWE

W przestrzeni R*? rozwazamy podzbiér

U= {MGRQ’Q : [2,—1]M[ 13] :o}.

Pokaz, ze U jest podprzestrzenig liniowg w R*?. Wyznacz dim U i wskaz baze tej
przestrzeni.

W przestrzeni liniowej R3 nad ciatem R jest dana podprzestrzeri liniowa
2 1 3 2
V = span 1{,12(,]0],[—-2
3 4 2 -2

(a) (7 pkt.) Wyznacz baze podprzestrzeni V' i uzupetnij ja do bazy calej przestrzeni
R3.
(b) (3 pkt.) Zbadaj, dla jakich ce R

1
11eV.
c
W przestrzeni liniowej R* nad ciatem R dane sg podprzestrzenie liniowe
-1 7 2 4
1 1 2 0
U = Span 1 ) 3 ) 3 ) 1 )
2 —12 -3 —7

W = {[x1,x2,xg,a:4]T eRY: 20y + 19 — x5+ 24 = 0}_

(a) Wyznacz bazy podprzestrzeni U i W.

(b) Tle jest réznych podprzestrzeni liniowych V < R* takich, ze U € V < W?
Uzasadnij odpowiedz.

Wykaz, ze zbior Y = {p € R[z]s : p(0) = p(1)ip(i) = 0} jest podprzestrzenia
liniowa w R[z]4. Okresl wymiar i wskaz baze tej przestrzeni.

Wskaz bazy i okresl wymiar nastepujacych podprzestrzeni liniowych

(a) U={AeR"™: A= AT} w R"" nad cialem R;
(b) V={AeC™: A= A"} w C™ nad ciatem R.

Niech X oznacza zbiér wszystkich ciagéw rzeczywistych (z,)_, spelniajacych za-
leznos¢ rekurencyjng

Tpt2 = Tpy1 + Tn, n=012...

(a) Pokaz, ze X jest przestrzenig liniowa nad R, znajdz jej wymiar i wskaz baze.

(b) Pokaz, ze X posiada baze ztozong z ciagéw geometrycznych.
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6.42.

6.43.

6.44.

6.45.

6.46.

(¢) Znajdz jawny wzér na n-ty wyraz ciagu (z,)_, z przestrzeni X, takiego, ze
Ty = O, T = 1.

Wektory 1, 2o, ...x, sa baza pewnej przestrzeni liniowej X nad cialem K. Czy
wektory x1,x1 + o, ..., 2,_1 + T, tez sg bazg przestrzeni X7

W przestrzeni R[t]; wielomianéw o wspo6tczynnikach rzeczywistych stopnia co naj-
wyzej 3, dany jest podzbior

Z ={peR[t]s : p(=1) + p(1) = 2p(0)} .
Pokaz, ze Z jest podprzestrzenia liniowa w R[t]3, okresl jej wymiar i znajdz jej baze.

0 0

- 1 . . . . 2 3
10 1 } W przestrzeni liniowej R

Dane sa macierze A = [_01 (1)] oraz B = [

rozwazamy podzbior
Z={MeR*”»:A-M-B"=B-M"}.
Pokaz, ze Z jest podprzestrzenia liniowa, okresl jej wymiar i znajdz baze.

Wektory x1,xs,...,x, sa baza pewnej przestrzeni liniowej X nad cialem K. Czy
wektory xy + o, ..., Tp_1 + Tp, Ty + T1 tez sa bazg przestrzeni X7 Uzasadnij odpo-
wiedz. Moze si¢ okazaé, ze odpowiedz zalezy od n.

W przestrzeni liniowej C32 nad cialem C dana jest podprzestrzen
X={AeC* A= AT},

(a) (7 pkt.) Uzupetnij uktad macierzy

010
10 1],
010

—_ O =
o O O
O O =
m
@)
w
w

do bazy podprzestrzeni X.
(b) (8 pkt.) Niech Y = {B eR3: Y 4ox BA € X}. Udowodnij, ze Y = span(l3).

6.4 Przeciecie i suma podprzestrzeni

6.47.

6.48.

W R? wyznacz bazy podprzestrzni U n Vi U + V dla
U={ieR®: 2, — x5+ 213 = 0},
V ={7eR®: 2z, + 1y — 23 = 0}.
W R* dane sg podprzestrzenie
V = span([1,-2,0,1]",[2,1,1,0]",[1,8,2, —3]"),

W={ZeR*: 2+ 1y — 23— 24 = 21 — Ty — 203 — 224 = 0}.

Wyznacz bazy podprzestrzeni U n'V iU + V.
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6.49.

6.50.

6.51.

6.52.

6.53.

6.54.

6.55.

6.56.

6.57.

ROZDZIAL 6. PRZESTRZENIE LINIOWE

Pokaz, ze nastepujace podzbiory w R™" sg podprzestrzeniami liniowymi:
S={AeR™:A=A"}, T={AeR":A=—-A"}
Pokaz, ze R™" = S +T. Czy R*" = S@T7?

W przestrzeni liniowej X dane sa podprzestrzenie U, V. Pokaz, ze U +V =U u 'V
wtedy i tylko wtedy, gdy U < V lub V < U.

Przestrzen liniowa X ma wymiar 10, U,V < X sg podprzestrzeniami liniowymi i
dimU =4, dimV = 6. Jakie sa mozliwe wymiary podprzestrzeni U n'V i U + V7

W n-wymiarowej przestrzeni liniowej X dana jest podprzestrzen V wymiaru n — 1
i wektor w € X. Pokaz, ze X =V @ span(w) wtedy i tylko wtedy, gdy w ¢ V.

W przestrzeni C" dane sa podprzestrzenie liniowe:

:{TIEC”U1+U2++U/VL:O}7
{v

eC": vy =vy=...=1,}.

Pokaz, ze C" = U @ V. Dla danego wektora ¥ € C" wyznacz wektory @ € U oraz
v eV takie, ze ¥ = U + .

W przestrzeni liniowej R* dane sg podprzestrzenie

U={ZeR*: 2+ 2y =29 + 23 = 23 + 14 = 0}
V={feR': 2z, + x5 +23 =1+ 25+ 24 =0},

gdzie ¥ = [y, %9, 73, 24]". Znajdz baze przestrzeni U + V i uzupehij ja do bazy
calej przestrzeni R*. Czy suma U + V jest prosta?

W R* dane sg podprzestrzenie:

X =span([2,1,3,4]",[3,9,3,9]",[-1,7,-3,1]")
Y = span([1,-3,3,0]%,[2,5,3,5]",[1,8,0,5]")

Zmajdz bazy podprzestrzeni X nY i X +Y
W R* dane sg podprzestrzenie:

X ={FeR": -z, + 229 — 5x3 + 314 = 271 — 429 + 1023 — 674 = 0}
Y = {ZfeR": 22y + x5 — x5 + dzy = 31y — 1y + 203 + 14 = 0}.

Zmajdz bazy podprzestrzeni X nY i X +Y
Zbibr
Y = {peR[z]s:p(0) = p(1)}

jest podprzestrzenia liniowa w R[z],. ZnajdZ podprzestrzen Z < R[z]* taka, ze
R[z]s = X @Y. Wskaz bazy i okre$l wymiary podprzestrzeni Y oraz Z.
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6.58.

6.59.

6.60.

6.61.

6.62.

6.63.

6.64.

Niech a,b e R. W R? dane sa podprzestrzenie

U={f€R3liE1—2[L’2+QZ3=0}
V= Span([Qva - 170]t7 [17 L b]T)

Zbadaj, dla jakich wartoéci a,b (a) R*=U+V (b) R®*=U®V.
W R dana jest podprzestrzen

V={feR’:z, + 29+ 23+ 24 =Ty + 23+ 34 + 25 =0}
Znajdz baze V i znajdz baze podprzestrzeni W < R takiej, ze V ® W = R5.

Pokaz, ze przestrzen funkcji R® jest suma prostg podprzestrzeni funkcji parzystych
i funkcji nieparzystych.

W R* dane sg podprzestrzenie

V =span([3,2,1,0]7,[1,2,2, -3]", [0, —4, —5,9]7),
WZ{fER4ZZE1—.CE3+ZE4=O}.

Wyznacz bazy podprzestrzeni U n'V iU + V.

W przestrzeni R[z]y dane sg podprzestrzenie

X ={peR[z]> : p(=1) = p(0) = p(1)},
Y = {FeR*:p(—1) +p(0) + p(1) = 0}.

Czy Rlz]a =X ®Y?
W przestrzeni liniowej R* dane sg podprzestrzenie

U={fER42$1+$2=$2+$3=$3+$4=O}
V:{f€R4I{L‘1+$2+ZL‘3:ZL‘2+$3+$4:0}’

gdzie ¥ = |1, %9, 13, 24]7. Znajdz baze przestrzeni U + V i uzupehij ja do bazy
calej przestrzeni R*. Czy suma U + V jest prosta?

Niech @ € R. W przestrzeni liniowej R? rozwazamy podprzestrzenie liniowe

X = {[ml,xg,xg]T eR3: 2z, = xg},
1 —2
Y = span a | a+2
—a+ 3 2a — 6
(a) Okresdl wymiary przestrzeni X i Y w zaleznosci od a.
(b) Dla jakich wartosci parametru a zachodzi X n'Y = {0}7
(c) Dla jakich wartosci parametru a zachodzi R?* = X +Y?
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6.65.

6.66.

6.67.

6.68.

ROZDZIAL 6. PRZESTRZENIE LINIOWE

W przestrzeni liniowej R* dane sg podprzestrzenie
U = span([1,3,—1,-1]",[2,4, —2,0]"), W = span([—1,1,4,—-1]",[0,4, 3, —4]").

Zmajdz bazy podprzestrzeni U n W i U + W. Czy U + W = U @ W? Uzasadnij
odpowiedz.

W przestrzeni liniowej R* dane sg podprzestrzenie

V =span([1,-1,-1,1]",[1,1,0,3]",[3,1,-1,7]%, (0,2, 1,2]7),

W = {[z1, 22, 73, 74]" € R* : 21 — 29 + 13 — 24 = 0}.
Wyznacz bazy podprzestrzeni V., W, V + W iV nW.
W przestrzeni R[z]; dane sa podzbiory
U={peRz]s|p(l—3i) =0}, W ={peR[z]s|V.er p(2) =p/(-2)}

(a) Udowodnij, ze U i W sa podprzestrzeniami liniowymi w R|[z]3
(b) Wyznacz bazy przestrzeni U n W iU + W. Czy Rlz]; = U @ W?

W przestrzeni liniowej R[z]; (nad cialem R) dane sa podprzestrzenie
liniowe

U ={peRzly [ p(2i) = p(1) = 0},
V= {peR[zli| Vier p(x) = p(—2)}

(a) Znajdz bazy podprzestrzeni U n'V iU + V.
(b) Znajdz baze podprzestrzeni W < R[x], takiej, ze R[z]s = (U + V) D W.



Rozdzialt 7

Obraz, jadro i rzad macierzy

7.1.

7.2.

7.3.

7.4.

Udowodnij, ze

e Operacje elementarne na wierszach macierzy nie zmieniaja jej jadra.

e Operacje elementarne na kolumnach macierzy nie zmieniaja jej obrazu.

Wyznacz bazy obrazu oraz jadra macierzy

1 -1 3 1
a) | 2 -1 1 —2
—4 1 3 8

1 2 0 -3 1
-4 -2 -1 16 -5
(b) 4 -1 5 3 2
2 1 1 -5 2

1 2 0 0 1 1
1 1 -1 2 -1 -1
© 19 33 1 0 5
0 -1 -5 -2 4 -5

1 -1 2 =30
@ |[-1 1 -2 3 o0
5 1

Dana jest macierz

1 2 7 0
|3 1 6 5 44
A= 9 0 -9 4 € R**.

5 =2 -1 12
(a) Wyznacz bazy przestrzeni im (A) oraz ker(A).
(b) Rozstrzygnij, czy R* = im (A) @ im (AT).

Dane sa macierze

1 2 3 5 1 7
A=1|2 -1 1|, B=|0 3 -6
3 1 2 4 -2 0
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7.5.

7.6.

7.7.

7.8.

7.9.

7.10.

7.11.

ROZDZIAL 7. OBRAZ, JADRO I RZAD MACIERZY

Znajdz bazy podprzestrzeni im A + im B,im A n im B < R? oraz podprzestrzeni
ker A + ker B, ker A n ker B < R3.

Dane sa macierze

1 3 1 =2 1 2 1 1
0o 2 2 =5 -4 -2 0 -1
A=14 4 1 2|, B=(0 3 1 0
-1 3 1 =5 3 2 1 2
4 -2 -1 9 -4 -1 -1 -3

Znajdz bazy podprzestrzeni im A + im B,im A n im B < R® oraz podprzestrzeni
ker A + ker B, ker A n ker B < R*.

RQOQO

Wektory 7,1/, 7 € sg liniowo niezalezne. Wyznacz bazy obrazu i jadra macierzy

Niech x € R oraz

1 1 1
. 1 T ]_ 43 B 1 ].1 ]_ 2.4
A=11 1 1| <R B_[mlx—I]ER
1l -z =z

(a) Wykaz, ze R* = im A + ker B,

(b) Wyznacz wszystkie wartoéci parametru z takie, ze R* = im A @ ker B.

W R5 dana jest podprzestrzen linowa V wymiaru 3. W R%5 rozwazamy podzbior
X = {AeR% :V c kerd}.

Pokaz, ze X jest podprzestrzeniag liniowa w R%® i znajdZ jej wymiar.

W R® dana jest podprzestrzefi liniowa X wymiaru 3. W R%* rozwazamy podzbiér
V ={AeR":imA c X}.

Pokaz, ze V jest podprzestrzenia liniowa w R>?* i znajdZ jej wymiar.

Wyznacz, w zaleznosci od a € R, rzad macierzy

1 a 0 O
a 0 a —1
-1 a 0 a
0 0 a -3

Wyznacz w zaleznosci od a, b € R rzad macierzy
b b b—a

a—b —b a e R3,
a+b b 0
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7.13.

7.14.

7.15.

7.16.

7.17.

7.18.

7.19.

7.20.
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Dana jest macierz
1 3 -1 0
-2 -7 =2 3
2 6 -1 —1
1 4 2 =2

Wyznacz bazy przestrzeni im A oraz ker A. Czy macierz A jest nieosobliwa?

Dana jest macierz A = [ax,;] € R™" taka, ze

1 oedy [k—1] =1,
Qg =
0 gdy |k—1| #1.

Zbadaj, dla jakich liczb naturalnych n macierz A jest nieosobliwa. Wyznacz w za-
leznosci od n bazy obrazu i jadra macierzy A.

Pokaz, ze rzad macierzy A € K™ takiej, ze A + AT = 0, jest liczba parzysta.
Niech se R i
1 1 1 s
A=[1 1 s 1|eR*.
2 45 2 1

(a) Wyznacz rzad macierzy A w zaleznosci od s.

(b) Dla s € {3,1} znajdz rozwigzanie ogolne ukladu réwnan Az = b, gdzie b =
[s,1,2]7, lub udowodnij, ze uktad jest sprzeczny.

Zatézmy, ze A e R1O10 7, %, ... ¥; € RI? wektory &1, %, ..., T sa liniowo nieza-
lezne oraz
Al = Ay = ... = Axy;.
(a) Pokaz, ze rank A < 4.

(b) Pokaz, ze macierz A + AT jest osobliwa.

Niech A, B € K™". Pokaz, ze
rank(A + B) < rank A + rank B.
Dane sg macierze A, B € K™" takie, ze AB = 0. Pokaz, ze
rankA + rankB < n.
Niech A € K, B € Kv™. Pokaz, ze
rank(AB) < min(rank A, rank B).

Udowodnij, ze dla dowolnych macierzy A, B € R™"

rank(A - B) = rank(A) 4 rank(B) — n.
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7.21.

7.22.

7.23.

7.24.

7.25.

7.26.

7.27.

ROZDZIAL 7. OBRAZ, JADRO I RZAD MACIERZY

Dana jest macierz A € C2015:2015 taka, ze
rankA < 1000.

Pokaz, ze
dim(ker(A + A")) > 15.

Zatozmy, ze A € K™". Pokaz, ze
K" = ker A @®1im AY
K™ = ker A” @im A.
W przestrzeni liniowej R™" dany jest podzbior
X ={AeR"| ¢ €ker(A— AT)}

(gdzie €, = [1,0,...,0]7 € R"). Pokaz, ze X jest podprzestrzenia liniowa w R™",
znajdz jej wymiar i wskaz baze.

Dane sa macierze A € C™™ i B € C™" takie, ze rank[A | B] = rankA. Udowodnij,
ze istnieje macierz X € C™" taka, ze B = AX.

Dana jest macierz A € R™". Niech B = AAT oraz C = AT A.

(a) Pokaz, ze imB < imA oraz ker A < ker C'.

(b) Zal6zmy, ze macierze B i C' sa nieosobliwe. Pokaz, ze wéwczas m = n i macierz
A tez jest nieosobliwa.

Dane sg macierze A, B € C'" takie, ze macierz [,, — AB jest nieosobliwa. Udowodnij,
ze macierz I, — BA tez jest nieosobliwa.

Niech n € N. Wyznacz

max {rank((A + B)?) : A, Be R**" i rank A + rank B < n}.



Rozdzial 8

Wyznaczniki

8.1.

8.2.

8.3.

8.4.

8.5.

8.6.

Oblicz wyznaczniki

1 2
(a) detz | =1 2
-1 =2

W W W
—~

=3
~—

o

@

-+

Ny

w
=N O W

Oblicz wyznacznik macierzy

2 0 0 3 -1

-4 -1 -2 —6 3
2 -3 =3 4 4
0o -2 -7 1 2
4 -3 -6 2 1
Wektory a = [21] ,Z;: lzl] € R? sg liniowo niezalezne. Wykaz, ze ’detg [6, g] jest
2 2
polem rownolegtoboku o bokach d, b.
ay . bl &1
Wektory @ = |ap | ,b= [by| ., = [ca| € R? s3 liniowo niezalezne. Wykaz, ze
as bs C3

‘detg [6, l;, c ” jest objetoscig rownolegtoscianu o bokach a, l;, C.

Dla a € R oblicz wyznacznik macierzy

a—2 a—3 a—4
a+1 a—1 a-—3
a—4 a—T7 a—10

Niech z e C i
z z+1 1
A= 1 2z z4+1]eC®3.
z+1 1 z

Rozstrzygnij, ile jest r6znych liczb zespolonych z takich, ze dets (A4) = 16.

33
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8.7.

8.8.

8.9.

8.10.

8.11.

8.12.

8.13.

ROZDZIAL 8. WYZNACZNIKI

Oblicz wyznacznik
1 2 3 4 n—1 n]
-1 0 3 4 n—1 n
-1 -2 0 4 n—1 n
det, | -1 -2 -3 0 n—1 n
-1 -2 -3 —4 0 n
| -1 -2 -3 —4 —(n—1) 0
Oblicz wyznacznik ) )
0 2 3 4 . n—1 n
1234 ... n—1n
1 0 3 4 .. n—1n
det, |1 0 0 4 . n—1 n
1 00 0 . n—1n
|1 0 0 0 . 0 n
Dla a = 1, 2,4 oblicz wyznacznik
1 .
1 a 1
d(a), = det, Lal
1 a1
Dana jest macierz A = [a;;]7;_, taka, ze
2 gdyi=j,
Qi = . .
1 gdyi#j.
Oblicz det,,(A).
Dane s liczby z,y € R. Oblicz wyznacznik macierzy A = [ai,j]i’]‘-:l e R227 jezeli

z gdyi=j;
a;; =14y gdyi=2n+1-73;
0 w pozostatych przypadkach.

Kazdy element macierzy a € K™", gdzie n > 2, jest liczba catkowita nieparzysta.
Udowodnij, ze det,, A jest liczba catkowita parzysta.

Dla danych liczb dodatnich x, s, ..., x, € R niech
1 1 ... 1
A= |zy a9 ... x,| R

Pokaz, ze rank A = 3 wtedy i tylko wtedy, gdy wsréd liczb xq, xo, . .., x, znajduja
sie co najmniej 3 rézne.
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8.15.

8.16.

8.17.

8.18.

8.19.

8.20.

8.21.

8.22.

8.23.
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Dana jest liczba rzeczywista x. Oblicz wyznacznik

1 2 3 ... n

r 1 2 n—1
det, | T 7 1 ... n—2

r r T ... 1 |

Oblicz wyznacznik Vandermonde’a

1z 23 z!
1 zy 22 xy !
Vi(zy, ..., z,) =det, |1 z3 22 e I
1z, 22 !
gdzie xq,...,x, € C.
Dane sg liczby rzeczywiste ag, . .., a,,b. Oblicz wyznaczniki macierzy
a; +b b . b
b as+b ... b
b b an + b
Dane sg liczby rzeczywiste aq, . .., a,,b. Oblicz wyznaczniki macierzy
ar +b as ... Qany,
ay as+b ... an,
aq Qo ce. Qp Tt b

Macierz A € C™" spelnia warunek AA” = I,. Jakie wartoéci moze przyjmowaé

det, A?
Macierz A € C*" spelnia warunek A* = I,,. Jakie wartoéci moze przyjmowaé det,, A?
Macierz A € R?"+127+L jest antysymetryczna. Pokaz, ze A jest osobliwa.

W macierzy A € K™" na przecieciach pewnych k wierszy z pewnymi [ kolumnami
znajduja sie elementy rowne 0, przy czym k + [ > n. Pokaz, ze macierz A jest
osobliwa.

Niech A € C™". Pokaz, ze istnieje x € C takich, ze macierz A — x1,, jest osobliwa.
Jak duzo takich liczb x moze by¢?

Dana jest macierz A = [a;;]7,_, € R™" taka, ze rank A = 1. Wykaz, ze

det,(A+1,) =a11+ a2+ ...+ apn + 1.
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8.24.

8.25.

8.26.

8.27.

ROZDZIAL 8. WYZNACZNIKI

Oblicz wyznacznik

(ao + bg)n (CLO + bl)n C. (CLO + bn)n
det, ., (@ +bo)" (a1 +b)" ... (a1 +by)" 7
(an +b0)" (an +b1)" ... (ap+by)"

gdzie a;, b, e Cdlai=0,1... n.

(a) Zbadaj, w zaleznosci od wartosci parametru a € R, czy uklad réwnan

ar + ay + 2z = a+4
ay + az = 2a
ax + a*z = 4a

z niewiadomymi x, y, z jest sprzeczny / niesprzeczny / oznaczony.

(b) Znajdz zbiér rozwiazan tego uktadu dlaa =01ia = —1.

Znajdz wszystkie pary liczb rzeczywistych (a,b) takie, ze uktad roéwnan

1 + 229 1,
T + To + I3 = O,
—r1 — 2x9 + ax3 = b,
—x1 + 9 + bxs = b.

jest oznaczony. Dla kazdej znalezionej pary (a, b) wyznacz rozwiazanie tego ukltadu.

Niech A = [dy,...,d,] € K™, b e K" Udowodnij, ze uktad réwnan Ax = I;jest
sprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy det, A = 0 i dla pewnego j € {1,2,...,n}

detn[al, ey i, b, Qjy1y--- ,an] #0



Rozdziat 9

Przeksztalcenia liniowe

9.1. Ktére z ponizszych odwzorowan f : R3 — R? sg przeksztalceniami liniowymi?
Ty — 31’2 — 2,433’1 + 21‘2 — 7]T
T — Ty + 33, 51y — 429 + 223]T

= [0, |@1| = 2|za| — |a5[]"

— — /o

T2,T2 — xl,xs@]

9.2. Ktoére z ponizszych odwzorowan F' : K[t] — K][¢] sa przeksztatceniami liniowymi?

(a) F(p)(t) = p(at +b), a,b € K to ustalone skalary.

(b) F(p)(t) = p(t +1) — p(2),

(¢) F(p)(t) = qo(t) - f(t), gdzie qo € K[t] jest ustalonym wielomianem.
(d) Fp)(t) = f(f(1))

9.3. Znajdz macierze w R?? zadajace nastepujace przeksztalcenia liniowe:

(
(

a) symetri¢ wzgledem prostej x = vy,

b) symetrie wzgledem punktu (0, 0),

)
)
(¢) jednoktadnosé o srodku w (0,0) i skali A,
(d) rzut prostopadty na prosta y = 0.

)

(e) symetria wzgledem prostej przechodzacej przez 0, tworzacej z osia Oz kat 0

9.4. Czy istnieje macierz T € R?2 taka, ze odwzorowanie

jest przesunieciem o zadany wektor 7 € R??

Czy istnieje macierz M € R33 taka, ze odwzorowanie
f(@) = Mz

ograniczone do podprzestrzeni V' = span(é}, €;) jest przesunieciem o zadany wektor
veV?

37
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9.5.

9.6.

9.7.

9.8.

9.9.

9.10.

9.11.

9.12.

9.13.

ROZDZIAL 9. PRZEKSZTALCENIA LINIOWE

Dane jest przeksztalcenie liniowe f € L(R? R3) takie, ze
F([3,107) = [4,5, -7, f([7,2]") = [-3,0,5]".
Znajdz macierz A € R3? taka, ze dla kazdego 7 € R? f(¥) = AZ.
Przeksztalcenie liniowe f € L(R3 R?) spelnia
F([L2,107) = [7.2]",  f([3,2,4]") = [20,17]",  f([5,1,2]") = [17,12]".
Znajdz macierz A € R?? taka, ze f(Z) = AT dla kazdego ¥ € R3.
Przeksztalcenie f: R[x]y — R? spelnia warunki
fa+t=[,7" f2-t)=[-52]", fQ1-3t+t)=1][24]".
Wyznacz f(t?).
Niech fe L(X,Y) iU < X jest podprzestrzenia liniowa. Pokaz, ze zbior
f(U)={yeY :y= f(x) dla pewnego = € U}
jest podprzestrzenig liniowa w Y.

Zatézmy, ze f € L(X,Y)iuktad wektoréw z1, ...,z € X jest liniowo zalezny. Pokaz,
ze uklad wektoréw f(x1),..., f(xx) € Y tez jest liniowo zalezny. Czy prawdziwa jest
implikacja odwrotna?

Zatozmy, ze f € L(X,Y) i uklad wektoréw f(z1),..., f(zx) € Y jest liniowo nie-
zalezny. Pokaz, ze uktad wektorow xi,...,zp € X tez jest liniowo niezalezny. Czy
prawdziwa jest implikacja odwrotna?

Pokaz, ze f € L(R? R?) dane wzorem

7 1 + X2
f X = | X1 — T2
2 1 + 329

jest monomorfizmem. Wyznacz obraz tego przeksztaltcenia.
Czy przeksztalcenie liniowe f e L(R™")

f(A) = A+2AT
jest izomorfizmem przestrzeni R™"?

Rozwazamy przeksztalcenie F : R[z]3; — R?

p(=1)
F(p) =] p(0)
p(1)

e Pokaz, ze F jest przeksztalceniem liniowym
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e 7ZmajdZ wielomian p € R[z]; taki, ze F(p) = 0,
e Znajdz wielomian p € R[z]3 taki, ze F(p) = [16,11,2012]7.

e Znajdz obraz i jadro F. Rozstrzygnij, czy f jest mono/epi/izomorfizmem.

9.14. Zbadaj, ktére z ponizszych przeksztalcen sa monomorifzmami / epimorfizmami.
Wyznacz ich jadra oraz obrazy.

(a) F'e L(R[z]s, Rlz]s), F(p)(t) = p(t +1) = p(t),
(b) D e L(R[z]n, R[z]n, D(p) = p + 1/,

9.15. Zbadaj, ktére z ponizszych przeksztalcen sa monomorifzmami / epimorfizmami.
Wyznacz ich jadra oraz obrazy.

(a) I'e L(R[z]3, R[z]3), F(p)(t) = p'(t +1) = p'(t) + p(t),
(b) D e L(R[z],,R[z],-1, D(p) = p'
(c) fe LRYR[x]3), f(p) = (z1 + x2) + (z2 + 23)t + (w3 + 4)t? + (24 + 71)83

9.16. Zbadaj, dla jakich wartosci parametru a € R przeksztalcenie liniowe f € L(R3 R[t],)

takie, ze
1 1 1
fllt=14+t+at®, fl|-1]|]|=1+at—at®, fl|1]|]|=a+at?
0 0 1

jest (a) monomorfizmem, (b) epimorfizmem, (c) izomorfizmem.

9.17. Przeksztalcenie liniowe f € L(X, X ) ma wlasnoéé¢ f o f = 0. Pokaz, ze przeksztal-
cenia f +idx oraz f —idyx sa izomorfizmami przestrzeni X ze soba.

9.18. Dane jest odwzorowanie f : R® — R[x], o wlasnosci: dla kazdego wektora 7 =
[21, 79, 23]7 € R3 zachodzi implikacja

Jezeli p = f(Z), to  p(=1)=a1, p(0) ==z, p(l)=uzs.

Znajdz wielomiany pi, p2, ps € R|z]s takie, ze

f([17070]T) = D1, f([O,l,O]T) = D2, f([oaoal]T) = Ds3-
Pokaz, ze f € L(R? R[x]y). Czy f jest izomorfizmem przestrzeni R? i R[x],?

9.19. Niech X bedzie przestrzenig liniowa, w ktorej dane sa podprzestrzenie U,V < X
takie, ze X = U@V . Wowczas, dla kazdego x € X istniejg jednoznacznie wyznaczone
wektory xy € U, xy € V takie, ze x = xzy + xv.

Przeksztalcenie f € L(X) nazwiemy rzutem na U wzdiuz V| jezeli dla kazdego x € X
zachodzi f(x) = f(zy + 2zv) = zyp.
(a) W R? wyznacz macierz rzutu na ptaszezyzne span(ey, &) wzdtuz prostej span([1, 1, 1]7)

(b) Zatézmy, ze f € L(X) jest rzutem na U wzdluz V. Udowodnij, ze imf = U,
kerf =V oraz fo f = f.
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9.20.

9.21.

9.22.

9.23.

9.24.

9.25.

ROZDZIAL 9. PRZEKSZTALCENIA LINIOWE

(c) Zatézmy, ze f € L(X) spelnia warunek f o f = f. Pokaz, ze istnieja pod-
przestrzenie U,V < X takie, ze X = U@V oraz f jest rzutem na U wzdluz
V.

Niech X bedzie przestrzenia liniowa, w ktorej dane sg podprzestrzenie U,V < X
takie, ze X = U@V . Wowczas, dla kazdego x € X istniejg jednoznacznie wyznaczone
wektory xy € U, xy € V takie, ze x = xzy + xy.

Przeksztalcenie f € L(X) nazwiemy symetrig wzgledem U wzdtuz V| jezeli dla kaz-
dego = € X zachodzi f(z) = f(ay + 2v) = 2y — xv.

(a) W R? wyznacz macierz symetrii wzgledem plaszczyzny span(é, é;) wzdhuz
prostej span([1,0,1]T)

(b) Zatézmy, ze f € L(X) jest symetria wzgledem U wzdtuz V. Udowodnij, ze f
jest izomorfizmem oraz f o f =idy.

(c) Zatézmy, ze f € L(X) spelia warunek f o f = idy. Pokaz, ze istnieja pod-
przestrzenie U,V < X takie, ze X = U@V oraz f jest symetria wzgledem U
wzdhuz V.

Niech f : R[z]3 — R* bedzie dane wzorem

Pokaz, ze f jest izomorfizmem.

Zatozmy, ze f € L(X,Y). Pokaz, ze f jest izomorfizmem przestrzeni X i imf c Y
wtedy i tylko wtedy, gdy f jest monomorfizmem.

Niech ¢t € C. Rozwazamy przeksztalcenie liniowe F' € L(C[z],, C?) takie, ze:
1 t
Fl+2)=|1], Fl-z2)=|t |, F@E*)=]0
t —t t

Zbadaj, dla jakich wartosci parametru zespolonego t przeksztalcenie F' jest izomor-
fizmem przestrzeni C[z], i C3.

Dla jakich m € C przeksztaltcenie liniowe f € L(C[z],) zadane wzorem

f(p) = p'(t = m) — p(1)(t +m)? + p(0)t?
jest izomorfizmem?

Dla danego v € R rozwazamy przeksztalcenie liniowe F' € L(R[x]3, R[x]2) zadane
wzorem

F(p)(z) =p'(x+1) —v-ap’(x), peR[z]s, zeR
(a) Zbadaj, dla jakich wartosci v przeksztalcenie F' jest epimorfizmem.

(b) Dla v = 0 wyznacz baze podprzestrzeni V' < R[z]; takiej, ze f|y € L(V,R[x]3)
jest izomorfizmem lub udowodnij, ze taka podprzestrzen V nie istnieje.
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9.26. Dla danej macierzy B € R*»? rozwazamy przeksztalcenie liniowe Fp € L(R*? R*?)
dane wzorem

A
A

Udowodnij, ze przeksztalcenie Fg jest epimorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy

Fp(A) =B [ ] dla A e R??,

R* = ker B ®span([1,0,1,0]%,[0,1,0,1]7).

9.27. Wyznacz macierz przeksztalcenia liniowego F' € R[z]s,
Fp)(t) = p(t + 1) — p(t)
w bazie 1,t,t* (w dziedzinie i przeciwdziedzinie).

9.28. Wyznacz macierz przeksztatcenia F' € L(K|[z]2, K[x]2), F(p)(t) = p(at +b), a,be K
to ustalone skalary, w bazie 1, ¢, t2.

9.29. Przeksztalcenie liniowe F € L(R[t]s,R[¢]3) jest dany wzorem
F(p)(t) = p(=1) -t +p(0) - #* + p(1) - * — p/(t).

(a) Wyznacz macierz F w bazie 1,t,1, 3.

(b) Rozstrzygnij, czy F' jest izomorfizmem.

9.30. Przeksztalcenie liniowe f : R[z]s — R?* jest zadane przez warunki

2 3

1 s |0

3 -2
Znajdz macierz f w bazach (1+¢31 -t wR[z]p i [1,1,1,1]%, [1,1,-1,-1]7,
[1,-1,1,—-1]7, [1, -1, —1,1]T w R%. Czy f jest monomorfizmem lub ep1morﬁzmem7

9.31. Dane jest przeksztalcenie liniowe F : R[x]y — R*:

(a) Wyznacz bazy jadra i obrazu F.
(b) ZnajdZz macierz F' w bazach (1,t,1?) i (€}, €, €3, €4).

(¢) Znajdz macierz F' w bazach
(L,L1+6148%) i (61,8 + &,é + &,¢; + €1).

9.32. Znajdz macierz przeksztatcenia D € L(R[z],,R[z],), D(p) = p' + p”, w bazie
1,t,t2, ..., t". Wyznacz ker D oraz im D.
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9.33. Dana jest macierz B € R™". Pokaz, ze funkcja f : R™" — R™" zadana wzorem
f(A) = BA

jest przeksztatceniem liniowym. Jaki bedzie rozmiar macierzy przeksztalcenia f w
dowolnych bazach?
0 1
o-[o 2]

Dlam=2,n=31i
Wyznacz macierz f w bazie jednostek macierzowych E; ; = €;é?.

J

9.34. Przeksztalcenie f : R? — R? jest dane wzorem

=[]

To + T3
Znajdz macierz f w bazach (€}, €] + €3, € + €y + €3), (€1 + €, €1 — €3).
9.35. Przeksztalcenie liniowe F : R[z]3 — R? spelnia warunki:
F(l1+z)=1[1,1,-2]", F(x +22% — 2*) = [3,1,0]7,
F(1—2)=11,0,1]", Fr+ 222 +2%) =[2,3,-7]".
) w R[x]3 i (€1, €, 3) w R3.

)
(b) Czy istnieje podprzestrzeni liniowa V < R[z|3 taka, ze fly € L(V,R3) jest
izomorfizmem V i przestrzeni R3?

(a) Znajdz macierz F' w bazach (1,z,2% x

9.36. Przeksztalcenie liniowe f € L(R3 R[t]3) ma whasnosci:

1 1 1
f 1| |=1-2 f —1| | =3t —5t*, ker f = span 1
0 0 1

(a) Wyznacz macierz przeksztalcenia f w bazach €y, €, é3 w R311,¢, 62,3 w R[t]3.

(b) Niech U = span([3,1,—1]%,[-1,1,3]"). Pokaz, ze zbiér f(U) jest podprze-
strzenia liniowa w R[x]3 1 okredl jej wymiar.

9.37. Niech f e L(R?, R[t];),
f(l_") = (IL‘l — l’g)t + (1’2 + 31’3)(1 + t3) + (.171 + Ig)(l — t2),

dla z = [z, 79, 23] € R? oraz g € L(R[t]3, R?)

P'(1) + p(0)
g(p) = | P(=1) — p(0)
p(1) +p(—1)

(a) Ktore z przeksztalcen f,g,f o g,g o f jest monomorfizmem, epimorfizmem,
izomorfizmem?
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9.39.

9.40.

9.41.

9.42.
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(b) Znajdz jadra i obrazy przeksztatcen f, g, fog,go f.
(c) Wyznacz macierz przeksztalcenia f o g w bazie 1,t, % 3 przestrzeni R[t]3.

(d) Wyznacz macierz przeksztalcenia g o f w bazie €}, €, & przestrzeni R3.
Dane sa przeksztalcenia liniowe f € L(R3 R[t]y)
F(@)(t) = (z1 + 23)t* + 29 dla 7 = [21, 29, 23]" € R,
oraz g € L(R[t]y, R?)
g(p) = [p(=1),'(0), p(1)]" dla p € R[t].
(a) Wskaz bazy podprzestrzeni
im f nker(f og) = R[t], oraz im(go f)+ker f = R®.
(b) Wyznacz macierz przeksztalcenia f o g w bazie 1,t,t* przestrzeni R[t]s.
Pokaz, ze odwzorowanie f : R[z]s — R[z]s dane wzorem
Fp) (@) = (2z+1)-p(x) — (&% +1) - p' ()’

jest przeksztalceniem liniowym. Wyznacz macierz przeksztalcenia f w bazie (1, z, x?)
i znajdz bazy podprzestrzeni im (f) oraz ker(f).

Niech a € R. Przeksztalcenie liniowe f € L(R3 R[t]y) jest dane wzorem
f([x1, 20, 23]7) (1) = 229 — 21 — 29 - t + (21 + ax3) - 2.
(a) Wyznacz macierz przeksztalcenia f w bazach (€7, €, €3) w R? 1 (1,¢, %) w R[t]o.
(b) Znajdz bazy podprzestrzeni im(f) i ker(f) w zaleznosci od a.
(c) Dla jakich wartosci a przeksztalcenie f jest izomorfizmem?

10 1 1

NleCth[2 1 —2 1

] i odwzorowanie f : R*? — R?? jest dane wzorem

f(A) =M - [ﬁ] : dla A e R*?.

(a) Wykaz, ze f € L(R*»? R*?).

. . . . 10 01 0 0 0 0
(b) Zapisz macierz przeksztalcenia f w bazie ([0 0] , lo O} , [1 O] , [0 1])

przestrzeni R??2.

(c) Wyznacz bazy przestrzeni ker f oraz imf.
Przeksztalcenie liniowe f € L(R[z],,R") jest dane wzorem
flp) = ['(0),p(1),....¢'(n = D],

Udowodnij, ze istnieje podprzestrzen liniowa V' < R[z], o nastepujacych wlasno-
Sciach:
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(i) dimV = dim(imf|y) = rank f,

(ii) mozna wybra¢ bazy podprzestrzeni V i W = imf|y, w ktorych przeksztatcenie
liniowe f|y € L(V, W) ma macierz I, gdzie r = rank f.

9.43. Niech V bedzie skoniczenie wymiarowa przestrzenig liniowa. Przeksztalcenia f, g €
L(V,V*) spelniaja réwnanie

f)(w) + g(w)(v) =0 dla v,we V.

Niech B, By beda bazami przestrzeni V' a B}, B3 bazami dualnymi. Ponadto niech
A bedzie macierzg zmiany bazy z B; do By a M macierza przeksztalcenia f w
bazach By, By. W zaleznosci od A i M wyznacz macierz przeksztatcenia g w bazach
By, B} . Starannie uzasadnij odpowiedz.



Rozdziat 10

Funkcjonaly liniowe i przestrzenie
dualne

10.1. W przestrzeni (R[z]3)* dane sa funkcjonaly liniowe

=
*
=

I
=
—_

|
=

|
=

Rozstrzygnij, czy sa one liniowo niezalezne.
10.2. Dane sg nastepujace funkcjonaly liniowe na przestrzeni R3:
Vi (Z) = 11 + 22, V3(T) =x9+ 13, U5 (Z) =21 + T3.

Pokaz, ze sa one baza przestrzeni (R?)*. Zapisz funkcjonal w*(#) = x; — x3 jako ich
kombinacje liniowa.

10.3. Pokaz, ze kazdy funkcjonal liniowy f € (K"™™)* jest postaci
fH(A) = tr(A- B),
gdzie B € K™" i przeksztatcenie liniowe F' € L(K™", (K™")*) dane wzorem
F(B)(A) =tr(A- B)

jest izomorfizmem.

10.4. Na przestrzeni C? dane sg funkcjonaty liniowe
w*([x1, 22])7) = 21 + iz, v*([21, 22])") = 21 — iz
Wykaz, ze u*,v* jest baza przestrzeni (C?)* i znajdz baz¢ dualng w C2.

10.5. Zatézmy, ze dim X < oo0. Pokaz, ze dwa niezerowe funkcjonaty liniowe a*,b* € X*
sg liniowo niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy maja rézne jadra.
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10.6.

10.7.

10.8.

10.9.

10.10.

ROZDZIAL 10. FUNKCJONALY LINIOWE I PRZESTRZENIE DUALNE

Dla n + 1 parami réznych liczb xg, 21, ..., x, okreslamy funkcjonaly liniowe f; €
(Rlz]n)™
i) =7 (), k=0,1,2,... n.

Pokaz, ze funkcjonaty fi, k = 0,1,...,n sa liniowo zalezne.

W przestrzeni liniowej C[z]3 dana jest baza

po(z) =1, pi(z) =2, pox)=z(x—1), p3(zx)=z(x—10)(zr—1).

Uktad funkcjonatéw (pg, pf,ps,pi) jest baza przestrzeni (Clx]3)* dualna do bazy
(po, p1, P2, p3). Funkcjonal f* € (Clx]3)* jest dany wzorem f*(p) = p(—i). Wyznacz
liczby ag, a1, aq, a3 € C takie, ze f* = agp} + a1pf + asps + aspj.

W przestrzeni liniowej R[z]s dane sa wielomiany
p(x)=1—a+2% p@)=1+z—2° p3(z)=1+2z+2°

(a) Sprawdz, ze uktad (p1, p2,p3) jest baza.

(b) Niech (1, 6, ¢5) bedzie baza w (R[z]5)* sprzezona do bazy (pr, ps, ps). Zapis?
funkcjonatl ¢(p) = p(—1)+p(1) jako kombinacje liniowa funkcjonatéw ¢, o, ¢3.

(¢) Wyznacz funkcjonaty ¢, o, ¢3.
(d) Zapisz wielomian p(z) = 3 — 4x + 7z? jako kombinacje liniowa wielomianow

P1,D2,P3-

W przestrzeni liniowej R[z] dana jest podprzestrzen liniowa
V = span(l + z,27).
(a) Wyznacz baze (ff, f¥) przestrzeni V* dualna do bazy (1 + x,2?) przestrzeni
V.
(b) Funkcjonat g € V* jest dany wzorem ¢(p) = p(0) + 3p(1). Przedstaw ¢ jako

kombinacje liniowa funkcjonatow f;, f5.

Dla ustalonego wielomianu p € R[z], odwzorowanie fr : R[z], — R jest dane
wzorem

fy (@) = p(=1)q(1) + p(0)q(0) + p(1)g(=1), g€ Rzl
(a) Wykaz, ze f jest funkcjonatem liniowym (czyli f; € (R[z]2)*).
(b) Przeksztalcenie F': R[z]s — (R[z]2)* jest dane wzorem

F(p)=1f;,  peR[z).
Wykaz, ze F' € L (R[xz]s, (R[z]2)*). Rozstrzygnij, czy F jest monomorfizmem i czy
jest epimorfizmem.

(c) Niech (¢F, 9%, ¢%) to baza przestrzeni (R[z]2)* dualna do bazy (1, 1+z, 1+x+2z?)
i p(z) = 1+ 2°. Wyznacz skalary aq, as, as € R takie, ze f¥ = a1¢} + 0oy + azdi.
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10.11. Dane sa macierze

5 0 01 0 1
S (3 A R B ]
(a) Pokaz, ze uktad A;, Ay, Az jest baza przestrzeni liniowej V = {A e R*»? : A =
AT}
(b) Wyznacz baze (g7, g3, g3) przestrzeni V* dualng do bazy (E, Es, E3).

(c) Funkcjonal liniowy f* € V* jest dany wzorem

I ([z i]) = ba + 6b + Tc.

Znajdz liczby B, B2, O3 € R takie, ze f* = B1gF + Bagi + Pagi.
10.12. W przestrzeni (R?)* znajdz baze uf, ui, u} dualna do bazy
i = [1,0,0]", @ =[1,1,00", 5=[1,1,1]".
Nastepnie

(a) znajdz wspotrzedne wektora & = [0,0, 1]T w bazie @y, iy, Us.

(b) zapisz funkcjonal x*(Z) = x9 — 6x3 w bazie uf, ul, uj.
10.13. Endomorfizm F' € L(R[t]3) jest dany wzorem
F(p)=2-p'(t)+ (1 +t+t*+%p(0).
(a) Pokaz, ze F' jest izomorfizmem.
(b) Rozstrzygnij, czy uktad funkcjonatéw liniowych f € (R[t]3)*
fip)=FpG), 7=0123
jest baza przestrzeni (R[t]3)*.
10.14. Funkcjonat a* € (R[z]3)* jest zadany wzorem
a*(p) = p/(0) + 3p"(0).
Zmajdz wspoétrzedne funkcjonatu a* w bazie dualnej do bazy

1,141¢1—t%8.

10.15. W przestrzeni (R[¢]2)* dane sa funkcjonaly
) =p1), g =p(1),  h*p)=p0).

(a) Znajdz wspoétezynniki tych funkcjonaléw w bazie dualnej do bazy 1,t,t* prze-
strzeni R[t].

(b) Czy uktad f*, ¢g*, h* jest baza przestrzeni (R[t]2)*?
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10.16. Dla parami réznych liczby zespolonych xg, z1, ..., x, okreslamy wielomiany
zZ—x;
W(z)= |] .
0<j<n Tk~ Tj
i#k

(a) Pokaz, ze uktad Iy, ..., 1, jest baza przestrzeni C[z],.
(b) Opisz baze przestrzeni (C|z],)* dualna do bazy (ly, 11, ..., 1,)

(c) Dla k =0,1,...,n znajdz wspélczynniki agy, . . ., a, € C takie, ze

2P = Z a;ili(2).

j=0
10.17. Niech a € C. W przestrzeni (C[z]2)* dane sa trzy funkcjonaly

fi(®) =p0) +ap(l), fy(p)=p(1)—ap(0),  fi(p)=0"(1)—p(0).

(a) Dla jakich wartosci parametru a uktad ten jest baza przestrzeni (Clxz]y)*?

(b) Czy dla a = 0 istnieja takie wielomiany fi, fo, f3 € C[x]s, Ze

. 1 gdy k= j,
fk:(fj) = .
0 gdy k # 357

Jezeli tak jest, to wyznacz wspotezynniki aq, g, ag € C takie, ze dla wielomianu
q(z) =22 -3
q=aifi1 +aafs + azfs.

10.18. (a) Wykaz, ze dla dowolnych wektoréw @, € C" funkcja f* : C*" — C dana
wzorem

f*(A) = a" Av, dla Ae C™"
jest funkcjonatem liniowym na przestrzeni C™" nad cialem C.

(b) Wykaz, ze jesli A € ker f*, to

v € ker A lub im A n ker(a”) # {0}.

(c) Zalézmy, ze wektory s, Us, . . . , U, tworza baze przestrzeni liniowej C™ nad ciatem
C. Udowodnij, ze uktad funkcjonatow

fi(A) = al Ad;,  gdzie AeC™, i,j=12,....n

(2

jest bazg przestrzeni (C™™)*.

Wskazowka: Funkcjonaly z bazy dualnej do iy, s, . . ., 4, mozna przedstawi¢ jako
macierze z CH".
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10.19. Dane sg wektory uy, s, . .., Uy, U1, Uo, . . ., U, € R™ takie, ze
T 1 gdy 1= j,
U; " V5 = .
0 gdyi+#j
(a) Udowodnij, ze uktad (0y, s, ...,7,) jest baza przestrzeni R", natomiast uktad
funkcjonatow
i @) =al -7, i=1,2,...,n
jest baza przestrzeni (R™)* dualna do bazy (U3, ¥, ..., Uy,)

(b) Udowodnij, ze uktad macierzy

N .
M;; =7v;-u i,j=1,2....n

jest baza przestrzeni R™", natomiast uktad funkcjonatéow @, € (R™")*
(I)kJ(A):’L_[Z'A'"L_J}, k:,l=1,2,...,n
jest baza przestrzeni (R™")* dualng do bazy (M;;)7,_;-

10.20. Przeksztalcenie liniowe f € L(R[t]s, (R?)*) jest zadane wzorem

f(») ([Q“D =p(0) -z +p(1) -0,  dlapeR[t]s, {”’1] e R%.

X2

(a) Znajdz baze podprzestrzeni ker f.

(b) Wyznacz macierz przeksztalcenia f w bazie 1,t,t* w przestrzeni R[t], i bazie
dualnej do bazy [1,0]7,[0,1]7 w przestrzeni (R?)*.



Rozdziat 11

Przestrzenie z iloczynem skalarnym

11.1.

11.2.

11.3.

11.4.

11.5.

11.6.

Ktoéra z ponizszych funkcji jest iloczynem skalarnym na R3 ?

(a) {Z,9) = x1y1 + T2yo,

(b) (&, ) = 1191 + 2w2y> + 33Y3,
(c) {T,¥) = z1y1 + 2x2y2 — 3x3y3,
(d) {Z,9) = z1y2 + Tays + T3

Ktoéra z ponizszych funkcji jest iloczynem skalarnym na C3 ?

(a) {Z,9) = x1y1 + X2y2 + T3Y3
(b) (Z,¥) = T1y2 + Toyr + Tays + T3ys
(c) (Z,9) = T1y1 + 2Tays + 2T3y3 — i(Tays — T3Ya)

W przestrzeni R? ze standardowym iloczynem skalarnym (7,%) = 77y wyznacz
wszystkie wektory ortogonalne jednocze$nie do wektorow

v=[1,-2,11" i @=][2,-3,~1].

W przestrzeni unitarnej (X, (-, -)) dany jest uktad ortonormalny us, ug, us, us. Niech
T =y — 2uy + 4dug, y = —uy + ug + ug. Oblicz (x,y) oraz |z, ||y|.

W przestrzeni unitarnej (X, (-, -)) dany jest uktad ortogonalny wuy, us, ug, przy czym
(uy,ury = {ug,ugy = 11 |ug| = 2. Niech = uy — 2ug, y = —uy + ug + 4uz. Oblicz
(z,y) oraz |z.

Pokaz, ze
{p, ) = p(=1)q(=1) + p(0)q(0) + p(1)q(1)

jest iloczynem skalarnym na przestrzeni R[z]s.

(a) Oblicz ,dtugos$é” wielomianu p(t) = 3

skalarnego.

w normie pochodzacej od tego iloczynu

(b) Wyznacz wszystkie wielomiany ¢ € R[z]s ortogonalne do wielomianu p(z) =

2 —x—1.

20



11.7.

11.8.

11.9.

11.10.

11.11.

11.12.

11.13.

11.14.

11.15.

ol

(c¢) Podaj przyktad bazy ortogonalnej w przestrzeni R[x], z podanym iloczynem
skalarnym.

Zatézmy, ze xg, x1, . .., T, to n+ 1 réznych liczb z ciata K. Niech p, ¢ € K[xz],,. Pokaz,
ze

<p,4>—'jizixkﬁuwk)

jest iloczynem skalarnym na Klz],.

Warunek réwnolegtoboku. Pokaz, ze dla dowolnych wektoréw x,y w przestrzeni
euklidesowej lub unitarnej (X, {-,-)) zachodzi r6wnosé

2 2 2 2
2|z|* + 2[y[" = llz+ylI" + = —y["-
Pokaz, ze w przestrzeni euklidesowej (X, (:,-)) dla dowolnych dwéch wektoréw z, y

|+ ylI* + e — y)”

<x>y> = A

Pokaz, ze dla dowolnych wektoréw z,y z przestrzeni unitarnej (X, (:,))

o+ 9l = e =yl + i + iyl — i o — iy
N S e +igl ke~ isl”

Pokaz, ze w przestrzeni euklidesowej X, dwa wektory , ¢ spelniaja ||z| = |y|| wtedy
i tylko wtedy, gdy wektory x + y i  — y sa ortogonalne.

W przestrzeni K" rozwazamy standardowy iloczyn skalarny. Niech A € K™" i za-
t6zmy, ze kolumny macierzy A tworza uktad ortonormalny. Uzasadnij, ze macierz A
jest nieosobliwa. Jak wyglada macierz A~1?

W R" rozwazamy standardowy iloczyn skalarny (Z,7) = 77¢. Niech A € R™".
Pokaz, ze ATA = I, wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ortonormalnego uktadu
wektoréw uy, ..., u, € R" uktad Auy,..., Au, tez jest ortonormalny.

X jest przestrzenia liniowa nad ciatem C lub R i uktad (21,2, ..., x,) jest jej baza,

z baza dualna (a7, 23, ..., x}). Udowodnij, ze funkcja

rn

{u, vy = ixi(u}xi(@), u,ve X

jest iloczynem skalarnym na przestrzeni X, w ktérym baza (x1,z, ..., x,) jest or-
tonormalna.

W skonczenie wymiarowej przestrzeni z iloczynem skalarnym (X, (-, -)) dane sa pod-
przestrzenie U, V. Pokaz, ze

(a) (UH)* =,
(b) jezeli U = V, to V+ < U+,



o2

11.16.

11.17.

11.18.

11.19.

11.20.

11.21.

11.22.

ROZDZIAEL 11. PRZESTRZENIE Z ILOCZYNEM SKALARNYM
() (U+V)t=Utn VL
(d) (UnV)t=U++V+
Sprawdz, ze uktad wektorow
o =[1,1,1,01", @ =[-1,3,-2,1], @ =[-1,0,1,1]"

jest ortogonalny w R* ze standardowym iloczynem skalarnym i uzupehij go do
bazy ortogonalnej przestrzeni R*. Zapisz wektor Z = [1,1, —1, —1] jako kombinacje
liniowg wektorow z tej bazy.

Zatoézmy, ze w przestrzeni euklidesowej R™ ze standardowym iloczynem skalarnym
(Z,17) = 777 istnieje baza ortogonalna ztozona z wektoréw, ktérych wspotrzedne sa
rowne 1 lub —1. Pokaz, ze n < 2 lub n jest wielokrotnoscia liczby 4.

W przestrzeni R? ze standardowym iloczynem skalarnym przeprowadz ortogonali-
zacje Grama-Schmidta uktadu wektorow

fl = [17 2, _2]T7 52 = [_27 -1, 7]T7 f3 = [57 0, _Z]T-

Czy otrzymany ukltad jest bazg ortogonalna? Jezeli tak, to zapisz wektor €] za
pomoca wektoréw z tej bazy.

W przestrzeni R? ze standardowym iloczynem skalarnym (7, ) = 773 przeprowadz
ortogonalizacje Grama - Schmidta uktadu wektorow

1 -3 6
o 1 . 1 o —4
U1 = -1 Uy = 11 U3 = -9
1 3 0|

Uzyskany uktad wektoréw uzupelnij do bazy ortogonalnej przestrzeni R* i wyznacz
wspotrzedne wektora €7 w tej bazie.

Tw. Pitagorasa. W przestrzeni euklidesowej lub unitarnej (X, (:,-)) dany jest or-
togonalny uktad wektoréw xq, ..., x;. Pokaz, ze

k 2

D lawl® =

Jj=1

W przestrzeni R3 ze standardowym iloczynem skalarnym znajdZ rzut ortogonalny
wektora 7 = [—2,1,4]7 na plaszczyzne z; + x5 + 13 = 0

W przestrzeni R?* ze standardowym iloczynem skalarnym dana jest podprzestrzen
V =span([1,1,1,1]%, [0, —3,1,0]").

Znajdz rzuty ortogonalne wektora ¥ = [1,0, —1,0]7 na podprzestrzenie V i V*.
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W przestrzeni euklidesowej R?* ze standardowym iloczynem skalarnym
@) =1y
dana jest podprzestrzen liniowa:
X:{:I?ER4::1:'1—952—1'421'2—1—353—:64:0}.
Wyznacz rzuty ortogonalne wektora [3,3,3,3]" na podprzestrzenie X i X+,
W przestrzeni R* ze standardowym iloczynem skalarnym dana jest podprzestrzen
V =span([1,1,1,1]%, [0, -3,1,0]").
Znajdz rzuty ortogonalne wektora ¥ = [1,0, —1,0]7 na podprzestrzenie V i V+.

Na przestrzeni euklidesowej (R[z]4, (-, -)), gdzie

2

oy =Y. p(k)q(k),

k=—-2

okreslone jest przeksztalcenie liniowe F' € L(R[x]4)

1
F(p)(z) = 5(p(x) + p(-=2)).
Pokaz, ze jest to rzut ortogonalny. Wyznacz jadro i obraz tego rzutu.

Uktad x1, ...,z w przestrzeni z iloczynem skalarnym (X, {,-)) jest ortonormalny.
Udowodnij nieréowno$é Bessela: dla dowolnego wektora y € X

k

2
2 Ky <yl
i=1

Udowodnij, ze w przestrzeni z iloczynem skalarnym (X, (-, -)) rzut ortogonalny Py (z)
wektora x € X na podprzestrzen liniowa Z spetnia nierownosé

|z = Pz ()| < |z - 2]

dla kazdego wektora z € Z. Pokaz, ze réwnosé¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
z = Py(x).

Na przestrzeni R[z], rozwazamy iloczyn skalarny

2

o)=Y, plk)g(k).

k=-2

Pokaz, ze R[z]4 jest suma prosta podprzestrzeni wielomianéw parzystych i niepa-
rzystych oraz te podprzestrzenie sa ortogonalne.
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ROZDZIAL 11. PRZESTRZENIE 7Z ILOCZYNEM SKALARNYM

Niech {-,-) oznacza iloczyn skalarny okreslony na przestrzeni liniowej R[x]3 nad
cialem R taki, ze wielomiany

() =1, p@)=1+2z, ps(x)=1+z+2° p(o)=1+2+2°+2°

tworza uktad ortonormalny.

(a) Oblicz iloczyny skalarne (z*, ') dla k,1 € {0,1,2, 3}.

3

(b) Znajdz rzut ortogonalny wielomianu ¢(x) = z* na podprzestrzen span(x, z?).

Dana jest macierz
21 0 O
|12 0 44
A= 00 4 -1 e R™.
00 —1 4

(a) Dla Z, i € R* niech (%, 9)4 = 7T Ajj. Udowodnij, ze (-, -4 jest iloczynem skalar-
nym na przestrzeni liniowej R* (nad cialem R).
(

(b) W przestrzeni euklidesowej (R*,{-,-)4) dana jest podprzestrzen liniowa
V={FeR": 2+ 29 = 73 + 14 = 0}, T = w1, 19, 23, 23]

Wyznacz rzuty ortogonalne wektora ¢ = [1,1,1,1]7 na podprzestrzenie V i V*.

UWAGA: Tloczyn skalarny w podpunkcie (b) jest zdefiniowany w podpunkcie (a).

W przestrzeni euklidesowej (R%, (-, -)), gdzie (Z,y) = ¢ dla T,vecy = R?, dane sa
podprzestrzenie liniowe

1 il
2 To 4
V = span , W= ER*:x9g—a3+a4=21 =0
1 T3
0 T4

(a) Czy suma V+ + W+ jest prosta?
(b) Czy R* =V + W+?

W przestrzeni euklidesowej R?* ze standardowym iloczynem skalarnym ((Z,7) =
#17)) dane sg podprzestrzenie liniowe

I 1 0
T 0 1
X = 932 1+ ry=22+23=0,, Y =span 1o
Ty 0 1

(a) Rozstrzygnij, czy sumy podprzestrzeni X +Y i X+ +Y sa proste i czy sa réwne
calej przestrzeni R*.

(b) Znajdz bazy ortogonalne przestrzeni X i X+,

(c) Oblicz rzuty ortogonalne wektora [1,—1,1,—1]T na podprzestrzenie X, X* i
Yt
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W przestrzeni euklidesowej R® ze standardowym iloczynem skalarnym ((Z,y) =
#1'y) dana jest podprzestrzen liniowa

V={feR’: 2y +2y+23=029— T3+ 14 =23+ 14+ x5 =0},

gdzie T = [11, 19, T3, 14, T5]" .
(a) Znajdz baze ortogonalng podprzestrzeni V+.

(b) Oblicz rzuty ortogonalne wektora w = [3,—1,1,5,3]T na podprzestrzenie V i
v+

Niech n > 1. W przestrzeni euklidesowej R" z iloczynem skalarnym
@i = 'y
rozwazamy podprzestrzen
V={ZeR":zy+x9+... +x, =0}.

(a) Znajdz baze ortogonalng podprzestrzeni V*.

(b) Wyznacz rzut ortogonalny wektora @ = [n,0,...,0]" na podprzestrzen V.

W  przestrzeni euklidesowej R* ze standardowym iloczynem skalarnym
(Z,7) = 773 dana jest podprzestrzen liniowa

U={fER421’1*2$2*{E3=[E3*ZL’4=0}.

(a) (5 pkt.) Znajdz baze ortogonalna podprzestrzeni U.

(b) (5 pkt.) Wyznacz rzut ortogonalny wektora ¢ = [6,5, —2, —1]* na podprze-
strzen U+,

W przestrzeni euklidesowej (R, (-, -)) z iloczynem skalarnym {Z, i) = 77 i/ dana jest
podprzestrzen liniowa

V={feR’:x + x5+ 23 = 19 — 423 + 14 = 0}, gdzie ¥ = [x1, 19, 13, 14, 75" .

Znajdz baze ortogonalna dopelnienia ortogonalnego przestrzeni V' i oblicz rzut or-
togonalny wektora @ = [5,2, —1, 3, 3] na przestrzen V.

W przestrzeni euklidesowej (R, (-, -)) z iloczynem skalarnym (7, 7/) = 774 dana jest
podprzestrzen liniowa

V:{feRS’3;‘1—2513'2—1-174:21'2—,]}3—2;['44-1;5:0}.

(gdzie T = [x1, T2, 23,74, 75]7). Niech @ = [1, -2, 1,1, 1] € R5. Oblicz normy rzutéw
ortogonalnych wektora @ na podprzestrzenie V i V+.
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11.38. W przestrzeni euklidesowej (R?, (-, -)) z iloczynem skalarnym (7, ¢ = #*¢ zdefinio-
wano podprzestrzenie liniowe

T -1 2

i) 4 1
X = eER* |z —zo+aw3—x4=20+23=0p, Y =span ,

I3 —1 —1

Ty 1 0

Znajdz baze ortogonalna podprzestrzeni X + Y i oblicz rzut ortogonalny wektora
[1,1,1,1]" na podprzestrzeii X nY.

11.39. W przestrzeni K" ze standardowym iloczynem skalarnym dana jest podprzestrzen
V. Uktad wektoréow v7, ..., Uy jest bazg ortonormalng podprzestrzeni V. Niech

- SH o SH
A=007 + ...+ 00 .

(a) Pokaz, ze dla kazdego wektora ¥ € K" Py (¥) = AZ.
(b) Jaki jest rzad macierzy A? Wyznacz podprzestrzenie im A oraz ker A.

11.40. Pokaz, ze nierownos¢ Schwarza

[z, )l < ] - [yl

staje sie rownoscig wtedy i tylko wtedy, gdy wektory = i y sg liniowo zalezne.

11.41. Niech

1 0 0
A=10 2 -1
0 -1 1

oraz odwzorowanie (-,-y4 : R3 x R® — R jest dane wzorem (Z,i)4 = IT Ay dla
7,7 e R3.
(a) Pokaz, ze {-,-y4 jest iloczynem skalarnym w R3.

(b) W przestrzeni (R3,{-,-)4) znajdz rzut prostopadly wektora [2,2, —2]7 na do-
pelnienie ortogonalne podprzestrzeni span([1,0,1]7,[-1,1,1]T).

11.42. W przestrzeni R? rozwazamy standardowy iloczyn skalarny (7, %) = 7 4. Niech

1 0
A=|(0 1 |eRr3*%
1 -1

Wyznacz wszystkie macierze M € R3? takie, ze dla kazdego ¥ € R? zachodzi
(Ax,Mz) = 0. Pokaz, ze zbiér wszystkich takich macierzy jest podprzestrzenia
liniowa w R*? i wyznacz jej wymiar.

11.43. (X,{,H>x) 1 (Y,{-,-)y) sa przestrzeniami euklidesowymi. Przeksztalcenie liniowe
f e L(X,Y) ma wlasnosd¢

Vovex ,v)x = {f(v), f(v))y.
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(a) Pokaz, ze f jest monomorfizmem.
(b) Udowodnij, ze Vv, we X (v,w)x = (f(v), f(w)dy.
W R"™ wyznacz kosinus kata miedzy wektorem €., k = 1,2,...,n, i podprzestrzenia-

mi
V=A{ZeR" 2y +a23+ ...+ 2, =0}

Oblicz kosinus kata miedzy przekatna n-wymiarowej kostki regularnej, a jej $ciana
k - wymiarowa.

W przestrzeni euklidesowej (R3,(,-)) z iloczynem skalarnym (Z, i) = &' zdefinio-
wano podprzestrzenie liniowe

—2 0 x1
X = span 11,1111, Y = Ty | € R? | 220 + may + mas =0,
0 2 T3

gdzie m € R. Dla jakich wartosci parametru m miara kata pomiedzy pewnym wek-
torem prostopadtym do przestrzeni X i pewnym wektorem prostopadtym do prze-
strzeni Y jest rowna %7
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Endomorfizmy i zagadnienie wlasne

12.1.

12.2.

12.3.

12.4.

12.5.

12.6.

12.7.

Zbadaj podobienstwo macierzy
(a) [0 0 ot
[0 0 0 0|
(1 0].[1 1
(b) 0 1} ! lo 1]’
1 0].[-1 0
© | O]Ilo 1]

Udowodnij, ze podobienstwo macierzy jest relacja rownowaznosci.
Rozstrzygnij, czy macierze dwoch réznych obrotéw plaszezyzny R? sg podobne.

Macierze A, B € K™" sa podobne, ¢ € K[z] jest wielomianem. Pokaz, ze macierze
q(A) i q(B) tez sa podobne.

Uwaga: jezeli ¢(x) = ap2"+. . . +a1x+agi A € K™ to q¢(A) = a, A"+. . .+a1A+apl,.

W R? wyznacz macierze zmiany bazy _21} , :23] na baze (1)] , l(l)] oraz macierz

. 1] |0 1] |2
zmiany bazy ol 11| na baze 2 |3l

W przestrzeni R[z], wyznacz macierz zmiany bazy 1, x,z? na baze %:L’(l —x),1—
22, 5(1 + z)x. Wyznacz macierze A, B, endomorfizmu f € L(R[z];) danego wzorem

f(p) = xp'(x) + p(0)

w obu bazach i znajdZ macierz C taka, ze B = CAC™!. Oblicz wyznacznik i wielo-
mian charakterystyczny endomorfizmu f.

Niech A € K™" n > 2. Pokaz, ze
palx) = (=1)"2" + (=1)" (trA)z" " + q(z),
gdzie q € K[x],,—2 1 ¢(0) = det, A.

o8
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Macierze A, B € R™" sg podobne. Wykaz, ze rankA = rankB.

Wyznacz wielomian charakterystyczny, wektory i wartosci wtasne endomorifzmu

D'e L(R[z],). D(p) = ¥/

Wyznacz wartosci i wektory wtasne macierzy
2 3
A= .

Znajdz macierze nieosobliwg C i diagonalng D, C, D € R?2, takie, ze D = C~tAC.
Oblicz macierz A%0%!,

0 -1
1 0
whasne. Czy macierz A jest podobna do pewnej macierzy diagonalnej D € R%*? lub
D e C???

Dana jest macierz A = . Wyznacz jej wartodci wlasne i podprzestrzenie

Wyznacz wartosci wlasne macierzy

-3 -8 —4
A=10 1 2
0 2 =2

Dla kazdej wartosci wtasnej A\ wyznacz baze podprzestrzeni wtasnej V). Pokaz, ze
macierz A jest podobna do pewnej macierzy diagonalnej i wyznacz macierz C' taka,
ze macierz CAC~? jest diagonalna.

nie jest podobna do zadnej macierzy diagonalnej.

N = O

2 1
Pokaz, ze macierz A = [0 2

0 0
Dwie macierze diagonalne A, B € C™" sg podobne. Co mozna powiedzie¢ o elemen-
tach tych macierzy?

Rozstrzygnij, czy macierz jest diagonalizowalna i jesli jest, wskaz baze przestrzeni
R3 lub R* ztozong z jej wektoréw whasnych.

-1 3 —1] [—5 1 0
(a) | -3 5 —1 @ |1 -3 2
| -3 3 1| [ 1 -1 —4
[ 4 7 —5] [3 -1 0 1
M) |-4 5 0 0 3 4 4
|19 —4 © 1o 0 -5 —s
(1 1 1 1 0 0 4 7
1 1 -1 -1
© 17 1 1
1 -1 -1 1
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12.17.

12.18.

12.19.
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12.21.

12.22.

ROZDZIAL 12. ENDOMORFIZMY I ZAGADNIENIE WLASNE

(X, (-, -)) jest przestrzenig unitarng i V' < X jest podprzestrzenia liniowa Wyznacz
wartosci i podprzestrzenie wtasne rzutu ortogonalnego na podprzestrzen V. Czy w
pewnej bazie przestrzeni X ten rzut ma macierz diagonalng?

Macierz A € K™™ ma jedna warto$¢ wtasnag A € K, a odpowiadajaca jej podprze-
strzen wtasna V) ma wymiar rowny n. Pokaz, ze A = \I,.

Niech a € K oraz

a 1
a

Wyznacz wielomian charakterystyczny macierzy A. Pokaz, ze A ma doktadnie jedna
warto$¢ wlasng réwng a. Jaki jest wymiar podprzestrzeni wlasnej odpowiadajacej
wartosci wlasnej a?

Endomorfizm f € L(R™") jest dany wzorem
f(A) = AT, dla A e R™".

Wyznacz wartosci i podprzestrzenie wtasne endomorfizmu f. Czy f jest diagonali-
zowalny?

Macierz A € R" jest antysymetryczna. Pokaz, ze wszystkie wartosci wtasne macierzy
A sg postaci ai, gdzie a € R.

(X,{:,-)) jest przestrzenia unitarng wymiaru n < o0, natomiast endomorfizm
f € L(X) speia
Vaoye X (oy) ={f() fy).

(a) Niech M € C™™ bedzie macierza f w bazie ortonormalnej x1, ..., z,. Pokaz, ze
M" .M =1,.

(b) Pokaz, ze wszystkie wartodci wlasne endomorfizmu f sa liczbami zespolonymi
o module 1, a wektory wtasne odpowiadajace réznym wartosciom wlasnym sg
ortogonalne.

Dla danego wektora ¢ € C*\{0} niech
X(7) = {A eC*:3AeC veker(A— )\Ig)} .

(a) Pokaz, ze dla kazdego v € C*\{0} zbiér X (v) jest podprzestrzenia liniowa w
C33.

(b) Zatézmy, ze wektory @, v,w € C? sa liniowo niezalezne i A € X (@) n X (¢) N
X (). Udowodnij, ze macierz A jest diagonalizowalna.
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Okreslonos¢é macierzy

13.1. Zbadaj okreslonosé¢ macierzy

a 1 0

1 a 1|eR?
01 a

w zaleznosci od parametru a.
13.2. Niech
1 0 a O
B 01 0 a 4,4
A=14 01 of R

0 a 01

Zbadaj okreslonos¢ macierzy A w zaleznosci w zaleznosci od parametru a.
13.3. Niech dla 7 € R?
f(Z) = 2% + 225 + 223 + 23170 + 271 73.
Znajdz macierz symetryczng A € R33 taka, ze f(¥) = 7 AZ i zbadaj okreslonosé

macierzy A.

13.4. Macierz symetryczna A = [a;;] € R™" jest dodatnio (ujemnie) okreslona. Udowodnij,
ze a; >0 (ay; <0)dlai=1,2,... n.

13.5. Niech A € R. Udowodnij, ze macierz B = AT - A jest symetryczna i nieujemnie
okreslona oraz jest dodatnio okredlona wtedy i tylko wtedy, gdy macierz A jest
nieosobliwa.

13.6. Macierz symetryczna A jest dodatnio okreslona. Udowodnij, ze istnieje macierz sy-
metryczna B taka, ze A = B2

Wskazowka: Skorzystaj z tw. 11.22 w skrypcie.
13.7. Macierz A = [a;;] € R™" jest symetryczna i
Qi > Z |6Lij|7 dlaj=1,2,...,n.
j#ig=1

Pokaz, ze macierz A jest dodatnio okreslona.
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