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Rozdział 1

Grupy i ciała

1.1. Który z poniższych zbiorów wraz ze wskazanym działaniem jest grupą? Jeżeli tak,
to wskaż element neutralny

• liczby całkowite parzyste z działaniem dodawania,

• liczby całkowite nieparzyste z działaniem dodawania,

• zbiór wszystkich potęg naturalnych danej liczby rzeczywistej dodatniej a z
działaniem mnożenia,

• zbiór wszystkich potęg całkowitych danej liczby rzeczywistej dodatniej a z dzia-
łaniem mnożenia

• zbiór wektorów 2-wymiarowych o rzeczywistych współczynnikach z działaniem
dodawania wektorów.

1.2. Podaj przykład grupy mającej dokładnie n elementów.

1.3. Jak określić strukturę grupy na okręgu?

1.4. Niech X to dowolny zbiór mający co najmniej 3 elementy, G to zbiór wszystkich
bijekcji zbioru G w siebie, id : X Ñ X to przekształcenie tożsamościowe, ˝ to
operacja składania funkcji. Wykaż, pG, ˝, idq jest grupą nieabelową.

1.5. Prawo skracania. Załóżmy, że pX, ˛, eq jest grupą, x, y, z P X oraz x ˛ z “ y ˛ z.
Pokaż, że x “ y.

1.6. (Stw. 1.1 ze skryptu) Załóżmy, że pG, ˛, eq jest grupą i x P G. Pokaż, że istnieje
dokładnie jeden element y P G taki, że x ˛ y “ e i wówczas także y ˛ x “ e.

1.7. pG, ˛, eq jest grupą i a, b P G. Pokaż, że

pa ˛ bq´1 “ b´1 ˛ a´1.

(a´1 to jedyny element grupy odwrotny do a)

1.8. Na zbiorze liczb wymiernych Q określamy działanie „˛”:

a ˛ b “ a´ ab` b.
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4 ROZDZIAŁ 1. GRUPY I CIAŁA

(a) Wyznacz elementy neutralny e tego działania.
(b) Czy działanie to jest łączne?
(c) Niech X Ă Q to podzbiór liczb wymiernych mających element odwrotny wzglę-
dem tego działania. Czy pX, ˛, eq jest grupą?

1.9. Na zbiorze M “ pRzt0uqˆR par liczb rzeczywistych pa, bq takich, że a ‰ 0, definiu-
jemy działanie „˚”:

pa, bq ˚ pc, dq “

ˆ

ac, ad`
b

c

˙

.

Wyznacz element neutralny e tego działania. Czy pM, ˚, eq jest grupą?

1.10. Ile różnych działań „˛” można określić na zbiorze

• 2-elementowym X “ te, au

• 3-elementowym X “ te, a, bu

• 4-elementowym X “ te, a, b, cu

tak, aby pX, ˛, eq było grupą?

1.11. Pokaż, że grupa permutacji zbioru 3-elementowego A “ t0, 1, 2u z działaniem „˝”
i elementem neutralnym id zawiera podzbiory dwuelementowy X i trzyelementowy
Y takie, że pX, ˝, idq i pY, ˝, idq są grupami.

1.12. pG, ˛, eq jest grupą mającą n elementów, a P G. Niech

ak “ a ˛ a ˛ . . . ˛ a

(działanie wykonujemy k´1 razy) oznacza k-tą potęgę elementu a. Pokaż, że istnieje
liczba naturalna m taka, że am “ e.

1.13. Niech n będzie liczbą pierwszą, Z˚n “ t1, 2, . . . , n ´ 1u. Na zbiorze Z˚n rozważamy
działanie ‚ jako mnożenie modulo n. Pokaż, że pZ˚n, ‚, 1q jest grupą. (Czy n musi
być liczbą pierwszą?)

1.14. W zbiorze A “ QˆQ wszystkich par uporządkowanych liczb wymiernych określono
działanie dwuargumentowe

pa, bq ˚ pc, dq “ pa` c` 1, 2bdq, a, b, c, d P Q.

(a) Wyznacz element neutralny pu, vq P A tego działania.

(b) Znajdź najmniejszy (w sensie inkluzji) podzbiór B Ă A taki, że pAzB, ˚, pu, vqq
jest grupą abelową. (Należy uzasadnić zarówno, że znaleziony zbiór B jest
najmniejszy, jak i to, że pAzB, ˚, pu, vqq jest grupą abelową.)

1.15. Niech p oznacza liczbę pierwszą, X “ t0, 1, . . . , p´1u, ‘ i d to działania dodawania
i mnożenia modulo p. Udowodnij, że pX,‘,d, 0, 1q jest ciałem.

1.16. Niech X Ă R to taki podzbiór, że pX,`, ¨, 0, 1q jest ciałem. Wykaż, że Q Ă X.
Podaj przykład takiego podzbioru X, że Q Ĺ X Ĺ R.



5

1.17. Udowodnij, że istnieje ciało mające dokładnie cztery elementy 0, 1, a, b.

1.18. Niech X “
 

a` b 3
?

2` c 3
?

4 P R : a, b, c P Q
(

, natomiast ` i ¨ to zwykłe działania
na liczbach rzeczywistych. Udowodnij, że pX, 0, 1,`, ¨q jest ciałem.

1.19. Na zbiorze Q określono działania a ‘ b “ a ` b ` 1 i a d b “ a ` b ` ab. Znajdź
elementy Z,J P Q takie, że dla każdego a P Q zachodzi a‘ Z “ a i ad J “ a. Czy
pQ,Z,J,‘,dq jest ciałem?



Rozdział 2

Liczby zespolone

2.1. Sprowadź wyrażenia do postaci algebraicznej a` bi:

(a) p2` iqp3´ iq ` p2` 3iqp3` 4iq,
(b) p4`

?
3iqp5´ 2

?
2iq ´ p

?
2´

?
6iq,

(c)
p5` iqp7´ 6iq

3` i
,

(d) p3` iq3 ` p3´ iq3,

(e)
p1` iq5

p1´ iq3
,

(f)
p1´ iq5 ´ 1
p1` iq5 ` 1

,

(g)
p1` iqn

p1´ iqn´2
(dla n “ 2, 3, 4 . . .),

(h) p1´ iq4n (dla n P N).

2.2. Niech u “ ´12 `
?
3
2 i. Oblicz un dla n P Z oraz 1` u` u2, 1` u` u2.

2.3. Udowodnij nierówności Rez ď |Rez| ď |z| oraz Imz ď |Imz| ď |z|.

2.4. Dla z, w, P C udowodnij nierówność |z`w| ď |z|`|w| i określ, kiedy nierówność staje
się równością. Korzystając z pierwszej nierówności udowodnij nierówność

ˇ

ˇ|z|´|w|
ˇ

ˇ ď

|z ´ w|.

2.5. Niech z P Czt0u. Udowodnij równoważność warunków:

(a) |z| “ 1 (b) Rez “
z2 ` 1

2z
(c) Imz “

z2 ´ 1
2iz

.

2.6. Rozwiąż w liczbach zespolonych równania:

(a) |z| ´ z “ 1` 2i,

(b) z2 “ i,

(c) z2 “ 3´ 4i,

(d) z2 “ z,

(e) z3 “ z,

(f) z2 ` 2|z|2 “ 2,

(g) z3 ` |z|2 ` z “ 0,

(h) pz ` iqpz ´ iq2piz ´ 1q3 “ 64.

2.7. Naszkicuj na płaszczyźnie zespolonej poniższe zbiory:

(a) tz P C | |z| “ 2u;

(b) tz P C | |z ` i| ď 1u;
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(c) tz P C | Rez ` Imz “ 2u;

(d) tz P C | |z ´ i| ` |z ` i| “ au dla a “ 1, 2, 3;

(e) tz P C | 1 ď |Rez| ă 2u;

(f) tz P C | 0 ă Repizq ă 1u;

(g) tz P C | |z| “ Imz ` 1u;

(h) tz P C | Impz2q “ 1u.

2.8. Niech z, w P C. Udowodnij tożsamość

|z ` w|2 ` |z ´ w|2 “ 2
`

|z|2 ` |w|2
˘

.

Podaj interpretację geometryczną tej równości.

2.9. Niech z, w P C, |z| “ |w| “ 1 i zw ‰ ´1. Udowodnij, że liczba
z ` w

1` zw
jest rzeczy-

wista.

2.10. Dane są liczy zespolone u, v, w takie, że u` v `w “ 0 i |u| “ |v| “ |w|. Udowodnij,
że u2 ` v2 ` w2 “ 0.

2.11. Niech z P C i załóżmy, że liczba
1` z ` z2

1´ z ` z2
jest rzeczywista. Udowodnij, że z P R

lub |z| “ 1.

2.12. Niech x, y, z P C. Udowodnij, że

(a) |x` y|2 ` |y ` z|2 ` |z ` x|2 “ |x|2 ` |y|2 ` |z|2 ` |x` y ` z|2;

(b) |x` y| ` |y ` z| ` |z ` x| ď |x| ` |y| ` |z| ` |x` y ` z|.

2.13. Zapisz liczby zespolone w postaci trygonometrycznej: (a) i, (b) 2`2i, (c) ´1`
?

3i,

(d)
3` 2i
´2` 3i

, (e) p
?

3` 1q ` p
?

3´ 1qi, (f) 2`
?

3` i.

2.14. Oblicz sumę kątów α ` β ` γ na rysunku poniżej.

2.15. Zapisz liczby

p1´ iq99,
ˆ

1` i
?

3` i

˙25

, p2´
?

2` 1q12,
ˆ

1´ i
?

3
1` i

˙12

w postaci a` ib, a, b P R.
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2.16. Niech α P r0, π2 q. Wyznacz postać trygonometryczną liczb:

(a) sinα ` i cosα,

(b) 1` cosα ` i sinα,

(c) 1` i tgα,

(d)
1` i tgα
1´ i tgα

.

2.17. Wyznacz wszystkie liczby zespolone z takie, że

|z| “ 1 “
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

z

z
`
z

z

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

2.18. Wyraź cosp5xq i sinp5xq poprzez cos x i sin x oraz tgp5xq przez tg x.

2.19. Znajdź zwarte wzory dla sum:

(a)
n
ÿ

k“0

p´1qk cospkxq,

(b)
n
ÿ

k“1

sin2pkxq,

(c)
n
ÿ

k“1

k cospkxq,

(d)
n
ÿ

k“1

ˆ

n

k

˙

cospkxq.

2.20. Wyznacz pierwiastki zespolone

• stopnia 4 z 1,

• stopnia 2 z i,

• stopnia 3 z ´1.

2.21. Wykaż, że liczba ζ “ p2` iq{p2´ iq nie jest pierwiastkiem z jedności jakiegokolwiek
stopnia mimo, że |ζ| “ 1.

2.22. Niech z0, z1, . . . , zn´1 to wszystkie zespolone pierwiastki z jedności stopnia n. Oblicz
z0 ` z1 ` . . .` zn´1 oraz z0z1 . . . zn´1.

2.23. Załóżmy, że n P N i n ą 2. Dla k “ 0, 1, . . . , n ´ 1 niech uk “ cos 2kπ
n
` i sin 2kπ

n
.

Oblicz wartość wyrażenia

u0u1 ` u1u2 ` u2u3 ` . . .` un´2un´1 ` un´1u0.

2.24. Niech n P N, n ą 2 i u0, u1, . . . , un´1 oznaczają wszystkie zespolone pierwiastki z
jedności stopnia n. Pokaż, że dla dowolnej liczby z P C zachodzi równość

z “
2
n

n´1
ÿ

k“0

Repukzq ¨ uk.
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2.25. Środkiem ciężkości pewnego trójkąta równobocznego na płaszczyźnie zespolonej jest
liczba 1` i, jeden z wierzchołków tego trójkąta znajduje się w punkcie 0. Wyznacz
liczby zespolone odpowiadające pozostałym wierzchołkom tego trójkąta.

2.26. Załóżmy, że |z1| “ |z2| “ |z3| ą 0. Pokaż, że liczby z1, z2, z3 są wierzchołkami
trójkąta równobocznego wtedy i tylko wtedy, gdy z1 ` z2 ` z3 “ 0.

2.27. Załóżmy, że |zk| “ 1 dla k “ 1, 2, 3, 4. Pokaż, że liczby zespolone zk są wierzchołkami
prostokąta wtedy i tylko wtedy, gdy z1 ` z2 ` z3 ` z4 “ 0.

2.28. Wyznacz wszystkie liczby zespolone z takie, że liczba z5 ¨ pzq´3 jest rzeczywista.

2.29. Znajdź zespolone pierwiastki wielomianu

ppzq “ z2 ´ 5z ` 4` 10i.

2.30. Wyznacz wszystkie zespolone rozwiązania z równania

pz ` iq4 “
|z|8

81
.

2.31. Wyznacz wszystkie liczby zespolone z spełniające równanie

z3 “ piz ` 1q3.

2.32. Znajdź wszystkie liczby zespolone z takie, że

z3 ` |z|2 ` z “ 0.

2.33. Wyznacz wszystkie liczby zespolone z takie, że
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1` z
1´ iz

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ 1.

2.34. Znajdź wszystkie liczby zespolone z spełniające równość

pz ` iqpz̄ ´ iq2piz ´ 1q3 “ 64.

2.35. Rozstrzygnij, dla jakich liczb całkowitych n równanie

|z ´ p1` iqn| “ z

ma rozwiązanie w dziedzinie zespolonej.

2.36. Liczba zespolona z ‰ 0 spełnia równość
ˆ

z `
1
z

˙ˆ

z `
1
z
` 1

˙

“ 1.

Dla danej liczby naturalnej n ą 1 znajdź wartość wyrażenia
ˆ

zn `
1
zn

˙ˆ

zn `
1
zn
` 1

˙

.
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2.37. Dla liczby całkowitej dodatniej n niech un “ cos
2π
n
` i sin

2π
n

. Rozstrzygnij, dla

jakich wartości n liczba
un ´ 1
|un ´ 1|

jest zespolonym pierwiastkiem z jedności stopnia
n.

2.38. Dana jest liczba zespolona w “ ei
2π
3 “ cos 2π3 ` i sin 2π3 . Wyznacz część rzeczywistą

i urojoną iloczynu

p1` wq ¨ p1` w2q ¨ p1` w3q ¨ . . . ¨ p1` w100q.



Rozdział 3

Wielomiany

3.1. Wyznacz zespolone pierwiastki trójmianów

(a) z2 ´ 2z ` 5,

(b) z2 ` 4iz ´ 3,

(c) z2 ` p2i´ 7qz ` 13´ i.

3.2. Rozłóż wielomiany ppzq “ z3 ` z2 ` z ´ 3 i qpzq “ z5 ` z4 ` z3 ` z2 ` z ` 1 na
czynniki (a) rzeczywiste, (b) zespolone jak najniższego stopnia.

3.3. Rozłóż na czynniki rzeczywiste i zespolone możliwie niskiego stopnia wielomiany
z4 ` z2 ` 1 i z3 ` 8.

3.4. Dla jakich a P R wielomian ppzq “ z3 ` p3 ` iqz2 ´ 3z ´ pa ` iq ma pierwiastek
rzeczywisty?

3.5. Załóżmy, że p jest wielomianem o współczynnikach rzeczywistych i liczba z jest jego
pierwiastkiem zespolonym (czyli ppzq “ 0). Pokaż, że ppzq “ 0.

3.6. Dany jest wielomian p P Rrzsn. Pokaż, że suma kwadratów wszystkich (zespolonych)
pierwiastków wielomianu p jest liczbą rzeczywistą.

3.7. Oblicz cos
2π
5

i sin
2π
5

.

3.8. Niech ppxq “ x4`2x3´3x2´4x`1. Korzystając ze schematu Hornera oblicz pp´2q
i wyznacz resztę z dzielenia p przez dwumian x` 2.

3.9. Niech ppxq “ 5x5 ´ 19x3 ´ 7x2 ` 9x ` 3. Korzystając ze schematu Hornera oblicz
pp2q i wyznacz resztę z dzielenia p przez dwumian x´ 2.

3.10. Zapisz wielomian ppxq “ x4 ´ 8x3 ` 24x2 ´ 50x ` 90 jako sumę potęg dwumianu
x´ 2. Wykorzystaj schemat Hornera.

3.11. Niech p, q P C, q ‰ 0 i załóżmy, że pierwiastki trójmianu kwadratowego z2` pz` q2

mają równe moduły. Udowodnij, że p{q P R.

3.12. Niech a, b, c P C i |a| “ |b| “ |c| ‰ 0 i załóżmy, że trójmian az2 ` bz ` c ma
pierwiastek o module 1. Pokaż, że b2 “ ac.

11
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3.13. Dla a P R rozważamy wielomian ppxq “ x5 ´ ax2 ´ ax ` 1. Wyznacz krotność
pierwiastka x0 “ ´1 wielomianu p w zależności od a.

3.14. Czy wielomian x2020 ` x2019 ` . . . ` x ` 1 może być kwadratem innego wielomianu
o współczynnikach zespolonych?

3.15. Dla jakich a, b P R, a ‰ 0, wielomian axn`1 ` bxn ` 1 jest podzielny przez px´ 1q2?

3.16. Dla jakich m P N wielomian px` 1qm ´ xm ´ 1 jest podzielny przez x2 ` x` 1?

3.17. Niech u0, u1, . . . , un´1 to wszystkie zespolone pierwiastki z jedności stopnia n. Znajdź
wartość iloczynu

pi` u0qpi` u1q . . . pi` un´1q.

3.18. Jeden pierwiastek wielomianu x3 ` px2 ` qx` r, gdzie p, q, r P C, jest sumą dwóch
pozostałych. Znajdź związek pomiędzy liczbami p, q i r.

3.19. Rozwiąż w liczbach zespolonych układ równań
!

x` y ` z “ 4;x2 ` y2 ` z2 “ 14;x3 ` y3 ` z3 “ 34.

3.20. Dany jest wielomian P P Crzs:

P pzq “ pz200 ` 1qpz80 ´ 1q.

(a) Wyznacz liczbę różnych pierwiastków zespolonych wielomianu P .

(b) Oblicz iloczyn wszystkich różnych pierwiastków zespolonych wielomianu P .

3.21. Różne liczby zespolone z1, z2, z3, z4 są pierwiastkami wielomianu z4`az3`bz2`cz`d,
gdzie a, b, c, d P R, przy czym

|z1| “ |z2| “ |z3| “ |z4| “ 1 oraz Impz1 ´ z2q “ Impz3 ´ z4q “ 0.

Udowodnij, że a “ c “ 0, d “ 1 oraz ´2 ă b ă 2.

3.22. Dana jest liczba zespolona w “ ei
2π
3 “ cos 2π3 ` i sin 2π3 . Wyznacz część rzeczywistą

i urojoną iloczynu

p1` wq ¨ p1` w2q ¨ p1` w3q ¨ . . . ¨ p1` w100q.



Rozdział 4

Macierze

4.1. Oblicz
„

´1 2 0
3 0 1



¨

»

–

2 ´1
0 1
´7 2

fi

fl´ 2
„

4 ´2
´5 6



.

4.2. Udowodnij równości:

(a) dla A P Km,r, B,C P Kr,n

A ¨ pB ` Cq “ A ¨B ` A ¨ C.

(b) dla A P Km,r, B P Kr,n

pA ¨BqH “ BH
¨ AH .

4.3. Śladem macierzy kwadratowej A “ raj,ksj,k P Kn,n, nazywamy sumę jej elementów
na głównej przekątnej, tzn. skalar zdefiniowany wzorem

tracepAq “
n
ÿ

j“1

aj,j.

Udowodnij, że dla dowolnych macierzy A,B P Km,n macierze ABT i ATB są kwa-
dratowe oraz tracepABT q “ tracepATBq.

4.4. Podaj przykład niezerowej macierzy A P Rn,n, n ą 1, takiej, że A2 “ 0.

4.5. Niech λ1, λ2, . . . λn P K. Wyznacz macierze

(a)

»

—

—

–

λ1 0
λ2

. . .
0 λn

fi

ffi

ffi

fl

k

, (b)

»

—

—

–

0 λ1
λ2

. . .
λn 0

fi

ffi

ffi

fl

k

.
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4.6. Wyznacz macierze (k “ 1, 2, . . .)

(a)

»

—

—

—

—

—

—

—

—

–

0 1
0 1 0

0
. . .
. . .

. . .

0 0 1
0

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

k

, (b)

»

—

—

—

—

—

—

—

—

–

0 1
0 1 0

0
. . .

0
. . .

. . .

0 1
1 0 0

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

k

.

4.7. Niech pfnq8n“0 to ciąg Fibonacciego, czyli

f0 “ 0, f1 “ 1, fn`2 “ fn`1 ` fn dla n “ 1, 2, . . . .

Dla F “

„

1 1
1 0



oblicz F k dla k “ 0, 1, 2, 3. Jaki jest związek między elementami

macierzy F n i wyrazami ciągu Fibonacciego dla dowolnego n. Sformułuj hipotezę i
udowodnij ją.

4.8. Pokaż, że macierz A P Kn,n, mająca zerowy wiersz (zerową kolumnę) jest osobliwa.

4.9. Pokaż, że macierz kwadratowa A, mająca dwa identyczne wiersze (kolumny), jest
osobliwa.

4.10. Danse są dwie macierze A,B P Kn,n takie, że AB “ BA. Pokaż, że

pA`Bqn “
n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

AkBn´k.

Czy powyższy wzór jest prawdziwy bez założenia AB “ BA?

4.11. Niech λ P K, k “ 1, 2, . . .. Oblicz Ak dla

A “

»

—

—

—

—

—

—

–

λ 1 0 . . . 0 0
0 λ 1 . . . 0 0
0 0 λ . . . 0 0

. . . . . . . . .
0 0 0 . . . λ 1
0 0 0 . . . 0 λ

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

P Kn,n.

4.12. Pokaż, że macierz odwrotna do macierzy trójkątnej górnej (dolnej) jest macierzą
trójkątną górną (dolną).

4.13. Wyznacz macierz odwrotną do macierzy trójkątnej górnej rai,jsi,j P Rn,n takiej, że
ai,j “ 1 dla wszystkich j ď j.

4.14. Macierz kwadratową A P Rn,n nazywamy prawą (lewą) macierzą stochastyczną,
gdy wszystkie jej elementy są nieujemne i suma elementów w każdym wierszu (w
każdej kolumnie) jest równa 1. Udowodnij, że iloczyn macierzy prawych (lewych)
stochastycznych też jest macierzą prawą (lewą) stochastyczną.



15

4.15. Pokaż, że macierz A “

„

a b
c d



P K2,2 jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy

ad´ bc ‰ 0 i wówczas

A´1 “
1

ad´ bc

„

d ´b
´c a



.

4.16. Rozwiąż równania, w których niewiadoma X to macierz kwadratowa 2ˆ 2:

(a)
„

1 3
1 2



X “

„

1 1
1 2



, (b)
„

3 1
2 1



X

„

1 3
1 2



“

„

3 3
2 2



.

Zastanów się nad taką metodą rozwiązania tych równań, która nie sprowadza się do
rozwiązania układu czterech równań liniowych z czterema niewiadomymi.

4.17. Wyznacz macierze operacji elementarnych na wierszach i kolumnach.

4.18. Wyznacz macierze odwrotne do macierzy

»

—

—

–

0 1 1 1
´1 0 1 1
´1 ´1 0 1
´1 ´1 ´1 0

fi

ffi

ffi

fl

,

»

—

—

—

—

–

1 2 0 0 0
2 5 0 0 0
0 0 i 0 0
0 0 0 4 ´1
0 0 0 ´1 0

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

.

4.19. Wyznacz macierz odwrotną do macierzy
»

—

—

–

1 0 2 0
0 2 1 0
1 3 ´1 1
2 0 3 0

fi

ffi

ffi

fl

.

4.20. Wyznacz macierz odwrotną do macierzy
»

–

1 ´3 ´1
´2 7 2
3 2 ´4

fi

fl .

4.21. Dana jest macierz A P Kn,n taka, że Ak “ 0 dla pewnej liczby naturalnej k. Udo-
wodnij, że macierz I ´ A jest nieosobliwa.

4.22. Niech n “ 1, 2, 3 . . .. Wyznacz macierze FHF i F´1 dla

F “
”

ei
2πk¨l
n

ın´1

k,l“0
P Cn,n.

4.23. Niech α P C i Gpαq Ă Cn,n jest to podzbiór składający się z macierzy, dla których
suma elementów w każdym wierszu jest równa α. Zbadaj, dla jakich α zachodzi
implikacja

A,B P Gpαq ùñ AB P Gpαq.
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4.24. Pokaż, że macierz trójkątna górna (dolna) jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy
wszystkie jej elementy na przekątnej są różne od zera.

4.25. Znajdź macierze z R2,2 odpowiadające

• symetrii względem osi 0y,

• symetrii względem prostej x “ y,

• symetrii względem początku układu,

• jednokładności o skali λ

4.26. Czy istnieje macierz T P R2 taka, że odwzorowanie

~x ÞÑ T~x

jest przesunięciem o zadany wektor ~v P R2?

4.27. Dla n ě 2 dana jest macierz A “ rai,jsni,j“1 P Rn,n, przy czym

• ai,i “ ai,n`1´i “ 1 dla i “ 1, 2, . . . , n,

• ai,j “ 0 w pozostałych przypadkach,

tzn.

A “

»

—

—

—

—

–

1 0 . . . 0 1
0 1 . . . 1 0

. . . . . . .
0 1 . . . 1 0
1 0 . . . 0 1

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

P Rn,n.

(a) (5 pkt.) Wyznacz macierz Ak dla k P N.

(b) (5 pkt.) Dla każdego k P N rozstrzygnij, czy macierz Ak jest nieosobliwa.

4.28. Wyznacz wszystkie macierze X P R2,3 takie, że

„

4 ´3
´5 4



¨X ¨

»

–

1 1 0
0 2 1
´1 0 1

fi

fl “

„

1 2 0
0 1 ´2



.



Rozdział 5

Układy równań liniowych (część 1)

5.1. Znajdź wszystkie rozwiązania układów równań

(a)

$

&

%

x1 ` x2 ` x3 “ 4,
2x1 ` x2 ` 2x3 “ 6,
3x1 ` x2 ´ 2x3 “ 3,

(b)

$

&

%

x1 ´ 2x2 ` 3x3 “ ´7,
3x2 ´ 2x3 “ 7,

x1 ` 4x2 ´ x3 “ 7,

(c)

$

&

%

5x1 ` 3x2 ` 5x3 ` 12x4 “ 10,
2x1 ` 2x2 ` 3x3 ` 5x4 “ 4,
x1 ` 7x2 ` 9x3 ` 4x4 “ 2,

(d)

$

&

%

12x1 ` 9x2 ` 3x3 ` 10x4 “ 13,
4x1 ` 3x2 ` x3 ` 2x4 “ 3,
8x1 ` 6x2 ` 2x3 ` 5x4 “ 7.

(e)

$

’

’

&

’

’

%

x1 ` 2x2 ´ 2x3 “ 1
3x1 ` 7x2 ´ 6x3 “ 3
´2x1 ´ 4x2 ` 5x3 “ ´2
x1 ` 3x2 ´ x3 “ 1

(f)

$

&

%

12x1 ` 9x2 ` 3x3 ` 10x4 “ 13
4x1 ` 3x2 ` x3 ` 2x4 “ 3
8x1 ` 6x2 ` 2x3 ` 5x4 “ 7

5.2. Dla jakich wartości a, b układ równań jest (i) sprzeczny, (ii) oznaczony ?

(a)

$

’

’

&

’

’

%

2x ` 3y “ 1
3x ` 4y “ 1
x ` 2y “ a

4x ` 5y “ b

(b)

$

’

’

&

’

’

%

´x ` y ` bz “ 2
x ` ay ` 2z “ 3
x ´ y ` az “ 1

´x ` y ` az “ ´1.

17
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5.3. Wyznacz wielomian p P Rrxs2 taki, że pp1q “ 8, pp´2q “ 14 i pp2q “ 14. Znajdź
wszystkie wielomiany p P Rrxs3 spełniające powyższe warunki.

5.4. Wyznacz wielomian p P Rrxs3 takie, że pp´2q “ 1, pp´1q “ 3, pp1q “ 13, pp2q “ 33.

5.5. Rozwiąż układy n równań liniowych

(a)

$

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

%

x2 “ 1
x1 ` x3 “ 1
x2 ` x4 “ 1
. . . . . . . . . . . .

xn´2 ` xn “ 1
xn´1 “ 1

(b)

$

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

%

x1 ` x2 “ 0
x1 ` x2 ` x3 “ 0
x2 ` x3 ` x4 “ 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

xn´2 ` xn´1 ` xn “ 0
xn´1 ` xn “ 0



Rozdział 6

Przestrzenie liniowe

6.1 Definicja, podprzestrzenie, kombinacje liniowe

6.1. Udowodnij, że ciało liczb zespolonych jest przestrzenią liniową nad ciałem liczb
rzeczywistych.

6.2. Udowodnij, że ciało liczb rzeczywistych jest przestrzenią liniową na ciałem liczb
wymiernych.

6.3. X jest przestrzenią liniową nad ciałem K.

(a) Wykaż, że jeśli α P K i x P X oraz α ¨ x “ 0, to α “ 0 lub x “ 0.

(b) Niech x, y P X, α, β P K i αx` βy “ βx` αy. Wykaż, że x “ y lub α “ β.

6.4. V jest przestrzenią liniową nad ciałem C. Określamy mnożenie ˝ wektorów z V przez
liczby zespolone w następujący sposób:

α ˝ v “ αv, α P C, v P V.

Wykaż, że V z działaniami ` (dodawanie wektorów w V ) i ˝ jest przestrzenią liniową
nad C.

6.5. Czy jest podprzestrzenią liniową w R2

(a) zbiór wszystkich wektorów
„

x
y



takich, że x` y “ 1

(b) zbiór wszystkich wektorów
„

x
y



takich, że x` y “ 0

(c) zbiór wszystkich wektorów
„

x
y



takich, że x ě 0, y ě 0

(d) zbiór wszystkich wektorów
„

1
y



, gdzie y P R,

(e) zbiór wszystkich wektorów
„

0
y



, gdzie y P R?

19
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6.6. Który z poniższych zbiorów wielomianów jest podprzestrzenią liniową w Rrxs?

(a) tp : pp0q ě 0u,

(b) tp : pp1q “ 0u,

(c) tp : pp1q ¨ pp´1q “ 0u

(d) tp : pp´1q ` pp1q “ 0u

(e) tp : pp1` iq “ 0u, gdzie i to jednostka urojona.

6.7. Które z podzbiorów macierzy w Cn,n są podprzestrzeniami liniowymi?

(a) tA “ rai,js :
ř

i,j ai,j “ 0u,

(b) tA : A “ AT u,

(c) tA : A “ AHu

(d) wszystkie macierze A takie, że A~x “ 0 dla pewnego ustalonego wektora x P Cn,

(e) zbiór wszystkich macierzy nieosobliwych.

6.8. Które podzbiory są podprzestrzeniami liniowymi w R8?

(a) zbiór wszystkich ciągów stałych,

(b) zbiór wszystkich ciągów rosnących,

(c) zbiór wszystkich ciągów ograniczonych,

(d) zbiór wszystkich ciągów geometrycznych,

(e) zbiór wszystkich ciągów arytmetycznych,

(f) zbiór wszystkich ciągów pxnq takich, że |xn| ď 2015 dla każdego n,

(g) zbiór wszystkich ciągów pxnq takich, że istnieje stała C ą 0 taka, że dla każdego
n zachodzi |xn| ď C2´n,

(h) zbiór wszystkich ciągów pxnq takich, że xn`2 “ xn`1 ` xn dla każdego n.

6.9. Dla danej macierzy D P R2,3 określamy zbiór

VD “
 

M P R3,2 : DM “MTDT
(

.

(a) Pokaż, że zbiór VD jest podprzestrzenią liniową w R3,2.

(b) Znajdź macierz D P R2,3 taką, że zbiór

 

DM P R2,2 : M P VD
(

jest zbiorem wszystkich macierzy symetrycznych z R2,2.

6.10. Czy wielomian x4 ` 1 jest kombinacją liniową wielomianów

x4 ´ 1, x4 ´ x2, x2 ´ 1, x2 ` x´ 2.
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6.11. Zbadaj, dla jakich a, b P R wektor
»

–

1` a
a
b

fi

fl

jest kombinacją liniową wektorów r1,´1, 0sT i r´2, 1, 1sT .

6.12. Pokaż, że

Krxs “ spanp1, 1` x, 1` x` x2, . . . , 1` x` . . .` xn, . . .q.

6.2 Liniowa niezależność

6.13. Czy wektory
»

—

—

–

1
0
´1
2

fi

ffi

ffi

fl

,

»

—

—

–

1
1
7
´5

fi

ffi

ffi

fl

,

»

—

—

–

0
2
´1
3

fi

ffi

ffi

fl

P R4

są liniowo niezależne?

6.14. Zbadaj, dla jakich liczb zespolonych z wektory
»

–

1
1
1

fi

fl ,

»

–

1
2` z2

1

fi

fl ,

»

–

1
1

1` z4

fi

fl P C3

są liniowo niezależne.

6.15. Sprawdź, dla jakich wartości a, b P R wektory
»

–

1
´1
2

fi

fl ,

»

–

2` a
3a
a` b

fi

fl

są liniowo niezależne.

6.16. Pokaż, że dla każdego n układ funkcji fk : CÑ C, fkpxq “ xk (k “ 0, 1, . . . , n) jest
liniowo niezależny w Crxs (lub CC).

6.17. Pokaż, że funkcje f1pxq “ 1, f2pxq “ sinx, f3pxq “ cosx są liniowo niezależne w RR.

6.18. Niech a, b, c P C. W przestrzeni liniowej C2020 dane są liniowo niezależne wektory
~w, ~x, ~y. Pokaż, że wektory

a~w ` ~x, b~x` ~y, c~y ` ~w

są liniowo niezależne wtedy i tylko wtedy, gdy abc ‰ ´1.
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6.19. W przestrzeni liniowej X nad ciałem C dane są liniowo niezależne wektory ~x, ~y, ~z.
Dla jakich a, b, c P C układ wektorów

a~x´ b~y, c~y ´ a~z, b~z ´ c~x

jest liniowo niezależny?

6.20. Wektory ~u,~v, ~w P C2017 są liniowo niezależne. Zbadaj, dla jakich wartości a P C
wektory

a~u` i~v, a~v ` i~w, a~w ` i~u

są liniowo niezależne.

6.21. Pokaż, że ciało C jest przestrzenią liniową nad R, wektory 1 oraz i są liniowo nieza-
leżne, natomiast dowolny układ 3 wektorów z C musi być liniowo zależny.

6.22. W przestrzeni liniowejX nad ciałem K dane są wektory x1, . . . , xk, i, j P t1, 2, . . . , ku,
i ‰ j, i α P K. Pokaż, że układ x1, . . . , xk jest liniowo niezależny wtedy i tylko wtedy,
gdy układ

x1, . . . , xi´1, xi ` αxj, xi`1, . . . xk

jest liniowo niezależny.

6.23. Dla jakich a P R wektory

~x1 “

»

—

—

–

1
´1
0
0

fi

ffi

ffi

fl

, ~x2 “

»

—

—

–

1
0
´1
0

fi

ffi

ffi

fl

, ~x3 “

»

—

—

–

0
1
a
0

fi

ffi

ffi

fl

, ~x4 “

»

—

—

–

0
0
1
a

fi

ffi

ffi

fl

P R4

są liniowo niezależne?

6.24. Zbadaj, dla jakich wartości a P R wektory

»

–

1
a
´a

fi

fl ,

»

–

0
2a
a` 1

fi

fl ,

»

–

1
a2

´a2

fi

fl P R3

są liniowo niezależne.

6.25. Niech A P Rn,n, Pokaż, że macierze A i AT są liniowo zależne wtedy i tylko wtedy,
gdy A “ AT lub A “ ´AT .

6.26. X jest przestrzenią liniową nad ciałem C, w, x, y P X, α, β P C, oraz wektory

w, u “ w ` αx, v “ w ` βx` αy

są liniowo niezależne. Zbadaj, czy wektory w, x, y też są liniowo niezależne.
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6.3 Baza i wymiar

6.27. Pokaż, że układ wektorów

~e1, ~e1 ` ~e2, . . . , ~e1 ` ~e2 ` . . .` ~en

jest bazą przestrzeni Cn (nad C)

6.28. Skonstruuj bazę przestrzeni Cn nad ciałem R.

6.29. Pokaż, że układ wektorów
»

—

—

–

1
1
1
1

fi

ffi

ffi

fl

,

»

—

—

–

1
1
´1
´1

fi

ffi

ffi

fl

,

»

—

—

–

1
´1
1
´1

fi

ffi

ffi

fl

,

»

—

—

–

1
´1
´1
1

fi

ffi

ffi

fl

jest bazą przestrzeni liniowej R4.

6.30. Wyznacz bazy podprzestrzeni liniowych

(a) X “ t~x P R2 : ax1 ` bx2 “ 0u Ă R2, gdzie a2 ` b2 ‰ 0,

(b) Y “ t~x P R3 : x1 ´ x2 ` 3x3 “ 0u Ă R3.

6.31. W R5 dany jest podzbiór

V “ t~x P R5 : x1 ` x2 ` x3 ` x4 ` x5 “ 0u.

Pokaż, że V jest podprzestrzenią liniową i wyznacz bazę V

6.32. Pokaż, że zbiór
Y “ tp P Rrxs4 : pp0q “ pp1q i pp´1q “ 0u

jest podprzestrzenią liniową w Rrxs4. Znajdź bazę tej podprzestrzeni.

6.33. Pokaż, że zbiór
Y “ tp P Rrxs4 : 2pp0q “ pp1q “ pp´1qu

jest podprzestrzenią liniową w Rrxs4. Znajdź bazę przestrzeni Y .

6.34. Liczby a, b, c P C są różne. Pokaż, że układ wielomianów

pz ´ aqpz ´ bq, pz ´ bqpz ´ cq, pz ´ cqpz ´ aq

jest bazą w Crxs2.

6.35. W R5 dany jest podzbiór

W “ t~x P R5 : x1 ` x2 ` x3 ` x4 ` x5 “ x1 ´ 2x2 ` 3x3 ´ 4x4 ` 5x5 “ 0u.

Pokaż, że W jest przestrzenią liniową. Wskaż bazę i określ wymiar W .
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6.36. W przestrzeni R2,2 rozważamy podzbiór

U “

"

M P R2,2 : r2,´1sM
„

1
´3



“ 0
*

.

Pokaż, że U jest podprzestrzenią liniową w R2,2. Wyznacz dimU i wskaż bazę tej
przestrzeni.

6.37. W przestrzeni liniowej R3 nad ciałem R jest dana podprzestrzeń liniowa

V “ span

¨

˝

»

–

2
1
3

fi

fl ,

»

–

1
2
4

fi

fl ,

»

–

3
0
2

fi

fl ,

»

–

2
´2
´2

fi

fl

˛

‚.

(a) (7 pkt.) Wyznacz bazę podprzestrzeni V i uzupełnij ją do bazy całej przestrzeni
R3.

(b) (3 pkt.) Zbadaj, dla jakich c P R
»

–

1
1
c

fi

fl P V.

6.38. W przestrzeni liniowej R4 nad ciałem R dane są podprzestrzenie liniowe

U “ span

¨

˚

˚

˝

»

—

—

–

´1
1
1
2

fi

ffi

ffi

fl

,

»

—

—

–

7
1
3
´12

fi

ffi

ffi

fl

,

»

—

—

–

2
2
3
´3

fi

ffi

ffi

fl

,

»

—

—

–

4
0
1
´7

fi

ffi

ffi

fl

˛

‹

‹

‚

,

W “
 

rx1, x2, x3, x4s
T
P R4 : 2x1 ` x2 ´ x3 ` x4 “ 0

(

.

(a) Wyznacz bazy podprzestrzeni U i W .

(b) Ile jest różnych podprzestrzeni liniowych V Ă R4 takich, że U Ď V Ď W?
Uzasadnij odpowiedź.

6.39. Wykaż, że zbiór Y “ tp P Rrxs4 : pp0q “ pp1q i ppiq “ 0u jest podprzestrzenią
liniową w Rrxs4. Określ wymiar i wskaż bazę tej przestrzeni.

6.40. Wskaż bazy i określ wymiar następujących podprzestrzeni liniowych

(a) U “ tA P Rn,n : A “ AT u w Rn,n nad ciałem R;

(b) V “ tA P Cn,n : A “ AHu w Cn,n nad ciałem R.

6.41. Niech X oznacza zbiór wszystkich ciągów rzeczywistych pxnq8n“0 spełniających za-
leżność rekurencyjną

xn`2 “ xn`1 ` xn, n “ 0, 1, 2, . . .

(a) Pokaż, że X jest przestrzenią liniową nad R, znajdź jej wymiar i wskaż bazę.

(b) Pokaż, że X posiada bazę złożoną z ciągów geometrycznych.
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(c) Znajdź jawny wzór na n-ty wyraz ciągu pxnq8n“0 z przestrzeni X, takiego, że
x0 “ 0, x1 “ 1.

6.42. Wektory x1, x2, . . . xn są bazą pewnej przestrzeni liniowej X nad ciałem K. Czy
wektory x1, x1 ` x2, . . . , xn´1 ` xn też są bazą przestrzeni X?

6.43. W przestrzeni Rrts3 wielomianów o współczynnikach rzeczywistych stopnia co naj-
wyżej 3, dany jest podzbiór

Z “ tp P Rrts3 : pp´1q ` pp1q “ 2pp0qu .

Pokaż, że Z jest podprzestrzenią liniową w Rrts3, określ jej wymiar i znajdź jej bazę.

6.44. Dane są macierze A “
„

0 1
´1 0



oraz B “
„

0 0 ´1
1 0 1



. W przestrzeni liniowej R2,3

rozważamy podzbiór

Z “
 

M P R2,3 : A ¨M ¨BT
“ B ¨MT

(

.

Pokaż, że Z jest podprzestrzenią liniową, określ jej wymiar i znajdź bazę.

6.45. Wektory x1, x2, . . . , xn są bazą pewnej przestrzeni liniowej X nad ciałem K. Czy
wektory x1 ` x2, . . . , xn´1 ` xn, xn ` x1 też są bazą przestrzeni X? Uzasadnij odpo-
wiedź. Może się okazać, że odpowiedź zależy od n.

6.46. W przestrzeni liniowej C3,3 nad ciałem C dana jest podprzestrzeń

X “
 

A P C3,3 : A “ AT
(

.

(a) (7 pkt.) Uzupełnij układ macierzy
»

–

0 1 0
1 0 1
0 1 0

fi

fl ,

»

–

1 0 1
0 0 0
1 0 0

fi

fl P C3,3

do bazy podprzestrzeni X.

(b) (8 pkt.) Niech Y “
!

B P R3,3 : @APX BA P X
)

. Udowodnij, że Y “ spanpI3q.

6.4 Przecięcie i suma podprzestrzeni

6.47. W R3 wyznacz bazy podprzestrzni U X V i U ` V dla

U “ t~u P R3 : x1 ´ x2 ` 2x3 “ 0u,
V “ t~v P R3 : 2x1 ` x2 ´ 2x3 “ 0u.

6.48. W R4 dane są podprzestrzenie

V “ spanpr1,´2, 0, 1sT , r2, 1, 1, 0sT , r1, 8, 2,´3sT q,
W “ t~x P R4 : x1 ` x2 ´ x3 ´ x4 “ x1 ´ x2 ´ 2x3 ´ 2x4 “ 0u.

Wyznacz bazy podprzestrzeni U X V i U ` V .
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6.49. Pokaż, że następujące podzbiory w Rn,n są podprzestrzeniami liniowymi:

S “ tA P Rn,n : A “ AT u, T “ tA P Rn,n : A “ ´AT u

Pokaż, że Rn,n “ S ` T . Czy Rn,n “ S ‘ T?

6.50. W przestrzeni liniowej X dane są podprzestrzenie U, V . Pokaż, że U ` V “ U Y V
wtedy i tylko wtedy, gdy U Ă V lub V Ă U .

6.51. Przestrzeń liniowa X ma wymiar 10, U, V Ă X są podprzestrzeniami liniowymi i
dimU “ 4, dimV “ 6. Jakie są możliwe wymiary podprzestrzeni U X V i U ` V ?

6.52. W n-wymiarowej przestrzeni liniowej X dana jest podprzestrzeń V wymiaru n ´ 1
i wektor w P X. Pokaż, że X “ V ‘ spanpwq wtedy i tylko wtedy, gdy w R V .

6.53. W przestrzeni Cn dane są podprzestrzenie liniowe:

U “ t~u P Cn : u1 ` u2 ` . . .` un “ 0u,
V “ t~v P Cn : v1 “ v2 “ . . . “ vnu.

Pokaż, że Cn “ U ‘ V . Dla danego wektora ~x P Cn wyznacz wektory ~u P U oraz
~v P V takie, że ~x “ ~u` ~v.

6.54. W przestrzeni liniowej R4 dane są podprzestrzenie

U “ t~x P R4 : x1 ` x2 “ x2 ` x3 “ x3 ` x4 “ 0u
V “ t~x P R4 : x1 ` x2 ` x3 “ x2 ` x3 ` x4 “ 0u,

gdzie ~x “ rx1, x2, x3, x4s
T . Znajdź bazę przestrzeni U ` V i uzupełnij ją do bazy

całej przestrzeni R4. Czy suma U ` V jest prosta?

6.55. W R4 dane są podprzestrzenie:

X “ spanpr2, 1, 3, 4sT , r3, 9, 3, 9sT , r´1, 7,´3, 1sT q

Y “ spanpr1,´3, 3, 0sT , r2, 5, 3, 5sT , r1, 8, 0, 5sT q

Znajdź bazy podprzestrzeni X X Y i X ` Y

6.56. W R4 dane są podprzestrzenie:

X “ t~x P R4 : ´x1 ` 2x2 ´ 5x3 ` 3x4 “ 2x1 ´ 4x2 ` 10x3 ´ 6x4 “ 0u
Y “ t~x P R4 : 2x1 ` x2 ´ x3 ` 4x4 “ 3x1 ´ x2 ` 2x3 ` x4 “ 0u.

Znajdź bazy podprzestrzeni X X Y i X ` Y

6.57. Zbiór
Y “ tp P Rrxs4 : pp0q “ pp1qu

jest podprzestrzenią liniową w Rrxs4. Znajdź podprzestrzeń Z Ă Rrxs4 taką, że
Rrxs4 “ X ‘ Y . Wskaż bazy i określ wymiary podprzestrzeni Y oraz Z.
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6.58. Niech a, b P R. W R3 dane są podprzestrzenie

U “ t~x P R3 : x1 ´ 2x2 ` x3 “ 0u

V “ spanpr2, a´ 1, 0st, r1, 1, bsT q.

Zbadaj, dla jakich wartości a, b (a) R3 “ U ` V (b) R3 “ U ‘ V .

6.59. W R5 dana jest podprzestrzeń

V “ t~x P R5 : x1 ` x2 ` x3 ` x4 “ x2 ` x3 ` x4 ` x5 “ 0u

Znajdź bazę V i znajdź bazę podprzestrzeni W Ă R5 takiej, że V ‘W “ R5.

6.60. Pokaż, że przestrzeń funkcji RR jest sumą prostą podprzestrzeni funkcji parzystych
i funkcji nieparzystych.

6.61. W R4 dane są podprzestrzenie

V “ spanpr3, 2, 1, 0sT , r1, 2, 2,´3sT , r0,´4,´5, 9sT q,
W “ t~x P R4 : x1 ´ x3 ` x4 “ 0u.

Wyznacz bazy podprzestrzeni U X V i U ` V .

6.62. W przestrzeni Rrxs2 dane są podprzestrzenie

X “ tp P Rrxs2 : pp´1q “ pp0q “ pp1qu,
Y “ t~x P R4 : pp´1q ` pp0q ` pp1q “ 0u.

Czy Rrxs2 “ X ‘ Y ?

6.63. W przestrzeni liniowej R4 dane są podprzestrzenie

U “ t~x P R4 : x1 ` x2 “ x2 ` x3 “ x3 ` x4 “ 0u
V “ t~x P R4 : x1 ` x2 ` x3 “ x2 ` x3 ` x4 “ 0u,

gdzie ~x “ rx1, x2, x3, x4s
T . Znajdź bazę przestrzeni U ` V i uzupełnij ją do bazy

całej przestrzeni R4. Czy suma U ` V jest prosta?

6.64. Niech a P R. W przestrzeni liniowej R3 rozważamy podprzestrzenie liniowe

X “
 

rx1, x2, x3s
T
P R3 : 2x1 “ x3

(

,

Y “ span

¨

˝

»

–

1
a

´a` 3

fi

fl ,

»

–

´2
a` 2
2a´ 6

fi

fl

˛

‚.

(a) Określ wymiary przestrzeni X i Y w zależności od a.

(b) Dla jakich wartości parametru a zachodzi X X Y “ t0u?

(c) Dla jakich wartości parametru a zachodzi R3 “ X ` Y ?



28 ROZDZIAŁ 6. PRZESTRZENIE LINIOWE

6.65. W przestrzeni liniowej R4 dane są podprzestrzenie

U “ spanpr1, 3,´1,´1sT , r2, 4,´2, 0sT q, W “ spanpr´1, 1, 4,´1sT , r0, 4, 3,´4sT q.

Znajdź bazy podprzestrzeni U XW i U `W . Czy U `W “ U ‘W? Uzasadnij
odpowiedź.

6.66. W przestrzeni liniowej R4 dane są podprzestrzenie

V “ spanpr1,´1,´1, 1sT , r1, 1, 0, 3sT , r3, 1,´1, 7sT , r0, 2, 1, 2sT q,

W “ trx1, x2, x3, x4s
T
P R4 : x1 ´ x2 ` x3 ´ x4 “ 0u.

Wyznacz bazy podprzestrzeni V , W , V `W i V XW .

6.67. W przestrzeni Rrxs3 dane są podzbiory

U “ tp P Rrxs3 | pp1´ 3iq “ 0u, W “ tp P Rrxs3 | @xPR p1pxq “ p1p´xqu

(a) Udowodnij, że U i W są podprzestrzeniami liniowymi w Rrxs3
(b) Wyznacz bazy przestrzeni U XW i U `W . Czy Rrxs3 “ U ‘W?

6.68. W przestrzeni liniowej Rrxs4 (nad ciałem R) dane są podprzestrzenie
liniowe

U “ tp P Rrxs4 | pp2iq “ pp1q “ 0u,

V “ tp P Rrxs4 | @xPR ppxq “ pp´xqu

(a) Znajdź bazy podprzestrzeni U X V i U ` V .

(b) Znajdź bazę podprzestrzeni W Ă Rrxs4 takiej, że Rrxs4 “ pU ` V q ‘W .



Rozdział 7

Obraz, jądro i rząd macierzy

7.1. Udowodnij, że

• Operacje elementarne na wierszach macierzy nie zmieniają jej jądra.

• Operacje elementarne na kolumnach macierzy nie zmieniają jej obrazu.

7.2. Wyznacz bazy obrazu oraz jądra macierzy

(a)

»

–

1 ´1 3 1
2 ´1 1 ´2
´4 1 3 8

fi

fl

(b)

»

—

—

–

1 2 0 ´3 1
´4 ´2 ´1 16 ´5
4 ´1 5 3 2
2 1 1 ´5 2

fi

ffi

ffi

fl

(c)

»

—

—

–

1 ´2 0 0 1 1
´1 1 ´1 2 ´1 ´1
2 ´3 3 ´1 0 5
0 ´1 ´5 ´2 4 ´5

fi

ffi

ffi

fl

(d)

»

–

1 ´1 2 ´3 0
´1 1 ´2 3 0
0 ´1 0 5 1

fi

fl

7.3. Dana jest macierz

A “

»

—

—

–

1 2 7 0
3 1 6 5
´2 0 ´2 ´4
5 ´2 ´1 12

fi

ffi

ffi

fl

P R4,4.

(a) Wyznacz bazy przestrzeni im pAq oraz kerpAq.

(b) Rozstrzygnij, czy R4 “ im pAq ‘ im pAT q.

7.4. Dane są macierze

A “

»

–

1 2 3
2 ´1 1
3 1 2

fi

fl , B “

»

–

5 1 7
0 3 ´6
4 ´2 0

fi

fl .

29
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Znajdź bazy podprzestrzeni imA ` imB, imA X imB Ă R3 oraz podprzestrzeni
kerA` kerB, kerAX kerB Ă R3.

7.5. Dane są macierze

A “

»

—

—

—

—

–

1 3 1 ´2
0 2 2 ´5
4 4 1 2
´1 3 1 ´5
4 ´2 ´1 9

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

, B “

»

—

—

—

—

–

1 2 1 1
´4 ´2 0 ´1
0 3 1 0
3 2 1 2
´4 ´1 ´1 ´3

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

.

Znajdź bazy podprzestrzeni imA ` imB, imA X imB Ă R5 oraz podprzestrzeni
kerA` kerB, kerAX kerB Ă R4.

7.6. Wektory ~x, ~y, ~z P R2020 są liniowo niezależne. Wyznacz bazy obrazu i jądra macierzy

A “ r~x` ~y, ~x´ ~y, ~x` ~z, ~x´ ~z, ~x` ~y ` ~zs P R2020,5.

7.7. Niech x P R oraz

A “

»

—

—

–

1 1 1
1 x 1
1 1 1
1 ´x x

fi

ffi

ffi

fl

P R4,3, B “

„

1 1 1 1
x 1 x ´1



P R2,4.

(a) Wykaż, że R4 “ imA` kerB,

(b) Wyznacz wszystkie wartości parametru x takie, że R4 “ imA‘ kerB.

7.8. W R5 dana jest podprzestrzeń linowa V wymiaru 3. W R6,5 rozważamy podzbiór

X “ tA P R6,5 : V Ă kerAu.

Pokaż, że X jest podprzestrzenią liniową w R6,5 i znajdź jej wymiar.

7.9. W R5 dana jest podprzestrzeń liniowa X wymiaru 3. W R5,4 rozważamy podzbiór

V “ tA P R5,4 : imA Ă Xu.

Pokaż, że V jest podprzestrzenią liniową w R5,4 i znajdź jej wymiar.

7.10. Wyznacz, w zależności od a P R, rząd macierzy
»

—

—

–

1 a 0 0
a 0 a ´1
´1 a 0 a
0 0 a ´3

fi

ffi

ffi

fl

.

7.11. Wyznacz w zależności od a, b P R rząd macierzy
»

–

b b b´ a
a´ b ´b a
a` b b 0

fi

fl P R3,3.
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7.12. Dana jest macierz
»

—

—

–

1 3 ´1 0
´2 ´7 ´2 3
2 6 ´1 ´1
1 4 2 ´2

fi

ffi

ffi

fl

.

Wyznacz bazy przestrzeni imA oraz kerA. Czy macierz A jest nieosobliwa?

7.13. Dana jest macierz A “ rak,ls P Rn,n taka, że

ak,l “

#

1 gdy |k ´ l| “ 1,
0 gdy |k ´ l| ‰ 1.

Zbadaj, dla jakich liczb naturalnych n macierz A jest nieosobliwa. Wyznacz w za-
leżności od n bazy obrazu i jądra macierzy A.

7.14. Pokaż, że rząd macierzy A P Kn,n takiej, że A` AT “ 0, jest liczbą parzystą.

7.15. Niech s P R i

A “

»

–

1 1 1 s
1 1 s 1
2 4s 2 1

fi

fl P R3,4.

(a) Wyznacz rząd macierzy A w zależności od s.

(b) Dla s P t12 , 1u znajdź rozwiązanie ogólne układu równań A~x “ ~b, gdzie ~b “
rs, 1, 2sT , lub udowodnij, że układ jest sprzeczny.

7.16. Załóżmy, że A P R10,10, ~x1, ~x2, . . . , ~x7 P R10, wektory ~x1, ~x2, . . . , ~x7 są liniowo nieza-
leżne oraz

A~x1 “ A~x2 “ . . . “ A~x7.

(a) Pokaż, że rankA ď 4.

(b) Pokaż, że macierz A` AT jest osobliwa.

7.17. Niech A,B P Km,n. Pokaż, że

rankpA`Bq ď rankA` rankB.

7.18. Dane są macierze A,B P Kn,n takie, że AB “ 0. Pokaż, że

rankA` rankB ď n.

7.19. Niech A P Kk,l, B P Kl,m. Pokaż, że

rankpABq ď minprankA, rankBq.

7.20. Udowodnij, że dla dowolnych macierzy A,B P Rn,n

rankpA ¨Bq ě rankpAq ` rankpBq ´ n.
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7.21. Dana jest macierz A P C2015,2015 taka, że

rankA ă 1000.

Pokaż, że
dimpkerpA` AT qq ą 15.

7.22. Załóżmy, że A P Km,n. Pokaż, że

Kn
“ kerA‘ imAH

Km
“ kerAH ‘ imA.

7.23. W przestrzeni liniowej Rn,n dany jest podzbiór

X “ tA P Rn,n
| ~e1 P kerpA´ AT qu

(gdzie ~e1 “ r1, 0, . . . , 0sT P Rn). Pokaż, że X jest podprzestrzenią liniową w Rn,n,
znajdź jej wymiar i wskaż bazę.

7.24. Dane są macierze A P Cm,m i B P Cm,n takie, że rankrA | Bs “ rankA. Udowodnij,
że istnieje macierz X P Cm,n taka, że B “ AX.

7.25. Dana jest macierz A P Rm,n. Niech B “ AAT oraz C “ ATA.

(a) Pokaż, że imB Ă imA oraz kerA Ă kerC.

(b) Załóżmy, że macierze B i C są nieosobliwe. Pokaż, że wówczas m “ n i macierz
A też jest nieosobliwa.

7.26. Dane są macierze A,B P Cn,n takie, że macierz In´AB jest nieosobliwa. Udowodnij,
że macierz In ´BA też jest nieosobliwa.

7.27. Niech n P N. Wyznacz

max
 

rank
`

pA`Bq2
˘

: A,B P R2n,2n i rankA` rankB ď n
(

.
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Wyznaczniki

8.1. Oblicz wyznaczniki

(a) det3

»

–

1 2 3
´1 2 3
´1 ´2 3

fi

fl , (b)det4

»

—

—

–

1 3 ´1 2
4 0 1 5
´3 2 2 0
0 4 1 ´5

fi

ffi

ffi

fl

.

8.2. Oblicz wyznacznik macierzy
»

—

—

—

—

–

2 0 0 3 ´1
´4 ´1 ´2 ´6 3
2 ´3 ´3 4 4
0 ´2 ´7 1 2
4 ´3 ´6 2 1

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

8.3. Wektory ~a “
„

a1
a2



,~b “

„

b1
b2



P R3 są liniowo niezależne. Wykaż, że
ˇ

ˇ

ˇ
det2

”

~a,~b
ı
ˇ

ˇ

ˇ
jest

polem równoległoboku o bokach ~a, ~b.

8.4. Wektory ~a “

»

–

a1
a2
a3

fi

fl ,~b “

»

–

b1
b2
b3

fi

fl ,~c “

»

–

c1
c2
c3

fi

fl P R2 są liniowo niezależne. Wykaż, że

ˇ

ˇ

ˇ
det3

”

~a,~b,~c
ı
ˇ

ˇ

ˇ
jest objętością równoległościanu o bokach ~a, ~b, ~c.

8.5. Dla a P R oblicz wyznacznik macierzy
»

–

a´ 2 a´ 3 a´ 4
a` 1 a´ 1 a´ 3
a´ 4 a´ 7 a´ 10

fi

fl .

8.6. Niech z P C i

A “

»

–

z z ` 1 1
1 z z ` 1

z ` 1 1 z

fi

fl P C3,3.

Rozstrzygnij, ile jest różnych liczb zespolonych z takich, że det3
`

A4
˘

“ 16.

33
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8.7. Oblicz wyznacznik

detn

»

—

—

—

—

—

—

—

—

–

1 2 3 4 . . . n´ 1 n
´1 0 3 4 . . . n´ 1 n
´1 ´2 0 4 . . . n´ 1 n
´1 ´2 ´3 0 . . . n´ 1 n

. . . . . . . . . . . . . . . . .
´1 ´2 ´3 ´4 . . . 0 n
´1 ´2 ´3 ´4 . . . ´pn´ 1q 0

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

.

8.8. Oblicz wyznacznik

detn

»

—

—

—

—

—

—

—

—

–

0 2 3 4 . . . n´ 1 n
1 2 3 4 . . . n´ 1 n
1 0 3 4 . . . n´ 1 n
1 0 0 4 . . . n´ 1 n

. . . . . . . . . . . .
1 0 0 0 . . . n´ 1 n
1 0 0 0 . . . 0 n

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

.

8.9. Dla a “ 1, 2, 4 oblicz wyznacznik

dpaqn “ detn

»

—

—

—

—

—

—

–

a 1
1 a 1

1 a 1
. . . . . . . . . .

1 a 1
1 a

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

8.10. Dana jest macierz A “ rai,jsni,j“1 taka, że

ai,j “

#

2 gdy i “ j,

1 gdy i ‰ j.

Oblicz detnpAq.

8.11. Dane są liczby x, y P R. Oblicz wyznacznik macierzy A “ rai,js2ni,j“1 P R2n,2n, jeżeli

ai,j “

$

’

&

’

%

x gdy i “ j;
y gdy i “ 2n` 1´ j;
0 w pozostałych przypadkach.

8.12. Każdy element macierzy a P Kn,n, gdzie n ě 2, jest liczbą całkowitą nieparzystą.
Udowodnij, że detnA jest liczbą całkowitą parzystą.

8.13. Dla danych liczb dodatnich x1, x2, . . . , xn P R niech

A “

»

–

1 1 . . . 1
x1 x2 . . . xn
x31 x32 . . . x3n

fi

fl P R3,n.

Pokaż, że rankA “ 3 wtedy i tylko wtedy, gdy wśród liczb x1, x2, . . . , xn znajdują
się co najmniej 3 różne.
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8.14. Dana jest liczba rzeczywista x. Oblicz wyznacznik

detn

»

—

—

—

—

—

–

1 2 3 . . . n
x 1 2 . . . n´ 1
x x 1 . . . n´ 2
...

...
...

...
x x x . . . 1

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

.

8.15. Oblicz wyznacznik Vandermonde’a

Vnpx1, . . . , xnq “ detn

»

—

—

—

—

–

1 x1 x21 . . . xn´11
1 x2 x22 . . . xn´12
1 x3 x23 . . . xn´13

. . . . . . . . . .
1 xn x2n . . . xn´1n

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

,

gdzie x1, . . . , xn P C.

8.16. Dane są liczby rzeczywiste a1, . . . , an, b. Oblicz wyznaczniki macierzy
»

—

—

–

a1 ` b b . . . b
b a2 ` b . . . b

. . . . . . . . . . . . .
b b . . . an ` b

fi

ffi

ffi

fl

8.17. Dane są liczby rzeczywiste a1, . . . , an, b. Oblicz wyznaczniki macierzy
»

—

—

–

a1 ` b a2 . . . an
a1 a2 ` b . . . an

. . . . . . . . . . . . .
a1 a2 . . . an ` b

fi

ffi

ffi

fl

.

8.18. Macierz A P Cn,n spełnia warunek AAH “ In. Jakie wartości może przyjmować
detnA?

8.19. Macierz A P Cn,n spełnia warunek Ak “ In. Jakie wartości może przyjmować detnA?

8.20. Macierz A P R2n`1,2n`1 jest antysymetryczna. Pokaż, że A jest osobliwa.

8.21. W macierzy A P Kn,n na przecięciach pewnych k wierszy z pewnymi l kolumnami
znajdują się elementy równe 0, przy czym k ` l ą n. Pokaż, że macierz A jest
osobliwa.

8.22. Niech A P Cn,n. Pokaż, że istnieje x P C takich, że macierz A ´ xIn jest osobliwa.
Jak dużo takich liczb x może być?

8.23. Dana jest macierz A “ rai,jsni,j“1 P Rn,n taka, że rankA “ 1. Wykaż, że

detnpA` Inq “ a1,1 ` a2,2 ` . . .` an,n ` 1.
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8.24. Oblicz wyznacznik

detn`1

»

—

—

–

pa0 ` b0q
n pa0 ` b1q

n . . . pa0 ` bnq
n

pa1 ` b0q
n pa1 ` b1q

n . . . pa1 ` bnq
n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
pan ` b0q

n pan ` b1q
n . . . pan ` bnq

n

fi

ffi

ffi

fl

,

gdzie ai, bi P C dla i “ 0, 1 . . . , n.

8.25. (a) Zbadaj, w zależności od wartości parametru a P R, czy układ równań
$

&

%

a2x ` ay ` 2z “ a` 4
a2y ` az “ 2a

ax ` a2z “ 4a

z niewiadomymi x, y, z jest sprzeczny / niesprzeczny / oznaczony.

(b) Znajdź zbiór rozwiązań tego układu dla a “ 0 i a “ ´1.

8.26. Znajdź wszystkie pary liczb rzeczywistych pa, bq takie, że układ równań
$

’

’

&

’

’

%

x1 ` 2x2 “ 1,
x1 ` x2 ` x3 “ 0,
´x1 ´ 2x2 ` ax3 “ b,
´x1 ` x2 ` bx3 “ 5.

jest oznaczony. Dla każdej znalezionej pary pa, bq wyznacz rozwiązanie tego układu.

8.27. Niech A “ r~a1, . . . ,~ans P Kn,n, ~b P Kn. Udowodnij, że układ równań A~x “ ~b jest
sprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy detnA “ 0 i dla pewnego j P t1, 2, . . . , nu

detnr~a1, . . . ,~aj´1,~b,~aj`1, . . . ,~ans ‰ 0



Rozdział 9

Przekształcenia liniowe

9.1. Które z poniższych odwzorowań f : R3 Ñ R2 są przekształceniami liniowymi?

(a) fprx1, x2, x3s
T q “ rx1 ´ 3x2 ´ 2, 4x1 ` 2x2 ´ 7sT

(b) fprx1, x2, x3s
T q “ rx1 ´ x2 ` 3x3, 5x1 ´ 4x2 ` 2x3sT

(c) fprx1, x2, x3s
T q “ r0, |x1| ´ 2|x2| ´ |x3|sT

(d) fprx1, x2, x3s
T q “ rx2, x2 ´ x1, x3x2s

T

9.2. Które z poniższych odwzorowań F : Krts Ñ Krts są przekształceniami liniowymi?

(a) F ppqptq “ ppat` bq, a, b P K to ustalone skalary.

(b) F ppqptq “ ppt` 1q ´ pptq,

(c) F ppqptq “ q0ptq ¨ fptq, gdzie q0 P Krts jest ustalonym wielomianem.

(d) F ppqptq “ fpfptqq.

9.3. Znajdź macierze w R2,2 zadające następujące przekształcenia liniowe:

(a) symetrię względem prostej x “ y,

(b) symetrię względem punktu p0, 0q,

(c) jednokładność o środku w p0, 0q i skali λ,

(d) rzut prostopadły na prostą y “ 0.

(e) symetria względem prostej przechodzącej przez 0, tworzącej z osią 0x kąt θ

9.4. Czy istnieje macierz T P R2,2 taka, że odwzorowanie

fp~xq “ T~x

jest przesunięciem o zadany wektor ~v P R2?
Czy istnieje macierz M P R3,3 taka, że odwzorowanie

fp~xq “M~x

ograniczone do podprzestrzeni V “ spanp~e1, ~e2q jest przesunięciem o zadany wektor
~v P V ?

37
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9.5. Dane jest przekształcenie liniowe f P LpR2,R3q takie, że

fpr3, 1sT q “ r4, 5,´1sT , fpr7, 2sT q “ r´3, 0, 5sT .

Znajdź macierz A P R3,2 taką, że dla każdego ~x P R2 fp~xq “ A~x.

9.6. Przekształcenie liniowe f P LpR3,R2q spełnia

fpr1, 2, 1sT q “ r7, 2sT , fpr3, 2, 4sT q “ r20, 17sT , fpr5, 1, 2sT q “ r17, 12sT .

Znajdź macierz A P R2,3 taką, że fp~xq “ A~x dla każdego ~x P R3.

9.7. Przekształcenie f : Rrxs2 Ñ R2 spełnia warunki

fp1` tq “ r1, 7sT , fp2´ tq “ r´5, 2sT , fp1´ 3t` t2q “ r2, 4sT .

Wyznacz fpt2q.

9.8. Niech f P LpX, Y q i U Ă X jest podprzestrzenią liniową. Pokaż, że zbiór

fpUq “ ty P Y : y “ fpxq dla pewnego x P Uu

jest podprzestrzenią liniową w Y .

9.9. Załóżmy, że f P LpX, Y q i układ wektorów x1, . . . , xk P X jest liniowo zależny. Pokaż,
że układ wektorów fpx1q, . . . , fpxkq P Y też jest liniowo zależny. Czy prawdziwa jest
implikacja odwrotna?

9.10. Załóżmy, że f P LpX, Y q i układ wektorów fpx1q, . . . , fpxkq P Y jest liniowo nie-
zależny. Pokaż, że układ wektorów x1, . . . , xk P X też jest liniowo niezależny. Czy
prawdziwa jest implikacja odwrotna?

9.11. Pokaż, że f P LpR2,R3q dane wzorem

f

ˆ„

x1
x2

˙

“

»

–

x1 ` x2
x1 ´ x2
x1 ` 3x2

fi

fl

jest monomorfizmem. Wyznacz obraz tego przekształcenia.

9.12. Czy przekształcenie liniowe f P LpRn,nq

fpAq “ A` 2AT

jest izomorfizmem przestrzeni Rn,n?

9.13. Rozważamy przekształcenie F : Rrxs3 Ñ R3

F ppq “

»

–

pp´1q
pp0q
pp1q

fi

fl .

• Pokaż, że F jest przekształceniem liniowym
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• Znajdź wielomian p P Rrxs3 taki, że F ppq “ 0,

• Znajdź wielomian p P Rrxs3 taki, że F ppq “ r16, 11, 2012sT .

• Znajdź obraz i jądro F . Rozstrzygnij, czy f jest mono/epi/izomorfizmem.

9.14. Zbadaj, które z poniższych przekształceń są monomorifzmami / epimorfizmami.
Wyznacz ich jądra oraz obrazy.

(a) F P LpRrxs3,Rrxs3q, F ppqptq “ ppt` 1q ´ pptq,

(b) D P LpRrxsn,Rrxsn, Dppq “ p` p1,

9.15. Zbadaj, które z poniższych przekształceń są monomorifzmami / epimorfizmami.
Wyznacz ich jądra oraz obrazy.

(a) F P LpRrxs3,Rrxs3q, F ppqptq “ p1pt` 1q ´ p1ptq ` pptq,

(b) D P LpRrxsn,Rrxsn´1, Dppq “ p1

(c) f P LpR4,Rrxs3q, fppq “ px1 ` x2q ` px2 ` x3qt` px3 ` x4qt2 ` px4 ` x1qt3

9.16. Zbadaj, dla jakich wartości parametru a P R przekształcenie liniowe f P LpR3,Rrts2q
takie, że

f

¨

˝

»

–

1
1
0

fi

fl

˛

‚“ 1` t` at2, f

¨

˝

»

–

1
´1
0

fi

fl

˛

‚“ 1` at´ at2, f

¨

˝

»

–

1
1
1

fi

fl

˛

‚“ a` at2

jest (a) monomorfizmem, (b) epimorfizmem, (c) izomorfizmem.

9.17. Przekształcenie liniowe f P LpX,Xq ma własność f ˝ f “ 0. Pokaż, że przekształ-
cenia f ` idX oraz f ´ idX są izomorfizmami przestrzeni X ze sobą.

9.18. Dane jest odwzorowanie f : R3 Ñ Rrxs2 o własności: dla każdego wektora ~x “
rx1, x2, x3s

T P R3 zachodzi implikacja

Jeżeli p “ fp~xq, to pp´1q “ x1, pp0q “ x2, pp1q “ x3.

Znajdź wielomiany p1, p2, p3 P Rrxs2 takie, że

fpr1, 0, 0sT q “ p1, fpr0, 1, 0sT q “ p2, fpr0, 0, 1sT q “ p3.

Pokaż, że f P LpR3,Rrxs2q. Czy f jest izomorfizmem przestrzeni R3 i Rrxs2?

9.19. Niech X będzie przestrzenią liniową, w której dane są podprzestrzenie U, V Ă X
takie, że X “ U‘V . Wówczas, dla każdego x P X istnieją jednoznacznie wyznaczone
wektory xU P U , xV P V takie, że x “ xU ` xV .

Przekształcenie f P LpXq nazwiemy rzutem na U wzdłuż V , jeżeli dla każdego x P X
zachodzi fpxq “ fpxU ` xV q “ xU .

(a) W R3 wyznacz macierz rzutu na płaszczyznę spanp~e1, ~e2q wzdłuż prostej spanpr1, 1, 1sT q

(b) Załóżmy, że f P LpXq jest rzutem na U wzdłuż V . Udowodnij, że imf “ U ,
kerf “ V oraz f ˝ f “ f .
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(c) Załóżmy, że f P LpXq spełnia warunek f ˝ f “ f . Pokaż, że istnieją pod-
przestrzenie U, V Ă X takie, że X “ U ‘ V oraz f jest rzutem na U wzdłuż
V .

9.20. Niech X będzie przestrzenią liniową, w której dane są podprzestrzenie U, V Ă X
takie, że X “ U‘V . Wówczas, dla każdego x P X istnieją jednoznacznie wyznaczone
wektory xU P U , xV P V takie, że x “ xU ` xV .

Przekształcenie f P LpXq nazwiemy symetrią względem U wzdłuż V , jeżeli dla każ-
dego x P X zachodzi fpxq “ fpxU ` xV q “ xU ´ xV .

(a) W R3 wyznacz macierz symetrii względem płaszczyzny spanp~e1, ~e2q wzdłuż
prostej spanpr1, 0, 1sT q

(b) Załóżmy, że f P LpXq jest symetrią względem U wzdłuż V . Udowodnij, że f
jest izomorfizmem oraz f ˝ f “ idX .

(c) Załóżmy, że f P LpXq spełnia warunek f ˝ f “ idX . Pokaż, że istnieją pod-
przestrzenie U, V Ă X takie, że X “ U ‘ V oraz f jest symetrią względem U
wzdłuż V .

9.21. Niech f : Rrxs3 Ñ R4 będzie dane wzorem

fppq “ rpp0q, p1p0q, p2p0q, p3p0qsT .

Pokaż, że f jest izomorfizmem.

9.22. Załóżmy, że f P LpX, Y q. Pokaż, że f jest izomorfizmem przestrzeni X i imf Ă Y
wtedy i tylko wtedy, gdy f jest monomorfizmem.

9.23. Niech t P C. Rozważamy przekształcenie liniowe F P LpCrzs2,C3q takie, że:

F p1` zq “

»

–

1
1
t

fi

fl , F p1´ zq “

»

–

1
t
´t

fi

fl , F pz2q “

»

–

t
0
t

fi

fl .

Zbadaj, dla jakich wartości parametru zespolonego t przekształcenie F jest izomor-
fizmem przestrzeni Crzs2 i C3.

9.24. Dla jakich m P C przekształcenie liniowe f P LpCrxs2q zadane wzorem

fppq “ p1pt´mq ´ pp1qpt`mq2 ` pp0qt2

jest izomorfizmem?

9.25. Dla danego γ P R rozważamy przekształcenie liniowe F P LpRrxs3,Rrxs2q zadane
wzorem

F ppqpxq “ p1px` 1q ´ γ ¨ xp2pxq, p P Rrxs3, x P R.

(a) Zbadaj, dla jakich wartości γ przekształcenie F jest epimorfizmem.

(b) Dla γ “ 0 wyznacz bazę podprzestrzeni V Ă Rrxs3 takiej, że f |V P LpV,Rrxs2q
jest izomorfizmem lub udowodnij, że taka podprzestrzeń V nie istnieje.
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9.26. Dla danej macierzy B P R2,4 rozważamy przekształcenie liniowe FB P LpR2,2,R2,2q
dane wzorem

FBpAq “ B ¨

„

A
A



, dla A P R2,2.

Udowodnij, że przekształcenie FB jest epimorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy

R4 “ kerB ‘ spanpr1, 0, 1, 0sT , r0, 1, 0, 1sT q.

9.27. Wyznacz macierz przekształcenia liniowego F P Rrxs2,

F ppqptq “ ppt` 1q ´ pptq

w bazie 1, t, t2 (w dziedzinie i przeciwdziedzinie).

9.28. Wyznacz macierz przekształcenia F P LpKrxs2,Krxs2q, F ppqptq “ ppat` bq, a, b P K
to ustalone skalary, w bazie 1, t, t2.

9.29. Przekształcenie liniowe F P LpRrts3,Rrts3q jest dany wzorem

F ppqptq “ pp´1q ¨ t` pp0q ¨ t2 ` pp1q ¨ t3 ´ p1ptq.

(a) Wyznacz macierz F w bazie 1, t, t2, t3.

(b) Rozstrzygnij, czy F jest izomorfizmem.

9.30. Przekształcenie liniowe f : Rrxs2 Ñ R4 jest zadane przez warunki

fp1q “

»

—

—

–

1
0
´1
0

fi

ffi

ffi

fl

, fptq “

»

—

—

–

2
´1
0
3

fi

ffi

ffi

fl

, fpt2q “

»

—

—

–

3
0
2
´2

fi

ffi

ffi

fl

.

Znajdź macierz f w bazach p1 ` t2, 1 ´ t2, tq w Rrxs2 i r1, 1, 1, 1sT , r1, 1,´1,´1sT ,
r1,´1, 1,´1sT , r1,´1,´1, 1sT w R4. Czy f jest monomorfizmem lub epimorfizmem?

9.31. Dane jest przekształcenie liniowe F : Rrxs2 Ñ R4:

F ppq “

»

—

—

–

pp´1q ´ pp1q
pp0q

pp´1q ` pp1q
pp2q

fi

ffi

ffi

fl

.

(a) Wyznacz bazy jądra i obrazu F .

(b) Znajdź macierz F w bazach p1, t, t2q i p~e1, ~e2, ~e3, ~e4q.

(c) Znajdź macierz F w bazach

p1, 1` t, 1` t2q i p~e1, ~e1 ` ~e2, ~e2 ` ~e3, ~e3 ` ~e4q.

9.32. Znajdź macierz przekształcenia D P LpRrxsn,Rrxsnq, Dppq “ p1 ` p2, w bazie
1, t, t2, . . . , tn. Wyznacz kerD oraz imD.
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9.33. Dana jest macierz B P Rn,n. Pokaż, że funkcja f : Rm,n Ñ Rm,n zadana wzorem

fpAq “ BA

jest przekształceniem liniowym. Jaki będzie rozmiar macierzy przekształcenia f w
dowolnych bazach?

Dla m “ 2, n “ 3 i

B “

„

0 1
2 ´1



Wyznacz macierz f w bazie jednostek macierzowych Ei,j “ ~ei~e
T
j .

9.34. Przekształcenie f : R3 Ñ R2 jest dane wzorem

fp~xq “

„

x1 ` x2
x2 ` x3



.

Znajdź macierz f w bazach p~e1, ~e1 ` ~e2, ~e1 ` ~e2 ` ~e3q, p~e1 ` ~e2, ~e1 ´ ~e2q.

9.35. Przekształcenie liniowe F : Rrxs3 Ñ R3 spełnia warunki:

F p1` xq “ r1, 1,´2sT , F px` 2x2 ´ x3q “ r3, 1, 0sT ,

F p1´ xq “ r1, 0, 1sT , F px` 2x2 ` x3q “ r2, 3,´7sT .

(a) Znajdź macierz F w bazach p1, x, x2, x3q w Rrxs3 i p~e1, ~e2, ~e3q w R3.
(b) Czy istnieje podprzestrzeń liniowa V Ă Rrxs3 taka, że f |V P LpV,R3q jest

izomorfizmem V i przestrzeni R3?

9.36. Przekształcenie liniowe f P LpR3,Rrts3q ma własności:

f

¨

˝

»

–

1
1
0

fi

fl

˛

‚“ 1´ 2t3, f

¨

˝

»

–

1
´1
0

fi

fl

˛

‚“ 3t´ 5t2, ker f “ span

¨

˝

»

–

1
1
1

fi

fl

˛

‚.

(a) Wyznacz macierz przekształcenia f w bazach ~e1, ~e2, ~e3 w R3 i 1, t, t2, t3 w Rrts3.
(b) Niech U “ spanpr3, 1,´1sT , r´1, 1, 3sT q. Pokaż, że zbiór fpUq jest podprze-

strzenią liniową w Rrxs3 i określ jej wymiar.

9.37. Niech f P LpR3,Rrts3q,

fp~xq “ px1 ´ x2qt` px2 ` 3x3qp1` t3q ` px1 ` x3qp1´ t2q,

dla x “ rx1, x2, x3s P R3 oraz g P LpRrts3,R3q

gppq “

»

–

p1p1q ` pp0q
p1p´1q ´ pp0q
pp1q ` pp´1q

fi

fl .

(a) Które z przekształceń f, g, f ˝ g, g ˝ f jest monomorfizmem, epimorfizmem,
izomorfizmem?
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(b) Znajdź jądra i obrazy przekształceń f, g, f ˝ g, g ˝ f .

(c) Wyznacz macierz przekształcenia f ˝ g w bazie 1, t, t2, t3 przestrzeni Rrts3.
(d) Wyznacz macierz przekształcenia g ˝ f w bazie ~e1, ~e2, ~e3 przestrzeni R3.

9.38. Dane są przekształcenia liniowe f P LpR3,Rrts2q

fp~xqptq “ px1 ` x3qt
2
` x2 dla ~x “ rx1, x2, x3sT P R3,

oraz g P LpRrts2,R3q

gppq “ rpp´1q, p1p0q, pp1qsT dla p P Rrts2.

(a) Wskaż bazy podprzestrzeni

im f X kerpf ˝ gq Ă Rrts2, oraz im pg ˝ fq ` ker f Ă R3.

(b) Wyznacz macierz przekształcenia f ˝ g w bazie 1, t, t2 przestrzeni Rrts2.

9.39. Pokaż, że odwzorowanie f : Rrxs2 Ñ Rrxs2 dane wzorem

fppqpxq “
`

p2x` 1q ¨ ppxq ´ px2 ` 1q ¨ p1pxq
˘1

jest przekształceniem liniowym. Wyznacz macierz przekształcenia f w bazie p1, x, x2q
i znajdź bazy podprzestrzeni im pfq oraz kerpfq.

9.40. Niech a P R. Przekształcenie liniowe f P LpR3,Rrts2q jest dane wzorem

fprx1, x2, x3s
T
qptq “ 2x2 ´ x1 ´ x2 ¨ t` px1 ` ax3q ¨ t2.

(a) Wyznacz macierz przekształcenia f w bazach p~e1, ~e2, ~e3q w R3 i p1, t, t2q w Rrts2.
(b) Znajdź bazy podprzestrzeni impfq i kerpfq w zależności od a.

(c) Dla jakich wartości a przekształcenie f jest izomorfizmem?

9.41. Niech M “

„

1 0 1 1
2 1 ´2 ´1



i odwzorowanie f : R2,2 Ñ R2,2 jest dane wzorem

fpAq “M ¨

„

A
A



, dla A P R2,2.

(a) Wykaż, że f P LpR2,2,R2,2q.

(b) Zapisz macierz przekształcenia f w bazie
ˆ„

1 0
0 0



,

„

0 1
0 0



,

„

0 0
1 0



,

„

0 0
0 1

˙

przestrzeni R2,2.
(c) Wyznacz bazy przestrzeni ker f oraz imf .

9.42. Przekształcenie liniowe f P LpRrxsn,Rnq jest dane wzorem

fppq “ rp1p0q, p1p1q, . . . , p1pn´ 1qsT .

Udowodnij, że istnieje podprzestrzeń liniowa V Ă Rrxsn o następujących własno-
ściach:
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(i) dimV “ dimpimf |V q “ rank f ,

(ii) można wybrać bazy podprzestrzeni V i W “ imf |V , w których przekształcenie
liniowe f |V P LpV,W q ma macierz Ir, gdzie r “ rank f .

9.43. Niech V będzie skończenie wymiarową przestrzenią liniową. Przekształcenia f, g P
LpV, V ˚q spełniają równanie

fpvqpwq ` gpwqpvq “ 0 dla v, w P V.

Niech B1, B2 będą bazami przestrzeni V a B˚1 , B
˚
2 bazami dualnymi. Ponadto niech

A będzie macierzą zmiany bazy z B1 do B2 a M macierzą przekształcenia f w
bazach B1, B˚2 . W zależności od A i M wyznacz macierz przekształcenia g w bazach
B1, B

˚
2 . Starannie uzasadnij odpowiedź.



Rozdział 10

Funkcjonały liniowe i przestrzenie
dualne

10.1. W przestrzeni pRrxs2q˚ dane są funkcjonały liniowe

f˚1 ppq “ pp1q ´ pp´1q,
f˚2 ppq “ p1p1q,
f˚3 ppq “ p2p0q.

Rozstrzygnij, czy są one liniowo niezależne.

10.2. Dane są następujące funkcjonały liniowe na przestrzeni R3:

v˚1 p~xq “ x1 ` x2, v˚2 p~xq “ x2 ` x3, v˚3 p~xq “ x1 ` x3.

Pokaż, że są one bazą przestrzeni pR3q˚. Zapisz funkcjonał w˚p~xq “ x1´ x3 jako ich
kombinację liniową.

10.3. Pokaż, że każdy funkcjonał liniowy f P pKm,nq˚ jest postaci

f˚pAq “ trpA ¨Bq,

gdzie B P Km,n i przekształcenie liniowe F P LpKm,n, pKm,nq˚q dane wzorem

F pBqpAq “ trpA ¨Bq

jest izomorfizmem.

10.4. Na przestrzeni C2 dane są funkcjonały liniowe

u˚prx1, x2s
T
q “ x1 ` ix2, v˚prx1, x2s

T
q “ x1 ´ iz2.

Wykaż, że u˚, v˚ jest bazą przestrzeni pC2q˚ i znajdź bazę dualną w C2.

10.5. Załóżmy, że dimX ă 8. Pokaż, że dwa niezerowe funkcjonały liniowe a˚, b˚ P X˚

są liniowo niezależne wtedy i tylko wtedy, gdy mają różne jądra.
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10.6. Dla n ` 1 parami różnych liczb x0, x1, . . . , xn określamy funkcjonały liniowe f˚k P
pRrxsnq˚:

f˚k ppq “ p1pxkq, k “ 0, 1, 2, . . . , n.

Pokaż, że funkcjonały f˚k , k “ 0, 1, . . . , n są liniowo zależne.

10.7. W przestrzeni liniowej Crxs3 dana jest baza

p0pxq “ 1, p1pxq “ x, p2pxq “ xpx´ iq, p3pxq “ xpx´ iqpx´ 1q.

Układ funkcjonałów pp˚0 , p
˚
1 , p

˚
2 , p

˚
3q jest bazą przestrzeni pCrxs3q˚ dualną do bazy

pp0, p1, p2, p3q. Funkcjonał f˚ P pCrxs3q˚ jest dany wzorem f˚ppq “ pp´iq. Wyznacz
liczby a0, a1, a2, a3 P C takie, że f˚ “ a0p

˚
0 ` a1p

˚
1 ` a2p

˚
2 ` a3p

˚
3 .

10.8. W przestrzeni liniowej Rrxs2 dane są wielomiany

p1pxq “ 1´ x` x2, p2pxq “ 1` x´ x2, p3pxq “ 1` x` x2.

(a) Sprawdź, że układ pp1, p2, p3q jest bazą.

(b) Niech pφ1, φ2, φ3q będzie bazą w pRrxs2q˚ sprzężoną do bazy pp1, p2, p3q. Zapisz
funkcjonał φppq “ pp´1q`pp1q jako kombinację liniową funkcjonałów φ1, φ2, φ3.

(c) Wyznacz funkcjonały φ1, φ2, φ3.

(d) Zapisz wielomian ppxq “ 3 ´ 4x ` 7x2 jako kombinację liniową wielomianów
p1, p2, p3.

10.9. W przestrzeni liniowej Rrxs dana jest podprzestrzeń liniowa

V “ spanp1` x, x2q.

(a) Wyznacz bazę pf˚1 , f
˚
2 q przestrzeni V ˚ dualną do bazy p1 ` x, x2q przestrzeni

V .

(b) Funkcjonał g P V ˚ jest dany wzorem gppq “ pp0q ` 3pp1q. Przedstaw g jako
kombinację liniową funkcjonałów f˚1 , f

˚
2 .

10.10. Dla ustalonego wielomianu p P Rrxs2 odwzorowanie f˚p : Rrxs2 Ñ R jest dane
wzorem

f˚p pqq “ pp´1qqp1q ` pp0qqp0q ` pp1qqp´1q, q P Rrxs2.

(a) Wykaż, że f˚p jest funkcjonałem liniowym (czyli f˚p P pRrxs2q˚q.
(b) Przekształcenie F : Rrxs2 Ñ pRrxs2q˚ jest dane wzorem

F ppq “ f˚p , p P Rrxs2.

Wykaż, że F P L pRrxs2, pRrxs2q˚q. Rozstrzygnij, czy F jest monomorfizmem i czy
jest epimorfizmem.

(c) Niech pφ˚1 , φ
˚
2 , φ

˚
3q to baza przestrzeni pRrxs2q˚ dualna do bazy p1, 1`x, 1`x`x2q

i ppxq “ 1` x2. Wyznacz skalary α1, α2, α3 P R takie, że f˚p “ α1φ
˚
1 ` α2φ

˚
2 ` α3φ

˚
3 .
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10.11. Dane są macierze

A1 “

„

5 0
0 0



, A2 “

„

0 1
1 1



, A3 “

„

0 1
1 ´1



(a) Pokaż, że układ A1, A2, A3 jest bazą przestrzeni liniowej V “ tA P R2,2 : A “
AT u.

(b) Wyznacz bazę pg˚1 , g
˚
2 , g

˚
3 q przestrzeni V ˚ dualną do bazy pE1, E2, E3q.

(c) Funkcjonał liniowy f˚ P V ˚ jest dany wzorem

f˚
ˆ„

a b
b c

˙

“ 5a` 6b` 7c.

Znajdź liczby β1, β2, β3 P R takie, że f˚ “ β1g
˚
1 ` β2g

˚
2 ` β3g

˚
3 .

10.12. W przestrzeni pR3q˚ znajdź bazę u˚1 , u
˚
2 , u

˚
3 dualną do bazy

~u1 “ r1, 0, 0sT , ~u2 “ r1, 1, 0sT , ~u3 “ r1, 1, 1sT .

Następnie

(a) znajdź współrzędne wektora ~x “ r0, 0, 1sT w bazie ~u1, ~u2, ~u3.

(b) zapisz funkcjonał x˚p~xq “ x2 ´ 6x3 w bazie u˚1 , u
˚
2 , u

˚
3 .

10.13. Endomorfizm F P LpRrts3q jest dany wzorem

F ppq “ 2 ¨ p1ptq ` p1` t` t2 ` t3q ¨ pp0q.

(a) Pokaż, że F jest izomorfizmem.

(b) Rozstrzygnij, czy układ funkcjonałów liniowych f˚j P pRrts3q˚

f˚j ppq “ F ppqpjq, j “ 0, 1, 2, 3

jest bazą przestrzeni pRrts3q˚.

10.14. Funkcjonał a˚ P pRrxs3q˚ jest zadany wzorem

a˚ppq “ p1p0q ` 3pp3qp0q.

Znajdź współrzędne funkcjonału a˚ w bazie dualnej do bazy

1, 1` t, 1´ t2, t3.

10.15. W przestrzeni pRrts2q˚ dane są funkcjonały

f˚ppq “ pp1q, g˚ppq “ p1p1q, h˚ppq “ p1p0q.

(a) Znajdź współczynniki tych funkcjonałów w bazie dualnej do bazy 1, t, t2 prze-
strzeni Rrts2.

(b) Czy układ f˚, g˚, h˚ jest bazą przestrzeni pRrts2q˚?



48 ROZDZIAŁ 10. FUNKCJONAŁY LINIOWE I PRZESTRZENIE DUALNE

10.16. Dla parami różnych liczby zespolonych x0, x1, . . . , xn określamy wielomiany

lkpzq “
ź

0ďjďn
j‰k

z ´ xj
xk ´ xj

.

(a) Pokaż, że układ l0, . . . , ln jest bazą przestrzeni Crzsn.

(b) Opisz bazę przestrzeni pCrzsnq˚ dualną do bazy pl0, l1, . . . , lnq

(c) Dla k “ 0, 1, . . . , n znajdź współczynniki a0,k, . . . , an,k P C takie, że

zk “
n
ÿ

j“0

aj,kljpzq.

10.17. Niech a P C. W przestrzeni pCrxs2q˚ dane są trzy funkcjonały

f˚1 ppq “ pp0q ` app1q, f˚2 ppq “ pp1q ´ app0q, f˚3 ppq “ p1p1q ´ p1p0q.

(a) Dla jakich wartości parametru a układ ten jest bazą przestrzeni pCrxs2q˚?

(b) Czy dla a “ 0 istnieją takie wielomiany f1, f2, f3 P Crxs2, że

f˚k pfjq “

#

1 gdy k “ j,

0 gdy k ‰ j?

Jeżeli tak jest, to wyznacz współczynniki α1, α2, α3 P C takie, że dla wielomianu
qpxq “ x2 ´ 3

q “ α1f1 ` α2f2 ` α3f3.

10.18. (a) Wykaż, że dla dowolnych wektorów ~u,~v P Cn funkcja f˚ : Cn,n Ñ C dana
wzorem

f˚pAq “ ~uTA~v, dla A P Cn,n

jest funkcjonałem liniowym na przestrzeni Cn,n nad ciałem C.

(b) Wykaż, że jeśli A P ker f˚, to

~v P kerA lub imAX kerp~uT q ‰ t0u.

(c) Załóżmy, że wektory ~u1, ~u2, . . . , ~un tworzą bazę przestrzeni liniowej Cn nad ciałem
C. Udowodnij, że układ funkcjonałów

f˚i,jpAq “ ~uTi A~uj, gdzie A P Cn,n, i, j “ 1, 2, . . . , n

jest bazą przestrzeni pCn,nq˚.

Wskazówka: Funkcjonały z bazy dualnej do ~u1, ~u2, . . . , ~un można przedstawić jako
macierze z C1,n.
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10.19. Dane są wektory ~u1, ~u2, . . . , ~un, ~v1, ~v2, . . . , ~vn P Rn takie, że

~uTi ¨ ~vj “

#

1 gdy i “ j,

0 gdy i ‰ j

(a) Udowodnij, że układ p~v1, ~v2, . . . , ~vnq jest bazą przestrzeni Rn, natomiast układ
funkcjonałów

f˚i p~xq “ ~uTi ¨ ~x, i “ 1, 2, . . . , n

jest bazą przestrzeni pRnq˚ dualną do bazy p~v1, ~v2, . . . , ~vnq

(b) Udowodnij, że układ macierzy

Mi,j “ ~vi ¨ ~u
T
i , i, j “ 1, 2, . . . , n

jest bazą przestrzeni Rn,n, natomiast układ funkcjonałów Φk,l P pRn,nq˚

Φk,lpAq “ ~uTk ¨ A ¨ ~vl, k, l “ 1, 2, . . . , n

jest bazą przestrzeni pRn,nq˚ dualną do bazy pMi,jq
n
i,j“1.

10.20. Przekształcenie liniowe f P LpRrts2, pR2q˚q jest zadane wzorem

fppq

ˆ„

x1
x2

˙

“ pp0q ¨ x1 ` pp1q ¨ x2, dla p P Rrts3,
„

x1
x2



P R2.

(a) Znajdź bazę podprzestrzeni ker f .

(b) Wyznacz macierz przekształcenia f w bazie 1, t, t2 w przestrzeni Rrts2 i bazie
dualnej do bazy r1, 0sT , r0, 1sT w przestrzeni pR2q˚.



Rozdział 11

Przestrzenie z iloczynem skalarnym

11.1. Która z poniższych funkcji jest iloczynem skalarnym na R3 ?

(a) x~x, ~yy “ x1y1 ` x2y2,

(b) x~x, ~yy “ x1y1 ` 2x2y2 ` 3x3y3,

(c) x~x, ~yy “ x1y1 ` 2x2y2 ´ 3x3y3,

(d) x~x, ~yy “ x1y2 ` x2y3 ` x3y1

11.2. Która z poniższych funkcji jest iloczynem skalarnym na C3 ?

(a) x~x, ~yy “ x1y1 ` x2y2 ` x3y3

(b) x~x, ~yy “ x̄1y2 ` x̄2y1 ` x̄2y3 ` x̄3y2

(c) x~x, ~yy “ x̄1y1 ` 2x̄2y2 ` 2x̄3y3 ´ ipx̄2y3 ´ x̄3y2q

11.3. W przestrzeni R3 ze standardowym iloczynem skalarnym x~x, ~yy “ ~xT~y wyznacz
wszystkie wektory ortogonalne jednocześnie do wektorów

~v “ r1,´2, 1sT i ~w “ r2,´3,´1s.

11.4. W przestrzeni unitarnej pX, x¨, ¨yq dany jest układ ortonormalny u1, u2, u3, u4. Niech
x “ u1 ´ 2u2 ` 4u4, y “ ´u1 ` u2 ` u3. Oblicz xx, yy oraz }x}, }y}.

11.5. W przestrzeni unitarnej pX, x¨, ¨yq dany jest układ ortogonalny u1, u2, u3, przy czym
xu1, u1y “ xu2, u2y “ 1 i }u3} “ 2. Niech x “ u1 ´ 2u2, y “ ´u1 ` u2 ` 4u3. Oblicz
xx, yy oraz }x}.

11.6. Pokaż, że
xp, qy “ pp´1qqp´1q ` pp0qqp0q ` pp1qqp1q

jest iloczynem skalarnym na przestrzeni Rrxs2.

(a) Oblicz „długość” wielomianu pptq “ t3 w normie pochodzącej od tego iloczynu
skalarnego.

(b) Wyznacz wszystkie wielomiany q P Rrxs2 ortogonalne do wielomianu ppxq “
x2 ´ x´ 1.
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(c) Podaj przykład bazy ortogonalnej w przestrzeni Rrxs2 z podanym iloczynem
skalarnym.

11.7. Załóżmy, że x0, x1, . . . , xn to n`1 różnych liczb z ciała K. Niech p, q P Krxsn. Pokaż,
że

xp, qy “
n
ÿ

k“0

ppxkqqpxkq

jest iloczynem skalarnym na Krxsn.

11.8. Warunek równoległoboku. Pokaż, że dla dowolnych wektorów x, y w przestrzeni
euklidesowej lub unitarnej pX, x¨, ¨yq zachodzi równość

2 }x}2 ` 2 }y}2 “ }x` y}2 ` }x´ y}2 .

11.9. Pokaż, że w przestrzeni euklidesowej pX, x¨, ¨yq dla dowolnych dwóch wektorów x, y

xx, yy “
}x` y}2 ` }x´ y}2

4
.

11.10. Pokaż, że dla dowolnych wektorów x, y z przestrzeni unitarnej pX, x¨, ¨yq

xx, yy “
}x` y}2 ´ }x´ y}2 ` i }x` iy}2 ´ i }x´ iy}2

4
.

11.11. Pokaż, że w przestrzeni euklidesowej X, dwa wektory ~x, ~y spełniają }x} “ }y} wtedy
i tylko wtedy, gdy wektory x` y i x´ y są ortogonalne.

11.12. W przestrzeni Kn rozważamy standardowy iloczyn skalarny. Niech A P Kn,n i za-
łóżmy, że kolumny macierzy A tworzą układ ortonormalny. Uzasadnij, że macierz A
jest nieosobliwa. Jak wygląda macierz A´1?

11.13. W Rn rozważamy standardowy iloczyn skalarny x~x, ~yy “ ~xT~y. Niech A P Rn,n.
Pokaż, że ATA “ In wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdego ortonormalnego układu
wektorów ~u1, . . . , ~un P Rn układ A~u1, . . . , A~un też jest ortonormalny.

11.14. X jest przestrzenią liniową nad ciałem C lub R i układ px1, x2, . . . , xnq jest jej bazą,
z bazą dualną px˚1 , x

˚
2 , . . . , x

˚
nq. Udowodnij, że funkcja

xu, vy “
n
ÿ

k“1

x˚kpuq ¨ x
˚
kpvq, u, v P X

jest iloczynem skalarnym na przestrzeni X, w którym baza px1, x2, . . . , xnq jest or-
tonormalna.

11.15. W skończenie wymiarowej przestrzeni z iloczynem skalarnym pX, x¨, ¨yq dane są pod-
przestrzenie U, V . Pokaż, że

(a) pUKqK “ U ,

(b) jeżeli U Ă V , to V K Ă UK,
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(c) pU ` V qK “ UK X V K,

(d) pU X V qK “ UK ` V K.

11.16. Sprawdź, że układ wektorów

~v1 “ r1, 1, 1, 0sT , ~v2 “ r´1, 3,´2, 1s, ~v3 “ r´1, 0, 1, 1sT

jest ortogonalny w R4 ze standardowym iloczynem skalarnym i uzupełnij go do
bazy ortogonalnej przestrzeni R4. Zapisz wektor ~x “ r1, 1,´1,´1s jako kombinację
liniową wektorów z tej bazy.

11.17. Załóżmy, że w przestrzeni euklidesowej Rn ze standardowym iloczynem skalarnym
x~x, ~yy “ ~xT~y istnieje baza ortogonalna złożona z wektorów, których współrzędne są
równe 1 lub ´1. Pokaż, że n ď 2 lub n jest wielokrotnością liczby 4.

11.18. W przestrzeni R3 ze standardowym iloczynem skalarnym przeprowadź ortogonali-
zację Grama-Schmidta układu wektorów

~x1 “ r1, 2,´2sT , ~x2 “ r´2,´1, 7sT , ~x3 “ r5, 0,´2sT .

Czy otrzymany układ jest bazą ortogonalną? Jeżeli tak, to zapisz wektor ~e1 za
pomocą wektorów z tej bazy.

11.19. W przestrzeni R4 ze standardowym iloczynem skalarnym x~x, ~yy “ ~xT~y przeprowadź
ortogonalizację Grama - Schmidta układu wektorów

~v1 “

»

—

—

–

1
1
´1
´1

fi

ffi

ffi

fl

, ~v2 “

»

—

—

–

´3
1
´1
3

fi

ffi

ffi

fl

, ~v3 “

»

—

—

–

6
´4
´2
0|

fi

ffi

ffi

fl

.

Uzyskany układ wektorów uzupełnij do bazy ortogonalnej przestrzeni R4 i wyznacz
współrzędne wektora ~e1 w tej bazie.

11.20. Tw. Pitagorasa. W przestrzeni euklidesowej lub unitarnej pX, x¨, ¨yq dany jest or-
togonalny układ wektorów x1, . . . , xk. Pokaż, że

k
ÿ

j“1

}xk}
2
“

›

›

›

›

›

k
ÿ

j“1

xk

›

›

›

›

›

2

.

11.21. W przestrzeni R3 ze standardowym iloczynem skalarnym znajdź rzut ortogonalny
wektora ~x “ r´2, 1, 4sT na płaszczyznę x1 ` x2 ` x3 “ 0

11.22. W przestrzeni R4 ze standardowym iloczynem skalarnym dana jest podprzestrzeń

V “ spanpr1, 1, 1, 1sT , r0,´3, 1, 0sT q.

Znajdź rzuty ortogonalne wektora ~x “ r1, 0,´1, 0sT na podprzestrzenie V i V K.
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11.23. W przestrzeni euklidesowej R4 ze standardowym iloczynem skalarnym

x~x, ~yy “ ~xT~y

dana jest podprzestrzeń liniowa:

X “ t~x P R4 : x1 ´ x2 ´ x4 “ x2 ` x3 ´ x4 “ 0u.

Wyznacz rzuty ortogonalne wektora r3, 3, 3, 3sT na podprzestrzenie X i XK.

11.24. W przestrzeni R4 ze standardowym iloczynem skalarnym dana jest podprzestrzeń

V “ spanpr1, 1, 1, 1sT , r0,´3, 1, 0sT q.

Znajdź rzuty ortogonalne wektora ~x “ r1, 0,´1, 0sT na podprzestrzenie V i V K.

11.25. Na przestrzeni euklidesowej pRrxs4, x¨, ¨yq, gdzie

xp, qy “
2
ÿ

k“´2

ppkqqpkq,

określone jest przekształcenie liniowe F P LpRrxs4q

F ppqpxq “
1
2
pppxq ` pp´xqq.

Pokaż, że jest to rzut ortogonalny. Wyznacz jądro i obraz tego rzutu.

11.26. Układ x1, . . . , xk w przestrzeni z iloczynem skalarnym pX, x¨, ¨yq jest ortonormalny.
Udowodnij nierówność Bessela: dla dowolnego wektora y P X

k
ÿ

i“1

|xxi, yy|
2
ď }y}2 .

11.27. Udowodnij, że w przestrzeni z iloczynem skalarnym pX, x¨, ¨yq rzut ortogonalny PZpxq
wektora x P X na podprzestrzeń liniową Z spełnia nierówność

}x´ PZpxq} ď }x´ z}

dla każdego wektora z P Z. Pokaż, że równość zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
z “ PZpxq.

11.28. Na przestrzeni Rrxs4 rozważamy iloczyn skalarny

xp, qy “
2
ÿ

k“´2

ppkqqpkq.

Pokaż, że Rrxs4 jest sumą prostą podprzestrzeni wielomianów parzystych i niepa-
rzystych oraz te podprzestrzenie są ortogonalne.
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11.29. Niech x¨, ¨y oznacza iloczyn skalarny określony na przestrzeni liniowej Rrxs3 nad
ciałem R taki, że wielomiany

p1pxq “ 1, p2pxq “ 1` x, p3pxq “ 1` x` x2, p4pxq “ 1` x` x2 ` x3

tworzą układ ortonormalny.

(a) Oblicz iloczyny skalarne xxk, xly dla k, l P t0, 1, 2, 3u.

(b) Znajdź rzut ortogonalny wielomianu qpxq “ x3 na podprzestrzeń spanpx, x2q.

11.30. Dana jest macierz

A “

»

—

—

–

2 1 0 0
1 2 0 0
0 0 4 ´1
0 0 ´1 4

fi

ffi

ffi

fl

P R4,4.

(a) Dla ~x, ~y P R4 niech x~x, ~yyA “ ~xTA~y. Udowodnij, że x¨, ¨yA jest iloczynem skalar-
nym na przestrzeni liniowej R4 (nad ciałem R).

(b) W przestrzeni euklidesowej pR4, x¨, ¨yAq dana jest podprzestrzeń liniowa

V “ t~x P R4 : x1 ` x2 “ x3 ` x4 “ 0u, ~x “ rx1, x2, x3, x3s
T .

Wyznacz rzuty ortogonalne wektora ~y “ r1, 1, 1, 1sT na podprzestrzenie V i V K.

UWAGA: Iloczyn skalarny w podpunkcie (b) jest zdefiniowany w podpunkcie (a).

11.31. W przestrzeni euklidesowej pR4, x¨, ¨yq, gdzie x~x, ~yy “ ~xT~y dla ~x, vecy “ R4, dane są
podprzestrzenie liniowe

V “ span

¨

˚

˚

˝

»

—

—

–

1
2
1
0

fi

ffi

ffi

fl

˛

‹

‹

‚

, W “

$

’

’

&

’

’

%

»

—

—

–

x1
x2
x3
x4

fi

ffi

ffi

fl

P R4 : x2 ´ x3 ` x4 “ x1 “ 0

,

/

/

.

/

/

-

(a) Czy suma V K `WK jest prosta?

(b) Czy R4 “ V `WK?

11.32. W przestrzeni euklidesowej R4 ze standardowym iloczynem skalarnym (x~x, ~yy “
~xT~y) dane są podprzestrzenie liniowe

X “

$

’

’

&

’

’

%

»

—

—

–

x1
x2
x3
x4

fi

ffi

ffi

fl

: x1 ` x4 “ x2 ` x3 “ 0

,

/

/

.

/

/

-

, Y “ span

¨

˚

˚

˝

»

—

—

–

1
0
1
0

fi

ffi

ffi

fl

,

»

—

—

–

0
1
0
1

fi

ffi

ffi

fl

˛

‹

‹

‚

.

(a) Rozstrzygnij, czy sumy podprzestrzeni X `Y i XK`Y są proste i czy są równe
całej przestrzeni R4.
(b) Znajdź bazy ortogonalne przestrzeni X i XK.

(c) Oblicz rzuty ortogonalne wektora r1,´1, 1,´1sT na podprzestrzenie X, XK i
Y K.
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11.33. W przestrzeni euklidesowej R5 ze standardowym iloczynem skalarnym (x~x, ~yy “
~xT~y) dana jest podprzestrzeń liniowa

V “ t~x P R5 : x1 ` x2 ` x3 “ x2 ´ x3 ` x4 “ x3 ` x4 ` x5 “ 0u,

gdzie ~x “ rx1, x2, x3, x4, x5sT .

(a) Znajdź bazę ortogonalną podprzestrzeni V K.

(b) Oblicz rzuty ortogonalne wektora ~w “ r3,´1, 1, 5, 3sT na podprzestrzenie V i
V K.

11.34. Niech n ą 1. W przestrzeni euklidesowej Rn z iloczynem skalarnym

x~x, ~yy “ ~xT~y

rozważamy podprzestrzeń

V “ t~x P Rn : x1 ` x2 ` . . .` xn “ 0u.

(a) Znajdź bazę ortogonalną podprzestrzeni V K.

(b) Wyznacz rzut ortogonalny wektora ~x “ rn, 0, . . . , 0sT na podprzestrzeń V .

11.35. W przestrzeni euklidesowej R4 ze standardowym iloczynem skalarnym
x~x, ~yy “ ~xT~y dana jest podprzestrzeń liniowa

U “ t~x P R4 : x1 ´ 2x2 ´ x3 “ x3 ´ x4 “ 0u.

(a) (5 pkt.) Znajdź bazę ortogonalną podprzestrzeni U .

(b) (5 pkt.) Wyznacz rzut ortogonalny wektora ~v “ r6, 5,´2,´1sT na podprze-
strzeń UK.

11.36. W przestrzeni euklidesowej pR5, x¨, ¨yq z iloczynem skalarnym x~x, ~yy “ ~xT~y dana jest
podprzestrzeń liniowa

V “ t~x P R5 : x1 ` x2 ` x3 “ x2 ´ 4x3 ` x4 “ 0u, gdzie ~x “ rx1, x2, x3, x4, x5sT .

Znajdź bazę ortogonalną dopełnienia ortogonalnego przestrzeni V i oblicz rzut or-
togonalny wektora ~a “ r5, 2,´1, 3, 3sT na przestrzeń V .

11.37. W przestrzeni euklidesowej pR5, x¨, ¨yq z iloczynem skalarnym x~x, ~yy “ ~xT~y dana jest
podprzestrzeń liniowa

V “ t~x P R5 | x1 ´ 2x2 ` x4 “ 2x2 ´ x3 ´ 2x4 ` x5 “ 0u.

(gdzie ~x “ rx1, x2, x3, x4, x5sT ). Niech ~a “ r1,´2, 1, 1, 1sT P R5. Oblicz normy rzutów
ortogonalnych wektora ~a na podprzestrzenie V i V K.
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11.38. W przestrzeni euklidesowej pR4, x¨, ¨yq z iloczynem skalarnym x~x, ~yy “ ~xT~y zdefinio-
wano podprzestrzenie liniowe

X “

$

’

’

&

’

’

%

»

—

—

–

x1
x2
x3
x4

fi

ffi

ffi

fl

P R4 | x1 ´ x2 ` x3 ´ x4 “ x2 ` x3 “ 0

,

/

/

.

/

/

-

, Y “ span

¨

˚

˚

˝

»

—

—

–

´1
1
´1
1

fi

ffi

ffi

fl

,

»

—

—

–

2
1
´1
0

fi

ffi

ffi

fl

˛

‹

‹

‚

.

Znajdź bazę ortogonalną podprzestrzeni X ` Y i oblicz rzut ortogonalny wektora
r1, 1, 1, 1sT na podprzestrzeń X X Y .

11.39. W przestrzeni Kn ze standardowym iloczynem skalarnym dana jest podprzestrzeń
V . Układ wektorów ~v1, . . . , ~vk jest bazą ortonormalną podprzestrzeni V . Niech

A “ ~v1~v
H
1 ` . . .` ~vk~v

H
k .

(a) Pokaż, że dla każdego wektora ~x P Kn PV p~xq “ A~x.

(b) Jaki jest rząd macierzy A? Wyznacz podprzestrzenie imA oraz kerA.

11.40. Pokaż, że nierówność Schwarza

|xx, yy| ď }x} ¨ }y}

staje się równością wtedy i tylko wtedy, gdy wektory x i y są liniowo zależne.

11.41. Niech

A “

»

–

1 0 0
0 2 ´1
0 ´1 1

fi

fl

oraz odwzorowanie x¨, ¨yA : R3 ˆ R3 Ñ R jest dane wzorem x~x, ~yyA “ ~xTA~y dla
~x, ~y P R3.

(a) Pokaż, że x¨, ¨yA jest iloczynem skalarnym w R3.
(b) W przestrzeni pR3, x¨, ¨yAq znajdź rzut prostopadły wektora r2, 2,´2sT na do-

pełnienie ortogonalne podprzestrzeni spanpr1, 0, 1sT , r´1, 1, 1sT q.

11.42. W przestrzeni R3 rozważamy standardowy iloczyn skalarny x~x, ~yy “ ~xT~y. Niech

A “

»

–

1 0
0 1
1 ´1

fi

fl P R3,2.

Wyznacz wszystkie macierze M P R3,2 takie, że dla każdego ~x P R2 zachodzi
xAx,Mxy “ 0. Pokaż, że zbiór wszystkich takich macierzy jest podprzestrzenią
liniową w R3,2 i wyznacz jej wymiar.

11.43. pX, x¨, ¨yXq i pY, x¨, ¨yY q są przestrzeniami euklidesowymi. Przekształcenie liniowe
f P LpX, Y q ma własność

@v P X xv, vyX “ xfpvq, fpvqyY .



57

(a) Pokaż, że f jest monomorfizmem.

(b) Udowodnij, że @v, w P X xv, wyX “ xfpvq, fpwqyY .

11.44. W Rn wyznacz kosinus kąta między wektorem ~ek, k “ 1, 2, . . . , n, i podprzestrzenia-
mi

V “ t~x P Rn : x1 ` x2 ` . . .` xn “ 0u.

11.45. Oblicz kosinus kąta między przekątną n-wymiarowej kostki regularnej, a jej ścianą
k - wymiarową.

11.46. W przestrzeni euklidesowej pR3, x¨, ¨yq z iloczynem skalarnym x~x, ~yy “ ~xT~y zdefinio-
wano podprzestrzenie liniowe

X “ span

¨

˝

»

–

´2
1
0

fi

fl ,

»

–

0
1
2

fi

fl

˛

‚, Y “

$

&

%

»

–

x1
x2
x3

fi

fl P R3 | 2x1 `mx2 `mx3 “ 0

,

.

-

,

gdzie m P R. Dla jakich wartości parametru m miara kąta pomiędzy pewnym wek-
torem prostopadłym do przestrzeni X i pewnym wektorem prostopadłym do prze-
strzeni Y jest równa π

3?



Rozdział 12

Endomorfizmy i zagadnienie własne

12.1. Zbadaj podobieństwo macierzy

(a)
„

0 0
0 0



i
„

0 1
0 0



,

(b)
„

1 0
0 1



i
„

1 1
0 1



,

(c)
„

1 0
´1 0



i
„

´1 0
0 1



12.2. Udowodnij, że podobieństwo macierzy jest relacją równoważności.

12.3. Rozstrzygnij, czy macierze dwóch różnych obrotów płaszczyzny R2 są podobne.

12.4. Macierze A,B P Kn,n są podobne, q P Krxs jest wielomianem. Pokaż, że macierze
qpAq i qpBq też są podobne.

Uwaga: jeżeli qpxq “ anx
n`. . .`a1x`a0 i A P Kn,n, to qpAq “ anA

n`. . .`a1A`a0In.

12.5. W R2 wyznacz macierze zmiany bazy
„

´1
2



,

„

2
3



na bazę
„

1
0



,

„

0
1



oraz macierz

zmiany bazy
„

1
0



,

„

0
1



na bazę
„

´1
2



,

„

2
3



.

12.6. W przestrzeni Rrxs2 wyznacz macierz zmiany bazy 1, x, x2 na bazę 12xp1 ´ xq, 1 ´
x2, 12p1` xqx. Wyznacz macierze A, B, endomorfizmu f P LpRrxs2q danego wzorem

fppq “ xp1pxq ` pp0q

w obu bazach i znajdź macierz C taką, że B “ CAC´1. Oblicz wyznacznik i wielo-
mian charakterystyczny endomorfizmu f .

12.7. Niech A P Kn,n, n ě 2. Pokaż, że

pApxq “ p´1qnxn ` p´1qn´1ptrAqxn´1 ` qpxq,

gdzie q P Krxsn´2 i qp0q “ detnA.

58
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12.8. Macierze A,B P Rn,n są podobne. Wykaż, że rankA “ rankB.

12.9. Wyznacz wielomian charakterystyczny, wektory i wartości własne endomorifzmu
D P LpRrxsnq, Dppq “ p1.

12.10. Wyznacz wartości i wektory własne macierzy

A “

„

2 3
4 3



.

Znajdź macierze nieosobliwą C i diagonalną D, C,D P R2,2, takie, że D “ C´1AC.
Oblicz macierz A2021.

12.11. Dana jest macierz A “

„

0 ´1
1 0



. Wyznacz jej wartości własne i podprzestrzenie

własne. Czy macierz A jest podobna do pewnej macierzy diagonalnej D P R2,2 lub
D P C2,2?

12.12. Wyznacz wartości własne macierzy

A “

»

–

´3 ´8 ´4
0 1 2
0 2 ´2

fi

fl .

Dla każdej wartości własnej λ wyznacz bazę podprzestrzeni własnej Vλ. Pokaż, że
macierz A jest podobna do pewnej macierzy diagonalnej i wyznacz macierz C taką,
że macierz CAC´1 jest diagonalna.

12.13. Pokaż, że macierz A “

»

–

2 1 0
0 2 1
0 0 2

fi

fl nie jest podobna do żadnej macierzy diagonalnej.

12.14. Dwie macierze diagonalne A,B P Cn,n są podobne. Co można powiedzieć o elemen-
tach tych macierzy?

12.15. Rozstrzygnij, czy macierz jest diagonalizowalna i jeśli jest, wskaż bazę przestrzeni
R3 lub R4 złożoną z jej wektorów własnych.

(a)

»

–

´1 3 ´1
´3 5 ´1
´3 3 1

fi

fl

(b)

»

–

4 7 ´5
´4 5 0
1 9 ´4

fi

fl

(c)

»

—

—

–

1 1 1 1
1 1 ´1 ´1
1 ´1 1 ´1
1 ´1 ´1 1

fi

ffi

ffi

fl

(d)

»

–

´5 1 0
1 ´3 2
1 ´1 ´4

fi

fl

(e)

»

—

—

–

3 ´1 0 1
0 3 4 4
0 0 ´5 ´8
0 0 4 7

fi

ffi

ffi

fl



60 ROZDZIAŁ 12. ENDOMORFIZMY I ZAGADNIENIE WŁASNE

12.16. pX, x¨, ¨yq jest przestrzenią unitarną i V Ă X jest podprzestrzenią liniową Wyznacz
wartości i podprzestrzenie własne rzutu ortogonalnego na podprzestrzeń V . Czy w
pewnej bazie przestrzeni X ten rzut ma macierz diagonalną?

12.17. Macierz A P Kn,n ma jedną wartość własną λ P K, a odpowiadająca jej podprze-
strzeń własna Vλ ma wymiar równy n. Pokaż, że A “ λIn.

12.18. Niech a P K oraz

A “

»

—

—

—

—

—

—

—

—

–

a 1
a 1

a
. . .
. . . 1

a 1
a

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

.

Wyznacz wielomian charakterystyczny macierzy A. Pokaż, że A ma dokładnie jedną
wartość własną równą a. Jaki jest wymiar podprzestrzeni własnej odpowiadającej
wartości własnej a?

12.19. Endomorfizm f P LpRn,nq jest dany wzorem

fpAq “ AT , dla A P Rn,n.

Wyznacz wartości i podprzestrzenie własne endomorfizmu f . Czy f jest diagonali-
zowalny?

12.20. Macierz A P Rn jest antysymetryczna. Pokaż, że wszystkie wartości własne macierzy
A są postaci ai, gdzie a P R.

12.21. pX, x¨, ¨yq jest przestrzenią unitarną wymiaru n ă 8, natomiast endomorfizm
f P LpXq spełnia

@x, y P X xx, yy “ xfpxq, fpyqy.

(a) Niech M P Cn,n będzie macierzą f w bazie ortonormalnej x1, . . . , xn. Pokaż, że
MH ¨M “ In.

(b) Pokaż, że wszystkie wartości własne endomorfizmu f są liczbami zespolonymi
o module 1, a wektory własne odpowiadające różnym wartościom własnym są
ortogonalne.

12.22. Dla danego wektora ~v P C3zt0u niech

Xp~vq “
!

A P C3,3 : D λ P C ~v P kerpA´ λI3q
)

.

(a) Pokaż, że dla każdego ~v P C3zt0u zbiór Xp~vq jest podprzestrzenią liniową w
C3,3.

(b) Załóżmy, że wektory ~u,~v, ~w P C3 są liniowo niezależne i A P Xp~uq X Xp~vq X
Xp~wq. Udowodnij, że macierz A jest diagonalizowalna.
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Określoność macierzy

13.1. Zbadaj określoność macierzy
»

–

a 1 0
1 a 1
0 1 a

fi

fl P R3,3

w zależności od parametru a.

13.2. Niech

A “

»

—

—

–

1 0 a 0
0 1 0 a
a 0 1 0
0 a 0 1

fi

ffi

ffi

fl

P R4,4

Zbadaj określoność macierzy A w zależności w zależności od parametru a.

13.3. Niech dla ~x P R3
fp~xq “ x21 ` 2x22 ` 2x23 ` 2x1x2 ` 2x1x3.

Znajdź macierz symetryczną A P R3,3 taką, że fp~xq “ ~xTA~x i zbadaj określoność
macierzy A.

13.4. Macierz symetrycznaA “ raijs P Rn,n jest dodatnio (ujemnie) określona. Udowodnij,
że aii ą 0 (aii ă 0) dla i “ 1, 2, . . . , n.

13.5. Niech A P R. Udowodnij, że macierz B “ AT ¨ A jest symetryczna i nieujemnie
określona oraz jest dodatnio określona wtedy i tylko wtedy, gdy macierz A jest
nieosobliwa.

13.6. Macierz symetryczna A jest dodatnio określona. Udowodnij, że istnieje macierz sy-
metryczna B taka, że A “ B2.

Wskazówka: Skorzystaj z tw. 11.22 w skrypcie.

13.7. Macierz A “ raijs P Rn,n jest symetryczna i

aii ą
n
ÿ

j‰i,j“1

|aij|, dla j “ 1, 2, . . . , n.

Pokaż, że macierz A jest dodatnio określona.
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