Teoria aproksymacji. Zadania #4.

1. Niech D = {(z,y) € R? : 2?2 +y? < 1}, V C C(D) jest podprzestrzenia funkcji
afincznych (x,y) — ax + by + ¢, f € C(D) jest rézniczkowalna we wnetrzu D.
Pokaz, ze zbiér Py (f) jest jednoelementowy.

2. Niech f € C0,1], f(z) = Vx, V = lin(1,z,...,2") i p € Py(f) jest postaci
p(z) =ap + a1z + - - - + a,z". Pokaz, zeazal+1<0dla2—12...,n—l.

3. Udowodnij tw. de La Vallée Poussina: Uklad funkcji ciagtych {g1,...,¢,} na
odcinku [a, b] spelnia warunek Haara, f € Cla,b] iV =lin(g1, ..., gn). Jezeli istnieje
vg € Vipunkty a <ty <t; <---<t, <btakie, ze

sgn(f —wvo)(ti) = —sgn(f — vo)(tist1) 1=0,1,...,n—1
to

dist(f,V) > r{)linn |f(t:) — vo(t;)].

.....

4. Udowodnij tw. Freuda: K jest zwarta przestrzenia Hausdorffa, V' C C(K) jest
przestrzenia Haara i J( f) oznacza jedyny element zbioru Py (f). Pokaz, ze dla kazdej
funkeji fo € C(K) istnieje stata A > 0 taka, ze dla kazdego f € C(K) zachodzi

13(fo) = 3(fllee < Allfo = flloo-

5. K jest zwarta przestrzenia Hausdorffa, V' C C(K) jest przestrzenia Haara, f €
C(K), e > 0. Pokaz, ze istnieje 6 > 0 takie, ze jezeli v € V' i

v — f|| < (14 6)dist(f,V)
to [Jlv—TJf|| <e.

6. Czy twierdzenie o silnej aproksymacji zachodzi w dowolnej przestrzeni Hilberta H?
Doktadniej, niech dana bedzie przestrzen skonczenie wymiarowa V' C H. Czy dla
kazdego x € H istnieje v > 0 takie, ze dla dowolnego v € V

Iz = o[l > llz = voll + ~llvo = v,

gdzie vy € Py(x)?



