Teoria aproksymacji. Zadania #2

1. Niech X = R" z metryka euklidesowa, zbior M C X jest domkniety i wypukty.
Pokaz, ze M jest zbiorem Czebyszewa i odwzorowanie x — Pys(x) spetnia warunek
Lipschitza ze stala 1.

2. X jest przestrzenia liniowa unormowang i G C X jest podprzestrzenia. Bedziemy
pisa¢ f 1L G wtw. gdy || f|l < ||f + ¢g|| dla kazdego g € G. Udowodnij, ze jezeli X
jest przestrzenig Hilberta, to f Il G <= f L G. W ogdlnym przypadku pokaz,
ze g€ bo(f) &= (f-yg) LG

3. Pokaz, ze w kazdej przestrzeni liniowej unormowanej nieskonczenie wymiarowej X
istnieje zbior domkniety M C X taki, ze Py (0) = 0.

4. ZADANIE STEINHAUSA. Wyznacz ciag kanoniczny dla podprzestrzeni

V ={at+ B} C Li[a,b].
5. Oblicz odlegtosé¢ (w metryce L) funkcji f(t) = t* od podprzestrzeni V w poprzed-
nim zadaniu.

6. Funkcje f1, fo € L'[—1,1] okredlone sa wzorami fi(t) = 1, fo(t) = max(0,t),
V =lin(f1, f2) C L'[-1,1]. Wyznacz ciag kanoniczny dla podprzestrzeni V' i znajdz
element najlepszej aproksymacji g € V' dla funkeji f(¢t) = |¢|, t € [-1,1].

7. Pokaz, ze odwzorowanie Tj : 5" — R

ap+1(2)

Ti(w) = Yosgnar [ gi(s)ds,
k=0 a

k()
ktore pojawito sie w dowodzie TW. 3 na 2. wyktadzie, jest ciagte.

8. Podprzestrzen Y C Lja,b] ma skonczony wymiar i Y # {0}. Pokaz, ze istnieje
f € Li[a,b] takie, ze zbiér Py (f) ma wiecej niz 1 element.

9. Y C L]0, 1] jest podprzestrzenia liniowa, f € L1[0, 1], go € Y. Pokaz, ze gy € Py (f)
wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego g € Y zachodzi

/Olgsgn(f — go) < /A |91,

gdzie A ={z € [0,1] : f(z) = go(x)}.



