Teoria aproksymacji. Zadania #1

Ponizej znajduja sie zadania z 1. ¢wiczen oraz zadania, ktére bedziemy omawia¢ na 2.
¢wiczeniach.

O ile nie jest napisane inaczej, X jest przestrzenia Banacha.
1. Zbior M C X jest domkniety i wypuktly. Pokaz, ze dla kazdego x € X zbior Py(x)
tez jest domkniety i wypukty.
2. Zbiér A C X jest (lokalnie) zwarty. Pokaz, ze A jest zbiorem proksyminalnym.
3. Rozwazmy przestrzen Cy0, 1] = {f € C[0,1] : f(0) = 0} znorma || f|| = sup;ep1) | f(1)]-
i

Niech 4 = {f € Cy[0,1] : [, f(t)dt = 0} i z(t) = t. Pokaz, ze dist(z, A) = 3

4. Pokaz, ze kazda przestrzen Hilberta jest jednostajnie wypukta i w definicji jedno-

stajniej wypuklosci mozna wziaé 6(c) = g2,

5. Dowdd tw. Clarksona: Jezeli 1 < p < oo to przestrzen L,(£2, p1) jest jednostajnie
wypukta

(a) Pokaz, ze gdy 1 < p < o0, to
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(c¢) Korzystajac z (a) i (b) pokaz jednostajna wypukto$é przestrzeni L, (€2, p).

6. Mowimy, ze przestrzen unormowana X jest Scisle wypukta, jezeli dla dowolnych
x,y € X takich, ze ||z|| = ||ly|| = 1, zachodzi ||wT+y|| <1,

(a) Pokaz, ze przestrzenie ¢, C[0, 1], I*, L*[0, 1] nie sa cisle wypukte.
(b) Jezeli X jest Scisle wypukta i M C X jest przestrzenia skonczenie wymiarowa,
to dla kazdego x € X zbiér Py(z) jest jednoelementowy.

(c) Jezeli X nie jest $cisle wypukta, to istnieje podprzestrzen skonczenie wymiarowa
M C X ix € X takie, ze zbiér Py,(x) ma wiecej niz jeden element.

7. Pokaz, ze kazda przestrzen jednostajnie wypukta jest scisle wypukta
8. Pokaz, ze przestrzen Scidle wypukta skonczonego wymiaru jest jednostajnie wypukta.
9. Podaj przyktad przestrzeni X scisle wypuktej, ktora nie jest jednostajnie wypukta.

10. Przestrzen X jest silnie unormowana, jezeli
Vz,y € X ||z +y|| = ||| + ||yl = = i y sa liniowo zalezne.

Niech A bedzie podprzestrzenia liniowa skonczonego wymiaru w silnie unormowanej
przestrzeni X. Pokaz, ze A jest zbiorem Czebyszewa.



