AF1* — Zadania z dnia 11/01/2012

Cwiczenia:

C1. Pokaz, ze w przestrzeni cg ciagi stabo Cauchy’ego nie musza by¢ stabo zbiezne.

Zadania domowe:

Ponizsze zadania wymagaja materiatu z wyktadu w dniu 13/01/2012.
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(a) X jest nieskoficzenie wymiarowg przestrzenig Banacha. Pokaz, ze topologia o (X, X*) nie jest
metryzowalna.

(b) X jest osrodkowa przetrzenia Banacha. Pokaz, ze topologia o(X™*, X) na domknietej kuli
jednostkowej Bx+ C X* jest metryzowalna.

(¢) X jest przestrzenia Banacha i X* jest przestrzenia osrodkowa. Pokaz, ze topologia o (X, X*)
na domknietej kuli jednostkowej Bx C X jest metryzowalna.

Pokaz, ze C0,1] jest gestym podzbiorem L°°[0,1] z topologia o(L>°, L').

X jest przestrzenia unormowana i K C X jest zwarty w topologii o(X, X*). Pokaz, ze K jest
domkniety w normie i ograniczony.

Pokaz, ze domknieta kula jednostkowa w co nie jest zwarta w topologii o (cg, ¢1).

Niech fn(t) = + 22[:21 et Udowodnij, ze fy — 0 w L?[—, 7). Znajdz ciag kombinacji wypu-

klych funkeji fn zbiezny do 0 w normie L2.

X 1Y to przestrzenie unormowane. Pokaz, ze operator liniowy T : X — Y jest ciagly wtedy i
tylko wtedy, gdy jest ciagly w stabych topologiach (o(X,X*) na X i o(Y,Y*) na V).

Dany jest podzbior A C (2, A = {e,, +me, : 1 <m < n < oo}. Pokaz, ze 0 nalezy do domkniecia
A w topologii o(£2, £?), ale nie istnieje ciag x,, € A taki, ze z,, — 0.

X jest przestrzenig unormowana, id : X — X** jest kanonicznym wlozeniem. Pokaz, ze id jest
homeomorfizmem przestrzeni topologicznych (X, o (X, X*)) i (id(X), o(X™**, X*)).

Ponizsze zadania to kolejne kroki w dowodzie tw. Schura: w ¢! kazdy ciag stabo zbiezny jest
zbiezny w normie.

(a) Domknigta kula jednostkowa By C £°° jest metryzowalna w topologii o (¢£°°, ¢1).

(b) Niech z,z, € £* iz, = x. Dla e > 0im > 1 definiujemy zbiory

B,, = ﬂ {x* € By : |z*(xy) — 2™ (2)] < E}.

3
m>=1

Pokaz, ze B,, sa w*-domkniete (czyli domkniete w topologii o(¢>°,¢%)), Byse = J,,, B, oraz
istnieje mg takie, ze inty,« By, # 0. (int,+ to wnetrze w topologii o (£>°, (1))

(c) Pokaz ze istnieja xf € By, y1,...,yx € £, 7 > 0 takie, ze
U(x8; 75915 -« Yn) N Bpoo C By
(d) Pokaz, ze istnieja dodatkowo p € N oraz § > 0 takie, ze
Bieo NU(x5;0;€1,...,6p) CU(XG; 7391, - - Yk) N Byoo.

(e) Pokaz, ze ||, — x|, — 0.



