AF1* — Zadania z 12/11/2011

Uwaga: Zakladamy, ze wszystkie przestrzenie liniowe sa rzeczywiste lub zespolone, chyba ze jest
napisane inaczej.

Zadania omowione na zajeciach:

Z1.

Z2.

Z3.

Z4.

Z5.
Z6.
77.

Niech 0 < p < 1. Pokaz, ze topologia przestrzeni ¢P(N) wyznaczona przez metryke dp(z,y) =
Y oreo lz(z) — y(k)[P nie jest normowalna.

Dana jest przestrzen mierzalna (X, u) 1 u(X) < 00,1 < p < ¢ < oo Pokaz, ze LY(X, u) C LP(X, p)
i istnieje stala C' = C(p, q, u(X)) taka, ze dla dowolnej funkeji f € L4(X) zachodzi

£, < Sl -

Dana jest podprzestrzen V C C([0,1]?),

V={F(z,y) = f(z)+9(y): f,g € C[0,1]}.
Pokaz, ze V jest domknigta.

(X, || ) jest przestrzenia unormowana, V C X jest podprzestrzenia i dimV < oo. Pokaz, ze
(VI D) jest przestrzenia Banacha.

Pokaz, ze przestrzen BV|0, 1] nie jest osrodkowa.
Pokaz, ze przestrzen £°°(N) nie jest osrodkowa.

Pokaz, ze przestrzen LP[0,1] jest oSrodkowa.

Zadania domowe:

D1.
D2.

D3.

D4.

Ds5.

Czy przestrzen L]0, 1] jest zupelna z norma przestrzeni LP[0,1] dla 1 < p < ¢ < 00?

Pokaz ciaglo$é i wyznacz normy nastepujacych funkcjonaléw liniowych na C[0, 1]:

(a) 6(f) = £(0).
(b) 6(f) = Jy f(@)g(x)dz, gdzie g € L}[0,1],

() o(f) = fy"* Flw)dw — [, F(2)dz + 2 (1),

(d) 6(f) = 352, a(n)F(L), gdzie a = (a(n)), € £1(N).

Na przestrzeni P wszystkich wielomiandéw rzeczywistych dana jest norma

lpll = / Ip(t)dt.

Niech zg € [0, 1]. Rozwazamy funkcjonal ¢(p) = p(xo). Czy ¢ jest ciagly?

Pokaz, ze na kazdej przestrzeni Banacha nieskoficzonego wymiaru istnieje nieciagly funkcjonatl
liniowy.

Niech 0 < p < 1. Przestrzen LP|0, 1] definiujemy tak samo jak w przypadku p > 1. Topologia na
L?[0,1] jest zadana przez metryke

dy(frg) = /0 () — g(a)|Pde.

Pokaz, ze na LP[0, 1] nie istnieja niezerowe funkcjonaly liniowe ciagle.



D6. Przestrzenie Bergmana. 1 < p < oo, D C C oznacza otwarty dysk jednostkowy. Niech AP(D)
oznacza zespolong przestrzen liniowg funkcji holomorficznych na D takich, ze

1/p
1 L an (o = ( /D |f(z)|”dz) <.

. . ap . .
) ) P *

(a) Pokaz, ze (AP(D), || [l 4»(p)) jest przestrzenia Banacha

(b) Pokaz, ze dla kazdego zg € D funkcjonatl liniowy ¢(f) = f(z0) jest ciagly na (AP (D), || HA,,(D)).

Wskazéwka: Pokaz, ze zbiezno$é w normie przestrzeni AP (D) implikuje zbiezno$é jednostajna na
zwartych podzbiorach D.

D7. Pokaz, ze dla dowolnych 1 < p < g < oo nie zachodzi zadna z inkluzji

LP(R) € LYR),  LY(R) C LP(R).
D8. Niech 1 < p < o0, f € LP(R). Pokaz, ze dla kazdego € > 0 istnieje 6 > 0 taka, ze gdy [¢t| < J, to

/ @t 1) — f@)Pde <
R

D9. Niech CB(R) oznacza przestrzen liniowa wszystkich funkcji ciaglych i ograniczonych na R z
norma supremum. Jest to nieo$rodkowa przestrzen Banacha. Nastepnie niech:

Coo(R) = {f € CB(R) : suppf jest zbiorem zwartym},
Co(R)={f e CB[R): | llim f(z) =0},
Czy Coo(R) 1 Co(R) sa domknietymi podprzestrzeniami CB(R)?

D10. Pokaz, ze Cp(R) i Cpo(R) sa gestymi podprzestrzeniami w LP(R) dla 1 < p < oo.



