
Zadania domowe z GAL II � seria A
(termin: 20 VI � przed egzaminem)

(Autorem cz¦±ci zada« jest dr A. Bojanowska)

1. Niech

A =

 2 4 −2
−1 −2 1
−1 −3 2

 .
a) Czy macierz A100 jest diagonalizowalna?
b) Znajd¹ przykªad macierzy B ∈M3×3(R) takiej, »e B5 = A.

2. Znajd¹ ortonormaln¡ (wzgl¦dem standardowego iloczynu skalarnego) baz¦
wektorów wªasnych dla przeksztaªcenia ϕ : R3 → R3 zadanego wzorem

ϕ
(
(x1, x2, x3)

)
= (2x2 + x3, 2x1 + 3x2 + 2x3, x1 + 2x2).

3. W a�nicznej przestrzeni euklidesowej R4 ze standardowym iloczynem ska-
larnym znajd¹ ukªad równa« opisuj¡cy pªaszczyzn¦ prostopadª¡ do [0, 1, 0, 1]+
lin
(
(1, 1, 0, 3), (0, 2, 1, 1)

)
i przechodz¡c¡ przez punkt [1, 1, 0, 0].

4. Niech
A : (1, 1, 1), (1, 0, 1), (0, 1, 1)

oraz

M(ξa)A,A =

 1 −1 1
−1 2 0
a 0 5

 .
a) Dla jakich warto±ci a ∈ R forma dwuliniowa ξa jest iloczynem skalarnym?
b) Podaj wzór analityczny na ξ1.

5. Udowodnij, »e diagonalizowalne przeksztaªcenie ortogonalne jest symetri¡
prostopadª¡.

6. W a�nicznej przestrzeni euklidesowej R4 ze standardowym iloczynem
skalarnym znajd¹ równanie opisuj¡ce obraz pªaszczyzny M :

{
x1 + x3 = 2

przy symetrii prostopadªej wzgl¦dej prostej l = [1, 0, 1] + lin
(
(1, 1, 1)

)
.

Wskazówka: Wystarcz¡ dwie linijki rachunków.
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7. a) Podaj przykªad iloczynu skalarnego w przestrzeni R2, dla którego
trójk¡t o wierzchoªkach

[1, 0], [2, 0], [4, 5]

jest równoboczny.
b) Czy istnieje iloczyn skalarny speªniaj¡cy warunek z punktu a), dla którego

∠
(
(1, 0), (0, 1)

)
≤ 90◦ ?

Wskazówka: Rozwa» iloczyny skalarne w trójk¡cie z punktu a).

8. Sklasy�kuj nast¦puj¡c¡ izometri¦ przestrzeni R3 (ze standardowym ilo-
czynem skalarnym):

ϕ
(
(x1, x2, x3)

)
= (−x3, x1, x2).

Okre±l, czy jest to symetria, obrót, czy te» ich zªo»enie. Znajd¹ baz¦ orto-
normaln¡, w której macierz ϕ ma posta¢ cosα − sinα 0

sinα cosα 0
0 0 ±1


9. W zale»no±ci od warto±ci t ∈ R okre±l typ a�niczny hiperpowierzchniXt ⊆
R3 zadanej równaniem

x2
2 + 2x2x3 + 2tx2 + 2x3 + 2x3x1 − 2x1 − 1 = 0

oraz wyznacz jej ±rodki symetrii.
Wskazówka: Rachunki mog¡ si¦ upro±ci¢, je±li najpierw rozwa»ysz t = 0.

10. Niech hiperpowierzchnia Xt ⊆ Rn (n ≥ 3) b¦dzie opisana równaniem
postaci

n∑
i=1

aix
2
i +

∑
1≤i<j≤n

bijxixj +
n∑

i=1

cixi + d = 0,

gdzie dokªadnie jeden ze wspóªczynników ci jest równy parametrowi t, za±
wszystkie pozostaªe wspóªczynniki ai, bij, ci, d s¡ staªymi liczbami rzeczywi-
stymi. Udowodnij, »e poprzez zmienianie warto±ci t mo»na uzyska¢ co naj-
wy»ej trzy ró»ne typy a�niczne powierzchni Xt.
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