1. Nasza podprzestzen to
(1,1,0,1) + lin {(1,—-1,2,—-1),(-2,-2,5,3),(3,1,—-3,—4)} .

Pierwszy z generatorow podprzestrzeni T'H jest suma 2 pozostatych, ktore nie
sa rownolegle, wiec TH = lin{(1,-1,2,—1),(-2,-2,5,3),(3,1,-3,—4)} =
lin {(1,-1,2,—1),(=2,-2,5,3)} jest wymiaru 2. Wystarczy nam podaé¢ dwa
niezalezne réwnania postaci

(*) 121 + AoTo + A3T3 + A4T4 = 0

spetniane przez kazdy element T'H, bo opisza wigksza od niej podprzestrzen,
ale z twierdzenia Kroneckera-Capelliego bedzie ona réwniez wymiaru 2, wiec
bedzie réwna T'H. Na to, by réwnanie (x) byto spelnione dla kazdego x € TH
potrzeba i wystacza, by a; —as+2a3—ay = 0 oraz —2a; —2as+5az+3a4 = 0.
Rozwiaujac ten uktad réwnan, dostajemy dwa niezalezne rozwiazania, np.
(5,1,0,4), (—11,0,1,—9). Zatem T'H jest opisane przez

5$1+1’2+4Z’4 =0
—11ZE1 + T3 — 91’4 = 0,

a H przez x — (1,1,0,1) € TH, czyli

5]71 + o —|—4ZL‘4 =10
—111‘1 + 23 — 9113’4 = —20.

2. 7 uktadu opisujacego [, wynika, ze x5 = 1 oraz x; = 3x3, zatem
lo = (0,1,0) + lin{(3,0,1)}. Niech punktami przecigcia | z prostymi [y, ls
beda odpowiednio (0,5,1) 4+ a(1,2,0) oraz (0,1,0) + b(3,0,1). Przechodznie
wyznaczonej (wyznaczonej, bo tatwo sprawdzié¢, ze proste [ i [y nie ma-
ja punktéw wspélnych) przez nie prostej przez (4,4,1) jest réwnowazne z
afiniczng zaleznoscia punktéw (4,4,1), (a,2a + 5,1),(3b,1,b), czyli réwno-
legloscig wektoréw (a — 4,2a + 1,0), (3b — 4, —3,b — 1). Zaden z nich nie
moze by¢ zerowy, wiec b — 1 = 0, a stad 2a + 1 = 3(a — 4), czyli a = 13
(i odwrotnie, dla tych warto$ci mamy réwnolegto$é). Punktami przeciecia sa
wiec (13,31,1) oraz (3, 1,1). Pozostato znalez¢ uktad rénan opisujacy prosta
[ =(4,4,1) +1in{(1,3,0)} = (0,-8,1) + lin{(1,3,0)}. Wida¢ stad natych-
miast, ze r3 = 1 oraz x9 = —8 + 321, a z powodéw wymiarowych 2 rénania
wystarczg.



3. Niech Hy = py+lin{uy, ..., ux} oraz Hy = po+lin {vy, ..., v;}. Woéwcezas
af (Hy U Hy) = af {p1,p1 +uy, ..., p1 +Up, P2, p2 +01,...,p2 Ui} =

=p +lin{u, ..., ug, pip2, P02 + V1, ..., pip2 + U1} =
=p1 +lin{u, ..., ug, p1p3, 01, ..., 0} = p1 + THy + lin{pips} + T Ho,

co konczy dowdd.

5. Z Hy C Hy wynika, ze TH; C THy. Ale dmTH;, = dimH; >
dim Hy, = dimT'H,, wigc z wiedzy o przestrzeniach liniowych T'Hy = T Ho,
ale wtedy dla dowolnego h € HiNHy = Hy mamy H; = h+TH, = h+TH, =
HQ.



