Bedziemy uzywacé notacji A® B @ ... dla macierzy blokowej, ktorej bloki
sg zerowe oprocz lezacych na przekatnej blokéw A, B, . ..

la. Latwo (na przyklad korzystajac z tego, ze det (if( g) = det X det 2)

policzy¢, ze wa(z) = (z—3)* W rozkladzie Jordana macierzy A sa wiec tylko
klatki odpowiadajace wartosci wlasnej 3. Eliminacjg wierszowg dowiadujemy
sig, ze tk(A — 31) = 2, zatem sa 4 — 2 = 2 klatki. Ale juz (A —31)* = 0, wiec
moga by¢ rozmiaru co najwyzej 2, czyli doktadnie 2, zatem
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1b. Wielomian minimalny macierzy A to m4 = (z — 3)?. Aby macierz B
miata wy = wp oraz my = mp potrzeba i wystarcza, by miata tylko klatki
odpowiadajace wartosci wtasnej 3, z ktorych kazda jest rozmiaru co najwyzej
2. Latwo wida¢, ze jedyne takie macierze to

31 31 3 1 30
(03)2 (0 ) o 0 3)= (0 5)

2a. Mamy H = (0,0,4) +1lin ((1,1,-2),(0,1,-1),(1,2,-3)) = (0,0,4) +
lin ((1,1,—-2),(0,1,—1)). W tej postaci generatory T'H sa liniowo niezalezne,
wiec dim H = 2 i baza punktowa sa na przyktad (0,0,4), (1,1,2),(0,1,3). Co
wiecej, TH C (1,1,1)%, wiec z powdéw wymiarowych w miejscu zawiernia
mamy réwnoéé i H = (0,0,4) + (1,1,1)*, czyli H jest opisane réwnaniem
T+y+z=4.

2b. Punkt p spetnia rownanie opisujace H, wiec p € H.

2c. L. 5(2,0,0) ¢ H, wiec L Z H.

3. Mamy wy(z) = z*(x — 1) = wp,(z), zatem w postaci Jordana obu
macierzy klatka odpowiadajaca wartosci wtasnej 1 jest jedna i rozmiaru 1.
Suma rozmiarow klatek odpowiadajacych wartosci 0 jest réwna 3, wiec z
faktu, ze rkA = 2 wynika, ze wartosci 0 odpowiada jedna klatka rozmiaru
3. Rozumujac analogicznie dla By, rkB; = 2 jest warunkiem wystarczajacym
dla A ~ By, wiec wobec oczywistej koniecznosci jest mu réwnowazny. Latwo
sprawdzi¢, ze tkB; = 2 dlat # —1 oraz rkB; = 1 dlat = —1, wiec ostatecznie
A~ B, wtw gdy t # —1.

4. Udowodnimy fakt ogélniejszy: jesli A € M, (R) oraz wy(z) = (1 —2)",
to A¥ ~ A dla kazdego k € N*. Powinno by¢ wiadomo, ze jesli A; ~ B;
dla kazdego i, to ®A; ~ ®B;. Pozwala to bez straty ogdlnosci zatozy¢, ze A



jest pojedyncza klatka Jordana odpowiadajacg wartosci 1, czyli A =1+ J,
gdzie J jest nilpotentng klatka rzedu n — 1. Chcemy wykazaé, ze AF ~ A,
czyli A¥ — I ~ A — 1 = J. Wystarczy pokazaé, ze A¥ — I jest macierza
nilpotentng rzedu n — 1, bo nilpotentnos¢ gwarantuje zera na przekatnej
postaci Jordana, a rzad n — 1 zapewnia, ze jest podobna konkretnie do J.

k k=1 .
Ze wzoru dwumianowego A* — I = (I + J)¥ — I = ; (’f) Jh=J ;0 (il) J'.

k-1 ,
Niech B = (lfl) Ji. Macierze J i B komutuja, wiec (A* — )" = J"B" =
i=0

0. Ponadto B jest gornotrojkatna (bo kazda J°¢ taka jest) i jej wszystkie
wyrazy na przekatnej sa niezerowe (konkretnie réwne k), wiec jest odwracalna
irk (Ak — I) =rkJB =rkJ = n — 1, co koniczy dowdd.



