
Troch¦ si¦ obawiamy, czy udost¦pniaj¡c ten plik nie wy±wiadczymy niektórym nied»wiedziej przysªugi.
Z tego powodu wyra¹nie ostrzegamy, »e z tego pliku nie da si¦ nauczy¢ GAL-u, poniewa»

• Przedstawione tu metody trudno opanowa¢ na pami¦¢, za to do±¢ ªatwo odtworzy¢, je±li si¦ zna
stoj¡c¡ za nimi teori¦ (której nie przedstawili±my � to nie skrypt).

• Caªy ten plik dotyczy w wi¦kszo±ci zada« praktycznych, które w zasadzie nie s¡ GAL-em. (Nawet
na kolokwium nie daj¡ 100% punktów, tylko najwy»ej 60%. Zreszt¡ patrz ni»ej.)

Dajemy go Wam po to, »eby sobie co± powtórzy¢ / utrwali¢ / zrozumie¢ jakie± detale niezrozumiane
na ¢wiczeniach itp.

Aha, nawet je±li by si¦ daªo nauczy¢ st¡d GAL-u (na jak¡± trój¦), to nie warto, poniewa»

• Ten przedmiot ma swój urok, który zwykª si¦ ujawnia¢ w zadaniach typu 5 na kolokwium. Za
to nie tutaj :)

• Jest to by¢ mo»e jedyny przedmiot na matematyce, dla którego stworzenie takiego spisu metod
jest w ogóle mo»liwe. Lepiej od razu zacz¡¢ przestawia¢ si¦ na inny sposób my±lenia.

Miªej lektury! :)

1 Przestrzenie cykliczne i niezmiennicze

Badanie podprzestrzeni cyklicznych i niezmienniczych jest prostsze dla przeksztaªce« jordanizuj¡cych

si¦. Z tego powodu w tym rozdziale b¦dziemy na ogóª zakªada¢, »e przeksztaªcenie ϕ : V → V nad

ciaªem K posiada baz¦ Jordana A.

Oznaczenie. Niech ϕ : V → V b¦dzie ustalonym endomor�zmem. Wtedy ϕk = ϕ ◦ ϕ ◦ . . . ◦ ϕ︸ ︷︷ ︸
k-krotne zªo»enie

.

Oznaczenie (wewn¦trzne). Niech Ṽ(λ) b¦dzie lin-em wszystkich (a nie tylko wªasnych) wektorów
z bazy Jordana zwi¡zanych z warto±ci¡ λ.

Z twierdzenia Jordana wynika, »e V =
L
λ∈Λ Ṽ(λ), gdzie Λ jest zbiorem pierwiastków wielomianu charakterystycznego wϕ(λ).

Falka w oznaczeniu jest dlatego, »e niektórzy przez V(λ) oznaczaj¡ przestrze« wektorów wªasnych dla λ, a nam chodzi o caªe klatki.

Teoria

De�nicja 1.

• Przestrzeni¡ niezmiennicz¡ dla ϕ (albo ϕ-niezmiennicz¡) nazywamy podprzestrze« W ⊆ V
tak¡, »e ϕ(W ) ⊆ W .
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• Przestrzeni¡ cykliczn¡ dla ϕ oraz wektora α nazywamy podprzestrze«

Cϕ(α) = lin
(
α, ϕ(α), ϕ2(α), ϕ3(α), . . .

)
,

któr¡ mo»na te» opisa¢ jako najmniejsz¡ podprzestrze« ϕ-niezmiennicz¡ zawieraj¡c¡ α.

Je±li V jest sko«czenie wymiarowa, to równie» Cϕ(α) jest sko«czenie wymiarowa, a st¡d wynika, »e powy»szy wielokropek mo»na

zast¡pi¢ ci¡giem sko«czonym, tzn. istnieje k takie, »e Cϕ(α) = lin
`
α, . . . , ϕk(α)

´
i dopisywanie nast¦pnych elementów nie powi¦kszy

ju» tego lin-u.

• Podprzestrze« W ⊆ V nazywamy cykliczn¡ dla ϕ, je±li W = Cϕ(α) dla pewnego α.

Fakt 2. Dla dowolnych W ⊆ V oraz λ ∈ K, W jest ϕ-niezmiennicza ⇔ W jest ϕ(λ)-niezmiennicza.

Dowód. (⇒) Niech α ∈ W , wówczas ϕ(λ)(α) = ϕ(α)− λα ∈ W , poniewa» W jest ϕ-niezmiennicza.
(⇐) Wystarczy zauwa»y¢, »e ϕ =

(
ϕ(λ)

)
(−λ)

, i skorzysta¢ z (⇒) :)

Fakt 3. Dla dowolnych α ∈ V oraz λ ∈ K mamy Cϕ(α) = Cϕ(λ)
(α).

Dowód. Dla dowolnego ψ, Cψ(α) jest najmniejsz¡ ψ-niezmiennicz¡ podprzestrzeni¡ zawieraj¡c¡ α.
Jednak z faktu 2 wynika, »e podprzestrzenie ϕ-niezmiennicze s¡ te same, co ϕ(λ)-niezmiennicze, zatem
je±li w±ród jednych i drugich wybierzemy najmniejsz¡ zawieraj¡c¡ α, otrzymamy t¦ sam¡.

De�nicja 4. Wektor α ∈ V (niekoniecznie bazowy) nazwiemy wektorem k-tego poziomu, je±li w±ród
wektorów bazy A potrzebnych do wygenerowania α najgª¦bszy znajduje si¦ dokªadnie na k-tym po-
ziomie.

Przykªad. Niech A b¦dzie baz¡ R6 i niech

M(ϕ)AA =

266666664

2 1
2 1

2
2 1

2
3 1

3

377777775
,

co odpowiada nast¦puj¡cym rysunkom (liczbami rzymskimi zaznaczamy poziomy wektorów bazowych):

ϕ(2) : 0

α1

α2

α3

0

α4

α5

I

II

III

ϕ(3) : 0

α6

α7

I

II

W takim razie mamy
Ṽ(2) = lin

`
α1, α2, α3, α4, α5

´
, Ṽ(3) = lin

`
α6, α7

´
.

Wektor α1 +α4 le»y na poziomie I, poniewa» le»¡ tam α1 oraz α4. Wektor α1− 2α2 + 17α4 + 2α5 le»y na poziomie II, poniewa» le»¡ tam α2

i α5, za± pozostaªe wykorzystane wektory bazowe (α1 i α4) le»¡ wy»ej. Wektor 0 wymaga jak zwykle szczególnego traktowania; przyjmijmy,

»e le»y na poziomie zerowym.

Mo»na te» my±le¢ o tym tak:
{wektory k-tego poziomu w Ṽ(λ)} = kerϕk(λ) \ kerϕk−1

(λ)
.

Fakt 5. Je±li α ∈ Ṽ(λ) jest wektorem poziomu k > 0, to ϕ(λ)(α) jest poziomu k − 1.
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Dowód. Wystarczy skorzysta¢ z liniowo±ci ϕ(λ) i popatrze¢ na obrazek sznurków.

Fakt 6. Je±li α ∈ Ṽ(λ) jest wektorem k-tego poziomu, to

Cϕ(α) = Cϕ(λ)
(α) = lin

(
α, ϕ(λ)(α), ϕ2

(λ)(α), . . . , ϕk−1
(λ) (α)

)
,

a ponadto wymienione wektory s¡ niezale»ne.

Dowód. Z faktu 5 wynika, »e ϕk(λ)(α) = 0, wi¦c w tym momencie z pewno±ci¡ mo»na �zako«czy¢

wielokropek� w de�nicji Cϕ(α). Poza tym wynika stamt¡d, »e wymienione wektory le»¡ na ró»nych
poziomach, wi¦c s¡ niezale»ne (np. dlatego, »e ich wspóªrz¦dne w bazie A uszeregowane wg poziomów
tworz¡ macierz schodkow¡).

Fakt 7. Je±li dla warto±ci wªasnej λ istnieje dokªadnie jedna klatka Jordana, to dla dowolnego wektora
k-tego poziomu α ∈ Ṽ(λ) zachodzi

Cϕ(α) = kerϕk(λ).

Dowód. Je±li mamy tylko jedn¡ klatk¦ dla λ, to dim kerϕk(λ) = k. W takim razie z faktu 6 wynika
równo±¢ wymiarów, a sk¡din¡d równie» zawieranie ⊆. Zatem mamy równo±¢ podprzestrzeni.

Fakt 8. Dowolna podprzestrze« ϕ-niezmiennicza jest sum¡ (niekoniecznie prost¡) sko«czenie wielu
podprzestrzeni cyklicznych.

Dowód. Je±liW jest tak¡ przestrzeni¡ i β1, . . . , βk jest jej baz¡, toW jest sum¡ przestrzeni Cϕ(βi).

Uwaga. Z twierdzenia z wykªadu wynika, »e mo»na nawet wymaga¢, »eby suma byªa prosta. Dowód
jest trudny i go pomijamy, mo»na go znale¹¢ na stronie prof. Strojnowskiego (kliknij link).

Fakt 9. Je±li dla warto±ci wªasnej λ istnieje dokªadnie jedna klatka Jordana, to wszystkie podprze-
strzenie ϕ-niezmiennicze zawarte w Ṽ(λ) s¡ cykliczne.

Dowód. Z faktu 7 wynika, »e wszystkie niezerowe podprzestrzenie ϕ-cykliczne zawarte w Ṽ(λ) zawieraj¡
wektor bazowy pierwszego poziomu. Wobec tego nie istniej¡ ich sumy proste, a zatem (korzystaj¡c
z powy»szej uwagi) widzimy, »e podprzestrze« niezmiennicza mo»e by¢ jedynie sum¡ prost¡ jednej

podprzestrzeni cyklicznej, czyli si¦ z ni¡ pokrywa¢.

Lemat 10. Niech α =
∑

λ∈Λ α(λ), gdzie α(λ) ∈ Ṽ(λ). Wówczas

Cϕ(α) =
⊕
λ∈Λ

Cϕ(α(λ)).

Poniewa» zakªadamy jordanizowalno±¢ ϕ, mamy V =
L
λ∈Λ Ṽ(λ), zatem przedstawienie wektora α jako sumy

P
α(λ) jest jednoznaczne.

Obrazowo, lemat mówi przede wszystkim tyle, »e dowolna podprzestrze« ϕ-cykliczna jest sum¡ podprzestrzeni ϕ-cyklicznych zawartych
w ró»nych Ṽ(λ). Podajemy jednak bardziej techniczne i zarazem silniejsze sformuªowanie, które pozwala w praktyce usprawni¢ obliczenie
Cϕ(α) dla skomplikowanych wektorów α.

Przykªad. Poniewa» α1 +α4 oraz α6 s¡ wªasne, z de�nicji mamy Cϕ(α1 +α4) = lin(α1 +α4) oraz Cϕ(α6) = lin(α6). Wobec z tego z lematu
wynika natychmiast, »e

Cϕ(α1 + α4 + α6) = lin
`
α1 + α4, α6

´
.
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Dowód lematu 10. Zawieranie ⊆ wynika z de�nicji Cϕ oraz z liniowo±ci ϕ. Suma przestrzeni Cϕ(α(λ))

jest prosta, poniewa» ka»da z nich zawiera si¦ w odpowiedniej Ṽ(λ), za± suma tych przestrzeni jest
prosta. Pozostaje zatem wykaza¢ zawieranie ⊇. W tym celu wystarczy sprawdzi¢, »e Cϕ(α) ⊇ Cϕ(α(λ))
dla ka»dego λ, a skoro Cϕ(α) jest niezmiennicza, wystarczy w tym celu sprawdzi¢, »e α(λ) ∈ Cϕ(α).

B¦dziemy teraz rozumowa¢ indukcyjnie wzgl¦dem sumy poziomów wektorów α(λ), któr¡ oznaczymy
przez L. Najpierw zauwa»my, »e je±li tylko jeden spo±ród wektorów α(λ) jest niezerowy, to jest on
równy α, zatem nie ma czego dowodzi¢. W szczególno±ci mamy zapewnion¡ baz¦ indukcji dla L = 1;
ponadto mo»emy zaªo»y¢, »e istniej¡ co najmniej dwie warto±ci λ obecne w α (nazwijmy λ obecn¡

w α, gdy α(λ) 6= 0). Skoro tak, wybierzmy dowoln¡ z nich i oznaczmy przez λ0.

Rozpatrzmy wektor β = ϕ(λ0)(α) =
∑

λ∈Λ β(λ), gdzie β(λ) = ϕ(λ0)(α(λ)). Zauwa»my, »e z faktu 5
wynika, »e

β(λ0) = ϕ(λ0)(α(λ0))

le»y o jeden poziom wy»ej ni» α(λ0), za± dla λ 6= λ0 wektor

β(λ) = ϕ(λ0)(α(λ)) = ϕ(λ)(α(λ)) + (λ0 − λ) · α(λ)

pozostaje na tym samym poziomie, na którym znajdowaª si¦ α(λ). Wynika st¡d, »e wektor β ma sum¦
poziomów L − 1, zatem z zaªo»enia indukcyjnego otrzymujemy, »e Cϕ(β) zawiera wszystkie β(λ), to
jest

ϕ(λ0)(α(λ0)) oraz ϕ(λ)(α(λ)) + (λ0 − λ) · α(λ) dla λ 6= λ0.(1)

Ale, jako »e β = ϕ(α)−λ0α ∈ Cϕ(α), mamy Cϕ(β) ⊆ Cϕ(α), zatem Cϕ(α) zawiera wszystkie wektory
wymienione w (1). Co wi¦cej, dzieje si¦ tak dla ka»dej λ0 obecnej w α. Przechodz¡c po nich wszystkich
(i korzystaj¡c z zaªo»enia, »e s¡ co najmniej dwie :), otrzymujemy, »e dla ka»dych λ′ 6= λ obecnych
w α przestrze« Cϕ(α) zawiera wektory

ϕ(λ)(α(λ)) oraz ϕ(λ)(α(λ)) + (λ′ − λ) · α(λ),

a wi¦c równie» zawiera α(λ). Je±li za± λ jest nieobecna w α, to α(λ) = 0 ∈ Cϕ(α). To ko«czy krok
indukcyjny i zarazem caªy dowód.

Fakt 11. Dowolna podprzestrze« ϕ-niezmiennicza jest sum¡ prost¡ podprzestrzeni ϕ-niezmienniczych
zawartych w ró»nych Ṽ(λ).

Dowód. Skorzystamy z lematu 10, aby wykaza¢, »e je±li W jest niezmiennicza, to

W =
⊕
λ∈Λ

(
W ∩ Ṽ(λ)

)
.

Jest jasne, »e suma po prawej zawiera si¦ wW , oraz »e jest prosta, poniewa» ka»dy skªadnik zawiera si¦
w odpowiednim Ṽ(λ), a te przestrzenie tworz¡ sum¦ prost¡. Wystarczy zatem wykaza¢ ⊆. Niech α ∈ W ,
wówczas Cϕ(α) ⊆ W , za± z lematu 10 mamy

α ∈ Cϕ(α) =
⊕
λ∈Λ

(
Cϕ(α) ∩ Ṽ(λ)

)
⊆
⊕
λ∈Λ

(
W ∩ Ṽ(λ)

)
.
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Metody

1. Opisz wszystkie wektory k-tego poziomu le»¡ce w Ṽ(λ).

1. Wypisz ogóln¡ kombinacj¦ liniow¡ wektorów bazowych z Ṽ(λ) le»¡cych na poziomach ≤ k.
Gdyby u»y¢ gª¦bszych wektorów, kombinacja liniowa równie» le»aªaby gª¦biej ni» na k-tym poziomie.

2. Doªó» warunek: wspóªrz¦dne odpowiadaj¡ce wektorom bazowym k-tego poziomu nie mog¡ by¢
wszystkie naraz zerowe.
Bo gdyby wszystkie byªy zerowe, to kombinacja le»aªaby gdzie± pªyciej ni» na k-tym poziomie.

Przykªad. Dla rozwa»anego wcze±niej ϕ, ogóln¡ postaci¡ wektora II poziomu nale»¡cego do Ṽ(2) jest

aα1 + bα2 + dα4 + eα5, gdzie a, b, d, e ∈ R oraz (b, e) 6= (0, 0).

2. Opisz (podaj¡c baz¦) przestrze« cykliczn¡ Cϕ(α), gdzie α ∈ Ṽ(λ).

1. Wyznacz numer poziomu k, na którym le»y α.

2. Baz¦ Cϕ(α) tworzy (na mocy faktu 6) nast¦puj¡cy ci¡g k wektorów:

α, ϕ(λ)(α), ϕ2
(λ)(α), . . . , ϕk−1

(λ) (α).(2)

• Je±li α jest wektorem z bazy Jordana, powy»szy ci¡g skªada si¦ po prostu z α oraz wszystkich
wektorów znajduj¡cych si¦ wy»ej na tym samym sznurku na rysunku dla ϕ(λ).

• Je±li α nie jest bazowy, ale mamy jego rozkªad w bazie Jordana, to przykªadanie ϕ(λ) jest
wci¡» ªatwe: wszystkie wspóªrz¦dne na rysunku dla ϕ(λ) powinny w ka»dym kroku przenosi¢
si¦ o jeden poziom w gór¦, i gin¡¢ po osi¡gni¦ciu najwy»szych zer (patrz przykªad).

Przykªad. a) Dla podanego wcze±niej ϕ przestrzenie cykliczne dla wektorów bazowych s¡ takie:

Cϕ(α1) = lin
`
α1

´
, Cϕ(α4) = lin

`
α4

´
, Cϕ(α5) = lin

`
α5

´
,

Cϕ(α2) = lin
`
α2, α1

´
,

Cϕ(α3) = lin
`
α3, α2, α1

´
.

b) Dla przykªadowego niebazowego wektora α = α1 − 4α2 + 15α3 − α4 − 3α5 (III-go poziomu) mamy za±

ϕ(2)(α) = −4α1 + 15α2 − 3α4, ϕ2
(2)(α) = 15α1

i wobec tego

Cϕ(α) = lin
“
α1 − 4α2 + 15α3 − α4 − 3α5, −4α1 + 15α2 − 3α4, 15α1

”
.

W¦drówk¦ wspóªczynników wida¢ najlepiej na obrazku:

α : 0

α11

α2−4

α315

0

α4−1

α5−3

ϕ(2)(α) : 0

α1−4

α215

α3

0

α4−3

α5

ϕ2
(2)(α) : 0

α115

α2

α3

0

α4

α5
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Maj¡c ju» Cϕ(α) z powy»szej metody, mo»emy cz¦sto co± upro±ci¢, albo nawet poskleja¢, np.

Cϕ(α1 − 4α2 + 15α3 − α4 − 3α5) = lin
“
α1 − 4α2 + 15α3 − α4 − 3α5, −4α1 + 15α2 − 3α4, 15α1

”
=

= lin
“
− 4α2 + 15α3 − α4 − 3α5, 15α2 − 3α4, α1

”
=

= lin
“
− 3α2 + 5α3 − α5, 5α2 − α4, 5α1

”
=

= Cϕ(−3α2 + 5α3 − α5).

(3)

Ale nie wydaje si¦, »eby w ogólno±ci byªo warto si¦ tym przejmowa¢. No, mo»e z wyj¡tkiem jednej ogólnej sytuacji, któr¡ opisujemy
w punkcie 3d.

3. Zrozum/opisz wszystkie podprzestrzenie ϕ-cykliczne zawarte w Ṽ(λ) [podaj¡c ich bazy,
wymiary, liczb¦ itp.].

Rozwi¡zanie zale»y od sytuacji oraz od tego, jak bardzo chcemy by¢ dokªadni. Niech R oznacza rozmiar
najwi¦kszej klatki Jordana w Ṽ(λ).

(a) Jedyn¡ podprzestrzeni¡ cykliczn¡ 0-wymiarow¡ jest oczywi±cie {0}.

(b) W maksymalnej ogólno±ci: aby opisa¢ szukane podprzestrzenie wymiaru 0 < k ≤ R, wypisujemy
ogóln¡ posta¢ wektora k-tego poziomu z Ṽ(λ) (patrz 1), a potem dla niej wypisujemy baz¦ Cϕ
(patrz 2).

Przykªad. Istnieje niesko«czenie wiele podprzestrzeni ϕ-cyklicznych zawartych w Ṽ(2). Maj¡ one posta¢:

wymiaru 0 : {0},

wymiaru 1 : lin
“
aα1 + dα4

”
, gdzie a, d ∈ R oraz (a, d) 6= (0, 0),

wymiaru 2 : lin
“
aα1 + bα2 + dα4 + eα5, bα1 + eα4

”
, gdzie a, b, d, e ∈ R oraz (b, e) 6= (0, 0),

wymiaru 3 : lin
“
aα1 + bα2 + cα3 + dα4 + eα5, bα1 + cα2 + eα4, cα1

”
, gdzie a, b, c, d, e ∈ R oraz c 6= 0.

(c) Czasami w zadaniu pytaj¡: �Czy istnieje podprzestrze« cykliczna taka, »e. . . ?� W takim wypad-
ku do znalezienia dobrego przykªadu mo»e wystarczy¢ przejrzenie przestrzeni cyklicznych dla
wektorów bazowych (patrz 2).

(d) Mo»e si¦ zdarzy¢, »e dla ró»nych wektorów otrzymamy ró»ne opisy tych samych podprzestrzeni

(np. tak, jak w (3)). W zale»no±ci od sytuacji, opisanie ka»dej podprzestrzeni cyklicznej dokªadnie
raz mo»e by¢ prostsze lub trudniejsze ni» w podpunkcie (b). Warto tu wiedzie¢, »e:

(i) Je±li Ṽ(λ) zawiera tylko jedn¡ klatk¦ Jordana, to (na mocy faktu 7) dla ka»dego 0 < k ≤ R
istnieje tylko jedna szukana podprzestrze« wymiaru k; jest ni¡ Cϕ dla wektora bazowego
k-tego poziomu, któr¡ ªatwo opisa¢ (patrz 2).
Przykªad. Istniej¡ dokªadnie trzy podprzestrzenie ϕ-cykliczne zawarte w Ṽ(3):

wymiaru 0 : {0},
wymiaru 1 : lin

`
α6

´
,

wymiaru 2 : lin
`
α7, α6

´
.

(ii) W przeciwnym razie dla ka»dego 0 < k ≤ R istnieje niesko«czenie wiele1 szukanych pod-
przestrzeni wymiaru k (to wynika do±¢ pr¦dko z faktów 6 i 5).

1O ile pracujemy nad ciaªem niesko«czonym.
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4. Zrozum/opisz wszystkie podprzestrzenie ϕ-cykliczne [podaj¡c ich bazy, wymiary, licz-
b¦ itp.].

1. Rozwi¡» najpierw analogiczny problem we wn¦trzu ka»dej z przestrzeni Ṽ(λ) (patrz 3).

2. Nast¦pnie skorzystaj z lematu 10: aby opisa¢ wszystkie podprzestrzenie ϕ-cykliczne, wybieraj
na wszystkie mo»liwe sposoby po jednej takiej podprzestrzeni wewn¡trz ka»dego Ṽ(λ) i obliczaj
ich sumy proste. W razie potrzeby pami¦taj, »e:

• Wymiar takiej �mieszanej� przestrzeni cyklicznej jest sum¡ wymiarów jej �skªadowych�;

• Wektorem opisuj¡cym �mieszan¡� przestrze« cykliczn¡ jest suma wektorów opisuj¡cych jej
�skªadowe�.

Przykªad. Opiszemy wszystkie trójwymiarowe podprzestrzenie cykliczne dla naszego ϕ. Poniewa» R7 = V = Ṽ(2) ⊕ Ṽ(3), ka»da

taka podprzestrze« jest sum¡ pewnej cyklicznej A-wymiarowej zawartej w Ṽ(2) oraz cyklicznej B-wymiarowej zawartej w Ṽ(3), gdzie

A+B = 3. Listy podprzestrzeni cyklicznych zawartych w Ṽ(2) oraz w Ṽ(3) (uporz¡dkowane wg wymiaru) podali±my ju» w przykªadach
do metody 3. Zatem: trójwymiarowe podprzestrzenie ϕ-cykliczne w R7 maj¡ posta¢

Cϕ
`
(aα1 + dα4) + α7

´
= lin

`
aα1 + dα4

´
⊕ lin

`
α7, α6

´
, (a, d) 6= (0, 0),

‹
A=1
B=2

‹
Cϕ
`
(aα1 + bα2 + dα4 + eα5) + α6

´
= lin

`
aα1 + bα2 + dα4 + eα5, bα1 + eα4

´
⊕ lin

`
α7

´
, (b, e) 6= (0, 0),

‹
A=2
B=1

‹
Cϕ
`
aα1 + bα2 + cα3 + dα4 + eα5

´
= lin

`
aα1 + bα2 + cα3 + dα4 + eα5, bα1 + cα2 + eα4, cα1

´
, c 6= 0.

‹
A=3
B=0

‹
5. Dla danej podprzestrzeni cyklicznej W ⊆ V , zrozum/opisz posta¢/rozkªad Jordana
obci¦cia ϕ

∣∣
W

: W → W .

• Je±li W = Cϕ(α) ⊆ Ṽ(λ), to baz¡ Jordana jest ci¡g (2) opisany w metodzie 2, a macierz Jordana
ma jedn¡ klatk¦ dla warto±ci λ.

• Je±li W =
⊕

λ∈ΛW(λ) jest sum¡ podprzestrzeni cyklicznych z ró»nych Ṽ(λ), wyznacz osobno
baz¦/rozkªad/posta¢ Jordana dla ka»dego ϕ

∣∣
W(λ)

i odpowiednio je poª¡cz.

Przykªad. Dla nast¦puj¡cej podprzestrzeni uzyskanej w przykªadzie do metody 4:

Cϕ
`
(aα1 + bα2 + dα4 + eα5) + α6

´
= lin

`
aα1 + bα2 + dα4 + eα5, bα1 + eα4

´
⊕ lin

`
α7

´
, (b, e) 6= (0, 0)

baz¡ Jordana jest ukªad
β1 = aα1 + bα2 + dα4 + eα5, β2 = bα1 + eα4, β3 = α7,

za± macierz¡ obci¦cia ϕ do tej przestrzeni w tej bazie jest 24 2 1
2

3

35 .

6. Zrozum/opisz podprzestrzenie ϕ-niezmiennicze [oraz rozkªad/posta¢ Jordana obci¦¢ ϕ
do nich].

Wªa±ciwie chodzi o skorzystanie z opisu przestrzeni cyklicznych (metody 2�5) oraz ich zwi¡zków z podprzestrzeniami niezmienniczymi (fakt 8

w mocnej wersji i/lub fakt 11).
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• Obowi¡zuj¡ zastrze»enia z metody 3, w szczególno±ci: mo»e nie warto opisywa¢ wszystkich pod-
przestrzeni niezmienniczych, bo wystarczy rozejrze¢ si¦ w±ród najªadniejszych? �adne podprze-
strzenie niezmiennicze to takie, które s¡ rozpinane przez fragmenty bazyA. Taki fragment mo»na
(na mocy faktów 6 i 8) wybra¢ dowolnie, byle by speªniaª warunek: wektor znajduj¡cy si¦ na
rysunku sznurków bezpo±rednio nad wektorem wybranym równie» musiaª zosta¢ wybrany.
Inaczej mówi¡c, musimy umie¢ doj±¢ do wybranych wektorów startuj¡c od górnych zer i nie odwiedzaj¡c wektorów niewybranych.

Przykªad. a) �adnymi 2-wymiarowymi podprzestrzeniami niezmienniczymi dla naszego ϕ s¡

lin
`
α2, α1

´
, lin

`
α5, α4

´
, lin

`
α7, α6

´
, lin

`
α1, α4

´
, lin

`
α1, α6

´
, lin

`
α4, α6

´
,(*)

nie s¡ za± nimi mi¦dzy innymi lin
`
α1, α5

´
(bo brakuje α4 le»¡cej bezpo±rednio nad α5) oraz lin

`
α3, α1

´
(bo brakuje α2 le»¡cej

bezpo±rednio nad α3).

b) Dla ªadnych podprzestrzeni niezmienniczych oczywi±cie ªatwo znale¹¢ posta¢ Jordana obci¦cia ϕ: wystarczy zachowa¢ odpowiednie
wiersze i kolumny w macierzy Jordana dla caªego ϕ. Dla podprzestrzeni wymienionych w (*) otrzymujemy odpowiednio macierze

»
2 1

2

–
,

»
2 1

2

–
,

»
3 1

3

–
,

»
2

2

–
,

»
2

3

–
,

»
2

3

–
.

• Aby zrozumie¢/opisa¢ podprzestrzenie niezmiennicze, zrób to najpierw dla podprzestrzeni cy-
klicznych (patrz 2�5), a nast¦pnie (na mocy wzmocnionego faktu 8) zbuduj wszystkie mo»liwe
sumy proste takich przestrzeni. (Je±li potrzebujesz postaci/rozkªadu Jordana, znajd¹ je dla po-
szczególnych skªadników i odpowiednio poª¡cz).

Przykªad. a) Dwuwymiarowa podprzestrze« ϕ-niezmiennicza wewn¡trz Ṽ(2) mo»e by¢ albo odpowiedni¡ pªaszczyzn¡ cykliczn¡
(opisali±my je ju» w przykªadzie do metody 3), albo sum¡ prost¡ dwóch prostych cyklicznych.

Jednak, jako »e proste cykliczne zawieraj¡ si¦ w pªaszczy¹nie lin
`
α1, α4

´
= kerϕ(2), dowolna suma prosta dwóch takich prostych

musi by¢ po prostu równa lin
`
α1, α4

´
, a wi¦c jest to jedyny nowy przykªad (tzn. ka»da pªaszczyzna niezmiennicza wewn¡trz Ṽ(2)

jest albo t¡, albo jedn¡ z cyklicznych).

b) Trójwymiarowa podprzestrze« ϕ-niezmiennicza wewn¡trz Ṽ(2) mo»e albo by¢ cykliczna, albo by¢ sum¡ prost¡ prostej cyklicznej
i pªaszczyzny cyklicznej. (Teoretyczna mo»liwo±¢ sumy prostej trzech prostych cyklicznych odpada, jako »e wszystkie one zawieraj¡
si¦ w przestrzeni dwuwymiarowej lin

`
α1, α4

´
). Wówczas musi ona mie¢ posta¢

Cϕ
`
aα1 + bα2 + dα4 + eα5

´
⊕ Cϕ(a′α1 + d′α4) = lin

`
aα1 + bα2 + dα4 + eα5, bα1 + eα4, a

′α1 + d′α4

´
,(*)

gdzie wymagamy, aby (b, e) 6= 0 oraz (a′, d′) 6= 0, a tak»e by wektory (b, e), (a′, d′) byªy niezale»ne; wszystkie te warunki mo»na
zapisa¢ zwarcie w postaci

r
“h

b e
a′ d′

i”
= 2,

albo jeszcze krócej przy pomocy wyznacznika: ba′ − ed′ 6= 0.

A kolejna odrobina sprytu podpowiada, »e w takim wypadku lin
`
bα1 + eα4, a′α1 + d′α4

´
= lin

`
α1, α4

´
, zatem opis (*) upraszcza si¦ do

lin
`
bα2 + eα5, α1, α4

´
, (b, e) 6= (0, 0).

I to ju» wygl¡da zjadliwie, ale w ogólno±ci nie zawsze da si¦ a» tak dobrze.

c) Dowolna trójwymiarowa podprzestrze« ϕ-niezmiennicza W musi by¢ sum¡ A-wymiarowej niezmienniczej wewn¡trz Ṽ(2) oraz

B-wymiarowej niezmienniczej wewn¡trz Ṽ(3). Poniewa» w Ṽ(3) jest tylko jedna klatka Jordana, na mocy faktu 9 wszystkie podprze-

strzenie niezmiennicze wewn¡trz Ṽ(3) s¡ cykliczne, zatem wypisali±my je ju» w przykªadzie do metody 3. Mamy wi¦c trzy przypadki:

� W jest podprzestrzeni¡ cykliczn¡ (jedn¡ z wypisanych w przykªadzie do metody 4);

� W jest sum¡ prost¡ lin
`
α6

´
oraz pewnej nie-cyklicznej niezmienniczej pªaszczyzny wewn¡trz Ṽ(2) (jednej z wypisanych

w przykªadzie a));

� W jest pewn¡ nie-cykliczn¡ niezmiennicz¡ podprzestrzeni¡ wewn¡trz Ṽ(2) (jedn¡ z wypisanych w przykªadzie b)).

d) Na koniec popatrzmy, do których z podprzestrzeni opisanych w c) mo»emy obci¡¢ ϕ, by uzyska¢ przeksztaªcenie diagonalizowalne.

Z metody 5 wynika, »e jest to równowa»ne temu, by wszystkie skªadniki cykliczne w W byªy jednowymiarowe, a wi¦c potrzebujemy

ich trzech; przegl¡daj¡c rodzaje podprzestrzeni niezmienniczych znalezione w c) widzimy, »e jedyn¡ podprzestrzeni¡ o a» trzech

skªadnikach cyklicznych jest lin
`
α1, α4, α6

´
.
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2 Przestrzenie a�niczne

Na pocz¡tek wyja±nienie dwoisto±ci rozwi¡za«. Niektórzy (w tym my) patrz¡ na przestrzenie a�niczne jako na przesuni¦cia liniowych,

i najwygodniej im tªumaczy¢ wszystko jak najszybciej na j¦zyk przestrzeni liniowych. Inni, zwªaszcza w przypadku prostych zada«, lubi¡

nie marnowa¢ czasu na to przej±cie i u»ywa¢ specjalnych metod macierzowych dla przestrzeni a�nicznych. �eby zadowoli¢ cho¢ troch¦

jednych i drugich, rozwi¡zujemy niektóre zadania oboma tymi �sposobami�, nazywaj¡c je odpowiednio wektorowym i macierzowym. To nie

najlepsze nazwy, bo macierze s¡ w obu wariantach; ponadto same obliczenia s¡ czasami w obu �sposobach� identyczne. Chodzi nam gªównie

o rozró»nienie dwóch dróg my±lenia.

7. Opisz podprzestrze« liniow¡ T (H) styczn¡ do danej podprzestrzeni a�nicznej H.

• Je±li H jest dana jako p+ V , gdzie V � podprzestrze« liniowa, to T (H) = V .

• Je±li H jest dana jako af(p0, . . . , pn), to wybierz w±ród p0, . . . , pn dowolny punkt zaczepienia
i przenumeruj punkty tak, by punktem zaczepienia byªo p0; wówczas

T (H) = lin
(
p1 − p0, p2 − p0, . . . , pn − p0

)
.

Pami¦taj, »e je±li wyj±ciowe punkty nie byªy w poªo»eniu ogólnym, to otrzymane wektory nie b¦d¡ baz¡ T (H).

• Je±li H jest opisane ukªadem równa« o macierzy

 A B

, to T (H) jest opisane ukªadem

o macierzy

 A 0

.
8. Czy punkt p nale»y do af(p0, . . . , pn) / jest kombinacj¡ a�niczn¡ punktów p0, . . . , pn?
[Je±li tak, znajd¹ wspóªczynniki tej kombinacji.]

Wektorowo: 1. Wybierz w±ród punktów p0, . . . , pn punkt zaczepienia p0.

2. Sprawd¹, czy wektor p− p0 nale»y do lin
(
p1 − p0, p2 − p0, . . . , pn − p0

)
.

3. Je±li p−p0 jest kombinacj¡ p1−p0, p2−p0, . . . , pn−p0 ze wspóªczynnikami a1, a2, . . . , an,
to

p = (1− a1 − a2 − . . .− an)p0 + a1p1 + a2p2 + . . .+ anpn.

Macierzowo: 1. Zbuduj ukªad równa« o macierzy p0 p1 p2 . . . pn p

1 1 1 . . . 1 1


2. Punkt p nale»y do af(p0, p1, . . . , pn) ⇔ ukªad ma rozwi¡zania; przy tym ka»de roz-

wi¡zanie ukªadu nadaje si¦ na szukany ci¡g wspóªczynników kombinacji a�nicznej.

9. Czy punkty p0, . . . , pn znajduj¡ si¦ w poªo»eniu ogólnym (tzn. s¡ �a�nicznie niezale»-
ne�)?
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Wektorowo: 1. Wybierz w±ród punktów p0, . . . , pn punkt zaczepienia p0.

2. Sprawd¹, czy wektory p1 − p0, p2 − p0, . . . , pn − p0 s¡ niezale»ne.

Macierzowo: Sprawd¹, czy rz¡d macierzy  p0 p1 p2 . . . pn

1 1 1 . . . 1


jest równy liczbie punktów (czyli n+ 1).

10. Znajd¹ baz¦ punktow¡ przestrzeni H = af(p0, . . . , pn).

1. Wybierz w±ród punktów p0, . . . , pn punkt zaczepienia p0.

2. Wyznacz baz¦ α1, . . . , αk przestrzeni liniowej T (H) = lin
(
p1 − p0, . . . , pn − p0

)
.

3. Baz¡ punktow¡ przestrzeni H jest ukªad

p0, p0 + α1, . . . , p0 + αk.

11. Przejd¹ pomi¦dzy opisem H poprzez baz¦ punktow¡ / ukªad bazowy / parametryza-
cj¦.

Reguªa jest bardzo prosta:

p0, p1, p2, . . . , pn jest baz¡ punktow¡ H
m

p0; p1 − p0, p2 − p0, . . . , pn − p0 jest ukªadem bazowym H
m

odwzorowanie Rn 3 (t1,...,tn) 7→ p0+t1(p1−p0)+t2(p2−p0)+...+tn(pn−p0) ∈ H jest parametryzacj¡ H

12. Znajd¹ (np. jej baz¦ punktow¡) podprzestrze« a�niczn¡ H ⊆ RN opisan¡ ukªadem
równa«.

Wektorowo: 1. Wyznacz przestrze« T (H) (patrz 7) i znajd¹ jej baz¦.

2. Zgadnij dowolny punkt p ∈ H; ukªad bazowy H tworz¡ p oraz baza T (H). St¡d
ªatwo uzyska¢ baz¦ punktow¡ (patrz 11).

Macierzowo: 1. Wypisz rozwi¡zanie ogólne ukªadu równa« opisuj¡cego H (tak, jak na pocz¡tku
pa¹dziernika).
Przykªad. Dla ukªadu { x1 − x2 + x3 = 1 budujemy macierz

ˆ
1 −1 0 1

˜
, schodkujemy j¡ i redukujemy

(w naszym przypadku jest to ju» zrobione). Wyznaczamy zmienne wolne (lub inaczej �parametry� � u nas s¡ to
x2, x3), wypisujemy wzory na zmienne zwi¡zane (x1 = x2 − x3 + 3) i wreszcie wypisujemy rozwi¡zanie ogólne

H =
˘

[x2 − x3 + 3, x2, x3]
˛̨
x2, x3 ∈ R

¯
.(*)

Gdyby zabra¢ w¡sy i dopisa¢ z przodu �(x2, x3) 7→�, otrzymaliby±my de facto parametryzacj¦ H.

2. Teraz metoda do wyboru (oczywi±cie wszystkie s¡ ªatwo równowa»ne):
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� Przedstaw wyra»enie obliczone w (*) jako sum¦ punktu i kombinacji wektorów
� daje to ukªad bazowy, a potem baz¦ punktow¡ (patrz 11).
Przykªad. Mamy

[x2 − x3 + 3, x2, x3] = [3, 0, 0] + x2(1, 1, 0) + x3(1, 0, 1),

wi¦c ukªad bazowy to [3, 0, 0]; (1, 1, 0), (1, 0, 1), za± baza punktowa to [3, 0, 0], [4, 1, 0], [4, 0, 1].

� Aby uzyska¢ bezpo±rednio baz¦ punktow¡, mo»esz podstawi¢ w (*) za kolejne
zmienne wolne warto±ci

(0, 0, . . . , 0), (1, 0, . . . , 0), (0, 1, . . . , 0), . . . , (0, 0, . . . , 1).

Przykªad. Podstawienie (x2, x3) = (0, 0) daje [3, 0, 0]; (x2, x3) = (1, 0) daje [4, 1, 0]; (x2, x3) = (0, 1)

daje [4, 0, 1]. Wychodzi ta sama baza punktowa, co powy»ej.

13. Opisz podprzestrze« a�niczn¡ H ⊆ RN ukªadem równa«.

Wektorowo: 1. Wyznacz przestrze« styczn¡ T (H) (patrz 7) i opisz j¡ ukªadem; niech

 A 0


b¦dzie macierz¡ tego ukªadu.

2. Wybierz dowolny punkt p ∈ H i zast¡p w powy»szym ukªadzie ostatni¡ zerow¡
kolumn¦ przez tak¡, »eby punkt p speªniaª wszystkie równania. Otrzymany ukªad
opisuje H.

Przykªad. Niech H = af
`
[1, 0,−3], [2, 1,−2]

´
= [1, 0,−3] + lin

`
(1, 1, 1)

´
. Opisujemy podprzestrze« T (H) = lin

`
(1, 1, 1)

´
ukªadem równa«:

n
x1 − x2 = 0

x2 − x3 = 0 . Nast¦pnie podstawiamy punkt p do lewych stron wszystkich równa« i odpowiednio

zmieniamy prawe, otrzymuj¡c
n
x1 − x2 = 1

x2 − x3 = 3 . Ten ukªad opisuje H.

Macierzowo: 1. Je±li H jest dane jako af(p0, p1, . . . , pn) ⊆ RN , zbuduj macierz
x1

p0 p1 p2 . . . pn
...
xN

1 1 1 . . . 1 1

 .
Zauwa», »e z metody 8 wynika, »e H jest dokªadnie zbiorem takich [x1, . . . , xN ], dla których ukªad równa« o tej

macierzy ma jakie± rozwi¡zanie.

2. Zeschodkuj; dla ka»dego otrzymanego wiersza postaci
[

0 0 . . . 0 �
]
wypisz

równanie � = 0.

3. Wszystkie wypisane równania tworz¡ razem ukªad opisuj¡cy H.
Przykªad. We¹my znów H = af

`
[1, 0,−3], [2, 1,−2]

´
. Budujemy macierz

2664
1 2 x1

0 1 x2

−3 −2 x3

1 1 1

3775 ,
która po zeschodkowaniu daje 2664

1 0 x1 − 2x2

0 1 x2

0 0 3x1 − 4x2 + x3

0 0 −x1 + x2 + 1

3775 ,
zatem H jest opisane ukªadem równa«

n
3x1 − 4x2 + x3 = 0

− x1 − x2 + 1 = 0 . To inny ukªad ni» otrzymany sposobem wektorowym,

ale ªatwo sprawdzi¢, »e równowa»ny.
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14. Znajd¹ przekrój przestrzeni a�nicznych H1, H2.

• Wszystko, co b¦dzie tu napisane (z wyj¡tkiem liczenia wymiaru!), jest analogiczne do sytuacji
liniowej opisanej w metodniku z poprzedniego semestru (aktualnie pod numerem 17).

• S¡ zasadniczo dwa sposoby: pierwszy stosuje si¦, gdy obie przestrzenie s¡ opisane ukªadem, drugi,
gdy znamy np. baz¦ punktow¡ H1, a H2 jest opisane ukªadem. Mo»na zawsze zmieni¢ opis H1

lub H2 korzystaj¡c z metod 12, 13, 10 oraz 11.

• Sposób pierwszy (zakªadamy, »e H1, H2 s¡ opisane ukªadem):

1. Poª¡cz ukªady opisuj¡ce H1, H2 w jeden wielki ukªad równa«.

2. Otrzymany ukªad opisuje H1 ∩H2; mo»esz teraz np. znale¹¢ baz¦ punktow¡ (patrz 12).

• Sposób drugi (zakªadamy, »e p0, p1, . . . , pn jest baz¡ punktow¡ H1, za±H2 jest opisane ukªadem U ;
je±li H1 jest dane jako �af� pewnych punktów, to nale»y najpierw znale¹¢ jego baz¦ punktow¡

(patrz 10)):

Przykªad. Niech H1 ma baz¦ punktow¡ [1, 0, 1], [2, 2, 4], [2, 1, 2], za± H2 b¦dzie opisane równaniem 2x1 − x3 = 3.

1. Je±li masz ochot¦, przenumeruj punkty p0, . . . , pn, by mie¢ ªadny punkt zaczepienia p0.

2. Przedstaw dowolny element H2 jako p0 + a1(p1− p0) + . . .+ an(pn− p0); posprz¡taj wynik.

W naszym przykªadzie dowolny element H2 ma posta¢ [1, 0, 1] +a1(1, 2, 3) +a2(1, 1, 1) = [1 +a1 +a2, 2a1 +a2, 1 + 3a1 +a2].

3. Podstaw uzyskany napis do ukªadu U ; posprz¡taj, aby dosta¢ warunki na zmienne a1, . . . , an.

Podstawienie daje 2(1 + a1 + a2)− (1 + 3a1 + a2) = 3; po sprz¡tni¦ciu mamy −a1 + a2 = 2.

4. Znajd¹ baz¦ punktow¡ otrzymanego ukªadu na a1, . . . , an (patrz 12). Oznacz j¡ q1, . . . , qk.

U nas wychodzi q1 = [−2, 0], q2 = [−1, 1].

5. Dla ka»dego qi znajd¹ element H2 odpowiadaj¡cy takim wspóªczynnikom a1, . . . , an, jak
nakazuj¡ wspóªrz¦dne qi.

Poniewa» q1 = [−2, 0], podstawiamy a1 = −2, a2 = 0 do wyra»enia [1 + a1 + a2, 2a1 + a2, 1 + 3a1 + a2] i otrzymuje-

my [−1,−4,−5].

Analogicznie dla q2 podstawiamy a1 = −1, a2 = 1 i otrzymujemy [1,−1,−1].

6. Baz¦ punktow¡ H1 ∩H2 tworz¡ punkty obliczone przed chwil¡.

Czyli [−1,−4,−5] oraz [1,−1,−1].

• Je±li pytaj¡ tylko o wymiar H1 ∩ H2, to czasem mo»na unikn¡¢ liczenia, ale trzeba uwa»a¢,
poniewa» znany nam z pierwszego semestru wzór

dim(V1 ∩ V2) = dimV1 + dimV2 − dim(V1 + V2)

nie przekªada si¦ bezpo±rednio na przestrzenie a�niczne. Zwªaszcza, »e przekrój dwóch przestrze-
ni a�nicznych mo»e by¢ pusty (a nie zerowy), a jest w ogóle dyskusyjne, czy zbiór pusty jest
przestrzeni¡ a�niczn¡ (a tym bardziej, jaki ma wymiar).

Zreszt¡, czym miaªoby by¢H1+H2? Zbiorem sum punktów? To nie ma sensu � punktów si¦ nie dodaje. Zbiorem ±rednich arytmetycznych?
To ju» poprawna de�nicja, ale wynik nie zawsze jest podprzestrzeni¡ a�niczn¡, np. dla af([0, 0], [1, 0]) oraz af([0, 1], [1, 1]) otrzymaliby±my
niesko«czony pas opisany warunkiem 0 ≤ x2 ≤ 1. Mo»e zbiorem kombinacji a�nicznych, tzn. zbiorem af(H1 ∪H2)? To ju» ma jaki± sens,
ale tak rozumiana �suma� dwóch prostych mo»e mie¢ wymiar 3, np. dla af([0, 0, 0], [1, 0, 0]) oraz af([0, 0, 1], [0, 1, 1]). Wi¦c nie jest prosto.

W tej sytuacji chyba najpro±ciej korzysta¢ z nast¦puj¡cych dwóch faktów:
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� Je±li tylko H1 ∩H2 6= ∅, to zachodzi T (H1 ∩H2) = T (H1) ∩ T (H2), a st¡d wynika, »e

dim(H1 ∩H2) = dimH1 + dimH2 − dim
(
T (H1) + T (H2)

)
.

Dowód. Wybieraj¡c dowolny punkt p ∈ H1 ∩H2 mamy

p+ T (H1 ∩H2) = H1 ∩H2 = (p+ T (H1)) ∩ (p+ T (H2)) = p+ (T (H1) ∩ T (H2))

i wystarczy po obu stronach pracowicie �odj¡¢� p.

� Je±li H1, H2 ⊆ H oraz T (H1)+T (H2) = T (H), to H1∩H2 6= ∅ (i wobec tego dim(H1∩H2)
mo»na obliczy¢ z poprzedniego faktu).

Dowód. Wybierzmy dowolne punkty p1 ∈ H1, p2 ∈ H2. Poniewa» T (H1)+T (H2) = T (H), wektor p2−p1 musi zapisywa¢ si¦ jako α1 +α2

dla pewnych α1 ∈ T (H1), α2 ∈ T (H2). Wówczas

H1 = p1 + T (H1) 3 p1 + α1 = p2 + (−α2) ∈ p2 + T (H2) = H2.

15. Znajd¹ podprzestrze« a�niczn¡ H ′ ⊆ RN równolegª¡ do H i przechodz¡c¡ przez
punkt p.

• Przypomnienie: H ′ równolegªa do H oznacza na tym przedmiocie, »e T (H) = T (H ′).

Zatem proste poziome w R3 nie s¡ równolegªe do poziomych pªaszczyzn. (Troch¦ szkoda).

• Zasadniczo chodzi o to, »e jako H ′ mo»na wzi¡¢ p+ T (H). A konkretniej:

� Je±li H jest dane jako af(p0, . . . , pn), to wystarczy wzi¡¢ (por. 7)

H ′ = af
(
p, p+ p1 − p0, p+ p2 − p0, . . . , p+ pn − p0

)
.

� Je±li H jest opisane ukªadem o macierzy

 A B

, ukªad opisuj¡cy H ′ mo»na otrzy-

ma¢ podmieniaj¡c kolumn¦ B na B′ tak¡, by ukªad byª speªniony przez punkt p (por. 7
oraz 13 w wersji wektorowej).
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