Troche sie obawiamy, czy udostepniajac ten plik nie wyswiadczymy niektorym niedzwiedziej przystugi.
7 tego powodu wyraznie ostrzegamy, ze z tego pliku nie da sie nauczyé GAL-u, poniewaz

e Przedstawione tu metody trudno opanowaé¢ na pamieé, za to do$¢ tatwo odtworzy¢, jesli sie zna
stojaca za nimi teorie (ktorej nie przedstawiliSmy — to nie skrypt).

e Caly ten plik dotyczy w wiekszosci zadan praktycznych, ktore w zasadzie nie sa GAL-em. (Nawet
na kolokwium nie daja 100% punktow, tylko najwyzej 60%. Zreszta patrz nizej.)

Dajemy go Wam po to, zeby sobie co§ powtorzy¢ / utrwali¢ / zrozumieé jakie$ detale niezrozumiane
na ¢wiczeniach itp.

Aha, nawet jesli by sie dalto nauczy¢ stad GAL-u (na jaka$ troje), to nie warto, poniewaz

e Ten przedmiot ma swdj urok, ktory zwykt sie ujawnia¢ w zadaniach typu 5 na kolokwium. Za
to nie tutaj :)

e Jest to by¢ moze jedyny przedmiot na matematyce, dla ktérego stworzenie takiego spisu metod
jest w ogo6le mozliwe. Lepiej od razu zaczaé przestawiac sie na inny sposob myslenia.

Mitej lektury! :)

1 Przestrzenie cykliczne i niezmiennicze

Badanie podprzestrzent cyklicznych © niezmienniczych jest prostsze dla przeksztatcen jordanizujgcych
sie. Z tego powodu w tym rozdziale bedziemy na ogot zaktadaé, zZe przeksztatcenie ¢ : 'V — V nad
ciatem K posiada baze Jordana A.

Oznaczenie. Niech ¢ : V — V bedzie ustalonym endomorfizmem. Wtedy ¢* = popo...0¢.
—_——

k-krotne zlozenie

Oznaczenie (wewnetrzne). Niech f/(,\) bedzie lin-em wszystkich (a nie tylko wlasnych) wektorow
z bazy Jordana zwiazanych z wartoscia A.

Z twierdzenia Jordana wynika, ze V = @, \70\), gdzie A jest zbiorem pierwiastkéw wielomianu charakterystycznego wy ().

Falka w oznaczeniu jest dlatego, ze niektoérzy przez V|, oznaczaja przestrzen wektoréw wilasnych dla A, a nam chodzi o cate klatki.

Teoria

Definicja 1.

e Przestrzeniq niezmienniczq dla ¢ (albo @-niezmienniczg) nazywamy podprzestrzen W C V
taka, ze (W) C W.



o Przestrzeniq cykliczng dla ¢ oraz wektora o nazywamy podprzestrzen

Cy(a) = tin (o, p(a), ¢*(@), ¥*(a), ... ),

ktora mozna tez opisa¢ jako najmniejsza podprzestrzen p-niezmienniczg zawierajaca a.

Jesli V' jest skoriczenie wymiarowa, to rowniez Cy, () jest skonczenie wymiarowa, a stad wynika, ze powyzszy wielokropek mozna
zastapi¢ ciagiem skoficzonym, tzn. istnieje k takie, ze Cy(a) = lin (a, .. ., ok (@) i dopisywanie nastepnych elementéw nie powigkszy

juz tego lin-u.
e Podprzestrzen W C V nazywamy cykliczng dla ¢, jesli W = C,(«) dla pewnego a.
Fakt 2. Dla dowolnych W C V oraz A € K, W jest @-niezmiennicza < W jest o(y)-niezmiennicza.
Dowdd. (=) Niech o € W, wowcezas ¢y () = ¢(a) — Aa € W, poniewaz W jest ¢-niezmiennicza.
(<) Wystarczy zauwazy¢, ze ¢ = (ap(A))(_/\), i skorzystac z (=) :) O
Fakt 3. Dla dowolnych a € V oraz A € K mamy Cy(a) = Cy ().
Dowdd. Dla dowolnego ¢, Cy(a) jest najmniejsza i-niezmiennicza podprzestrzenia zawierajaca c.

Jednak z faktu 2 wynika, ze podprzestrzenie ¢-niezmiennicze sa te same, co ((y)-niezmiennicze, zatem
jesli wsrod jednych i drugich wybierzemy najmniejszg zawierajaca o, otrzymamy te sama. ]

Definicja 4. Wektor « € V' (niekoniecznie bazowy) nazwiemy wektorem k-tego poziomu, jesli wsrod
wektorow bazy A potrzebnych do wygenerowania o najglebszy znajduje sie doktadnie na k-tym po-
ziomie.

Przyklad. Niech A bedzie baza RS i niech

M(p)4 = 2 1 ,

3 1
3

co odpowiada nastepujacym rysunkom (liczbami rzymskimi zaznaczamy poziomy wektoréow bazowych):

Pl 0 0 PB) 0
T 1 1
o] ey| «— e ag| «— [
T 1 1
‘TOQ e 5| «— II o 7| «— II
e Q3 «— 111

W takim razie mamy - -
V() = lin (a1, 02,03, 04, 05), Vizy = lin (as, 7).

Wektor a1 + a4 lezy na poziomie I, poniewaz leza tam a; oraz as. Wektor oy — 2ag + 17a4 + 2a5 lezy na poziomie I1, poniewaz leza tam oo
i as, za$ pozostale wykorzystane wektory bazowe (a1 1 au) leza wyzej. Wektor 0 wymaga jak zwykle szczegolnego traktowania; przyjmijmy,

ze lezy na poziomie zerowym.

Mozna tez mysle¢ o tym tak: ~
{wektory k-tego poziomu w V(5y} = ker ‘Pl&) \ ker @f;)l.

Fakt 5. Jesli o € f/(,\) jest wektorem poziomu k > 0, to ¢\ (o) jest poziomu k — 1.



Dowdd. Wystarczy skorzystac z liniowosci () 1 popatrze¢ na obrazek sznurkow. O]

Fakt 6. Jesli a € f/(,\) jest wektorem k-tego poziomu, to

Cy(a) = Cy,, (a) =lin (o, oony(a), gp?)\)(a), e gp’(“/\_)l(a)),

a ponadto wymienione wektory sa niezalezne.

Dowdd. 7 faktu 5 wynika, ze gp’&)(a) = 0, wiec w tym momencie z pewnoscia mozna “zakonczy¢
wielokropek” w definicji Cy,(v). Poza tym wynika stamtad, ze wymienione wektory leza na roznych
poziomach, wiec sg niezalezne (np. dlatego, ze ich wspotrzedne w bazie A uszeregowane wg poziomow
tworzg macierz schodkows). O

Fakt 7. Jesli dla wartosci wlasnej A istnieje dokladnie jedna klatka Jordana, to dla dowolnego wektora

k-tego poziomu « € V/,) zachodzi
Co(or) = ker <pl(“/\).

Dowaod. Jesli mamy tylko jedna klatke dla A, to dim ker 906) = k. W takim razie z faktu 6 wynika
rownos¢ wymiarow, a skadinad rowniez zawieranie C. Zatem mamy réwnosé¢ podprzestrzeni. O]

Fakt 8. Dowolna podprzestrzeni ¢-niezmiennicza jest suma (niekoniecznie prosta) skoriczenie wielu
podprzestrzeni cyklicznych.

Dowdd. Jesli W jest taka przestrzenia i 0y, ..., Ok jest jej baza, to W jest suma przestrzeni Cy,(f5;). O

Uwaga. Z twierdzenia z wyktadu wynika, ze mozna nawet wymagac, zeby suma byta prosta. Dowod
jest trudny i go pomijamy, mozna go znalez¢ na stronie prof. Strojnowskiego (kliknij link).

Fakt 9. Jesli dla wartosci wlasnej A istnieje dokladnie jedna klatka Jordana, to wszystkie podprze-
strzenie p-niezmiennicze zawarte w V(y) sa cykliczne.

Dowdd. 7 faktu 7 wynika, ze wszystkie niezerowe podprzestrzenie p-cykliczne zawarte w f/( ») Zawierajg
wektor bazowy pierwszego poziomu. Wobec tego nie istnieja ich sumy proste, a zatem (korzystajac
z powyzsze] uwagi) widzimy, ze podprzestrzen niezmiennicza moze byé jedynie suma prosta jednej
podprzestrzeni cyklicznej, czyli si¢ z niag pokrywac. O

Lemat 10. Niech o = EAGA a(y), gdzie oy € f/(A). Woéwcezas

Cl0) = @ Colagw).

AEA

Poniewaz zaktadamy jordanizowalnoé¢ ¢, mamy V = Py, \7@), zatem przedstawienie wektora « jako sumy 3 v y) jest jednoznaczne.

Obrazowo, lemat moéwi przede wszystkim tyle, ze dowolna podprzestrzefi p-cykliczna jest suma podprzestrzeni ¢-cyklicznych zawartych
w roznych V(. Podajemy jednak bardziej techniczne i zarazem silniejsze sformutowanie, ktore pozwala w praktyce usprawni¢ obliczenie
Cy(a) dla skomplikowanych wektorow a.

Przyktad. Poniewaz a1 + a4 oraz ag sa wlasne, z definicji mamy Cy (a1 4+ oy) = lin(og 4+ o) oraz Cyp(ag) = lin(ag). Wobec z tego z lematu
wynika natychmiast, ze
Cyplor + oq + ag) = lin (oq + ayq, 046)-


http://www.mimuw.edu.pl/~stroa/Gal_Dodatki/Twierdzenie%20o%20przestrzeniach%20cyklicznych.pdf

Dowdd lematu 10. Zawieranie C wynika z definicji C,, oraz z liniowosci ¢. Suma przestrzeni C, ()
jest prosta, poniewaz kazda z nich zawiera si¢ w odpowiednie] ‘7(,\), za$ suma tych przestrzeni jest
prosta. Pozostaje zatem wykaza¢ zawieranie 2. W tym celu wystarczy sprawdzi¢, ze Cy,(a) 2 Cy(aqy)
dla kazdego A, a skoro Cy(a) jest niezmiennicza, wystarczy w tym celu sprawdzic, ze o) € Cy ().

Bedziemy teraz rozumowac indukcyjnie wzgledem sumy poziomdw wektorow oy, ktéra oznaczymy
przez L. Najpierw zauwazmy, ze jesli tylko jeden sposrod wektorow oy jest niezerowy, to jest on
rowny «, zatem nie ma czego dowodzi¢. W szczegbdlnosci mamy zapewniona baze indukcji dla L = 1;
ponadto mozemy zalozy¢, ze istnieja co najmniej dwie wartosci A obecne w « (nazwijmy A obecng
w a, gdy agy # 0). Skoro tak, wybierzmy dowolng z nich i oznaczmy przez \o.

Rozpatrzmy wektor 3 = @ng) (o) = Y \ca By, gdzie By = o) (o). Zauwazmy, ze z faktu 5
wynika, ze
Boo) = L0 (@a)

lezy o jeden poziom wyzej niz oy, zas dla A # \g wektor

By = poo(am) = voy(any) + (Ao = A) - aqy

pozostaje na tym samym poziomie, na ktérym znajdowal si¢ a(y). Wynika stad, ze wektor 3 ma sume
pozioméw L — 1, zatem z zalozenia indukcyjnego otrzymujemy, ze C,(3) zawiera wszystkie §y), to
jest

(1) Pr0) (A(00)) oraz e(am) (Ao —=A)-apy  dla X # A

Ale, jako ze § = p(a) — Moa € Cy(ar), mamy Cy(5) C Cyp(a), zatem Cy,(r) zawiera wszystkie wektory
wymienione w (1). Co wiecej, dzieje sie tak dla kazdej A\g obecnej w . Przechodzac po nich wszystkich
(i korzystajac z zalozenia, ze sa co najmniej dwie :), otrzymujemy, ze dla kazdych X' # X obecnych
w o przestrzen C, (o) zawiera wektory

go(,\)(a(,\)) oraz 90()\)(&()\)) + (/\/ — /\) " O()N),

a wiec rowniez zawiera oy). Jesli za$ A jest nieobecna w a, to oy = 0 € C,(a). To konczy krok
indukcyjny i zarazem caty dowdd. O

Fakt 11. Dowolna podprzestrzen ¢-niezmiennicza jest suma prosta podprzestrzeni g-niezmienniczych
zawartych w réznych V().

Dowdd. Skorzystamy z lematu 10, aby wykazaé, ze jesli W jest niezmiennicza, to

W:@(an/@)).
AEA

Jest jasne, ze suma po prawe]j zawiera si¢ w W, oraz ze jest prosta, poniewaz kazdy skladnik zawiera sie
w odpowiednim V|, a te przestrzenie tworza sume prosta. Wystarczy zatem wykaza¢ C. Niech o € W,
wowcezas Cyq) € W, za$ z lematu 10 mamy

a € Cyla) = P (Col) N Vi) S P (W V). O

AEA AEA



Metody

1. Opisz wszystkie wektory k-tego poziomu lezace w \70\).

1. Wypisz ogo6lna kombinacje liniowa wektoréw bazowych z f/(,\) lezacych na poziomach < k.

Gdyby uzy¢ glebszych wektorow, kombinacja liniowa réowniez lezataby glebiej niz na k-tym poziomie.

2. Dot6z warunek: wspotrzedne odpowiadajace wektorom bazowym k-tego poziomu nie moga by¢
wszystkie naraz zerowe.

Bo gdyby wszystkie byly zerowe, to kombinacja lezalaby gdzie§ ptyciej niz na k-tym poziomie.

Przyklad. Dla rozwazanego wczegniej ¢, ogblng postacia wektora II poziomu nalezacego do \7(2) jest

aay + bag + day + eas, gdzie a,b,d,e € R oraz (b,e) # (0,0).

2. Opisz (podajac baze) przestrzen cykliczng C,(«a), gdzie o € \7@).

1. Wyznacz numer poziomu k, na ktorym lezy a.

2. Baze Cy() tworzy (na mocy faktu 6) nastepujacy ciag k wektorow:

(2) a, SO(/\)(OZ)7 90%)\)(007 R SOI(C)\_)I(OZ)

o Jesli av jest wektorem z bazy Jordana, powyzszy ciag sktada sie po prostu z a oraz wszystkich
wektorow znajdujacych si¢ wyzej na tym samym sznurku na rysunku dla ¢y).

e Jesli a nie jest bazowy, ale mamy jego rozktad w bazie Jordana, to przykladanie o) jest
wcigz tatwe: wszystkie wspolrzedne na rysunku dla ¢y powinny w kazdym kroku przenosic
sie o jeden poziom w gore, i gina¢ po osiagnieciu najwyzszych zer (patrz przyklad).

Przyklad. a) Dla podanego wczesniej ¢ przestrzenie cykliczne dla wektorow bazowych sa takie:

Cy (o) = lin (a1), Cyp(as) =lin (oy), Cyp(as) =lin (as),
Cw(‘w)

Cy(az) =lin (ag,ag,al).

lin (042,041),

b) Dla przykladowego niebazowego wektora oo = a1 — 4an + 15a3 — aig — 3as (I11I-go poziomu) mamy zas
p(2y(@) = —da1 + 15a2 — 3, 99(22)(04) = 15a3

i wobec tego
Cy(a) = lin (oq — 4o + 15a3 — aq — 3as, —day + 15a2 — 3au, 15a1).

Wedréwke wspotezynnikow widaé najlepiej na obrazku:

a P2y (@) : Py (@) :



Majac juz Cy () z powyzszej metody, mozemy czesto cos$ uproscic, albo nawet posklejaé, np.
Cy(ar —4az + 1503 — ag — 3a5) = lin (a1 —4ag + 15a3 — aq — 3as, —4ai1 + 15as — 3ay, 15a1> =

Cy(—3az + 5az — as).

=lin | — 4ag + 15a3 — ag — 3a5, 15as — 3ay, Oq) =

=lin | — 3ag 4+ basz — as, bas — aq, 5a1) =

Ale nie wydaje sig, zeby w ogdlnoéci bylo warto si¢ tym przejmowaé. No, moze z wyjatkiem jednej ogdlnej sytuacji, ktéra opisujemy
w punkcie 3d.

3. Zrozum/opisz wszystkie podprzestrzenie p-cykliczne zawarte w \N/(,\) [podajac ich bazy,
wymiary, liczbe itp.].

Rozwiazanie zalezy od sytuacji oraz od tego, jak bardzo chcemy by¢ dokltadni. Niech R oznacza rozmiar
najwickszej klatki Jordana w V7).

(a) Jedyng podprzestrzenia cykliczna 0-wymiarows jest oczywiscie {0}.

(b) W maksymalnej ogolnosci: aby opisac szukane podprzestrzenie wymiaru 0 < k < R, wypisujemy
ogolng posta¢ wektora k-tego poziomu z V{5 (patrz 1), a potem dla niej wypisujemy baze C,,
(patrz 2).

Przyktlad. Istnieje nieskoniczenie wiele podprzestrzeni ¢-cyklicznych zawartych w \7(2). Maja one postaé:

wymiaru 0 : {0},

wymiaru 1 : lin <aa1 + da4>, gdzie a,d € R oraz (a,d) # (0,0),
wymiaru 2 : lin (aal + basg + day + eas, bay + ea4>, gdzie a,b,d,e € R oraz (b,e) # (0,0),
wymiaru 3 : lin (aal + bag + cas + dayg + eas,  bay + caz + eay, ca1>, gdzie a,b,c,d,e € R oraz ¢ # 0.

(c) Crasami w zadaniu pytaja: “Czy istnieje podprzestrzen cykliczna taka, ze...?” W takim wypad-
ku do znalezienia dobrego przykladu moze wystarczy¢ przejrzenie przestrzeni cyklicznych dla
wektorow bazowych (patrz 2).

(d) Moze sie zdarzy¢, ze dla roznych wektorow otrzymamy rézne opisy tych samych podprzestrzeni
(np. tak, jak w (3)). W zaleznosci od sytuacji, opisanie kazdej podprzestrzeni cyklicznej doktadnie
raz moze byé prostsze lub trudniejsze niz w podpunkcie (b). Warto tu wiedzie¢, ze:

(i) Jesli ‘7(,\) zawiera tylko jedna klatke Jordana, to (na mocy faktu 7) dla kazdego 0 < k < R
istnieje tylko jedna szukana podprzestrzei wymiaru k; jest nia C, dla wektora bazowego
k-tego poziomu, ktora tatwo opisaé (patrz 2).

Przyktlad. Istnieja dokladnie trzy podprzestrzenie p-cykliczne zawarte w \7(3):

wymiaru 0 : {0},
wymiaru 1 : lin (ag),
wymiaru 2 : lin (a7, ag).

(i) W przeciwnym razie dla kazdego 0 < k < R istnieje nieskoniczenie wiele' szukanych pod-
przestrzeni wymiaru k (to wynika dos¢ predko z faktow 6 1 5).

10 ile pracujemy nad cialem nieskonczonym.



4. Zrozum/opisz wszystkie podprzestrzenie p-cykliczne [podajac ich bazy, wymiary, licz-
be itp.].

1. Rozwiaz najpierw analogiczny problem we wnetrzu kazdej z przestrzeni f/( » (patrz 3).

2. Nastepnie skorzystaj z lematu 10: aby opisa¢ wszystkie podprzestrzenie p-cykliczne, wybiera]
na wszystkie mozliwe sposoby po jednej takiej podprzestrzeni wewnatrz kazdego V() i obliczaj
ich sumy proste. W razie potrzeby pamietaj, ze:

e Wymiar takiej “mieszanej” przestrzeni cyklicznej jest suma wymiarow jej “sktadowych”;

e Wektorem opisujacym “mieszang”’ przestrzen cykliczng jest suma wektoréow opisujacych jej
“sktadowe”.

Przyklad. Opiszemy wszystkie tréjwymiarowe podprzestrzenie cykliczne dla naszego ¢. Poniewaz R7 = V = \7<2) ® \7(3)7 kazda
taka podprzestrzen jest suma pewnej cyklicznej A-wymiarowej zawartej w V(o) oraz cyklicznej B-wymiarowej zawartej w V(3), gdzie
A+ B = 3. Listy podprzestrzeni cyklicznych zawartych w \7(2) oraz w \7(3) (uporzadkowane wg wymiaru) podalismy juz w przykladach
do metody 3. Zatem: tréjwymiarowe podprzestrzenie p-cykliczne w R” maja postaé

Ce((acq + dag) + a7) =lin (ac1 + dow) @ lin (a7, ), (a,d) # (0,0), /a=1/
C(p((aal + bag + dag + eas) + 046) = lin (aog + bag + dayg + eas, bag + ea4) @ lin (a7), (b,e) # (0,0), /gi%/
Cyp (aoq + bag + cas + dag + ea5) = lin (aoq + bag + cas + day + eas, bay + cas + eay, cal), c#0. ‘g,jg/

5. Dla danej podprzestrzeni cyklicznej W C V, zrozum/opisz postaé¢/rozklad Jordana
obciecia @‘W W —W.

o Jesli W =C,(a) C ‘N/(A), to baza Jordana jest ciag (2) opisany w metodzie 2, a macierz Jordana
ma jedng klatke dla wartosci \.

o Jesli W = @@, Wy Jjest sumg podprzestrzeni cyklicznych z réznych ‘7(,\), wyznacz osobno
baze /rozklad /posta¢ Jordana dla kazdego gp‘W(A) i odpowiednio je polgcz.

Przyktlad. Dla nastepujacej podprzestrzeni uzyskanej w przykladzie do metody 4:
Cw((aal + bag + dag + eas) + ag) = lin (aog + bag + dag + eas, bag + ea4) @ lin (a7), (b,e) # (0,0)

baza Jordana jest uklad
B1 = aay + baz + day + eas, B2 = bay + eay, B3 = ar,

za$ macierza obciecia ¢ do tej przestrzeni w tej bazie jest

6. Zrozum/opisz podprzestrzenie p-niezmiennicze [oraz rozkltad/postaé¢ Jordana obcieé ¢
do nich].

Wilasciwie chodzi o skorzystanie z opisu przestrzeni cyklicznych (metody 2-5) oraz ich zwigzkow z podprzestrzeniami niezmienniczymi (fakt 8

w mocne] wersji i/lub fakt 11).



e Obowiazuja zastrzezenia z metody 3, w szczegblnosci: moze nie warto opisywacé wszystkich pod-
przestrzeni niezmienniczych, bo wystarczy rozejrzeé sie wérod najtadniejszych? Ladne podprze-
strzenie niezmiennicze to takie, ktore sg rozpinane przez fragmenty bazy A. Taki fragment mozna
(na mocy faktow 6 i 8) wybra¢ dowolnie, byle by spetial warunek: wektor znajdujacy sie na
rysunku sznurkéw bezposrednio nad wektorem wybranym réwniez musial zosta¢ wybrany.
Inaczej moéwiac, musimy umie¢ dojé¢ do wybranych wektorow startujac od goérnych zer i nie odwiedzajac wektoré6w niewybranych.

Przyklad. a) Ladnymi 2-wymiarowymi podprzestrzeniami niezmienniczymi dla naszego ¢ sa
*) lin (ag, al), lin (as, a4), lin (a7, ag), lin (oq, a4), lin (al, Oc(;), lin (0447 ag),
nie s3 za§ nimi miedzy innymi lin (oq,a5) (bo brakuje o lezacej bezposrednio nad as) oraz lin (ag,oq) (bo brakuje ao lezacej

bezposrednio nad as).

b) Dla tadnych podprzestrzeni niezmienniczych oczywiscie tatwo znalezé posta¢ Jordana obciecia ¢: wystarczy zachowa¢ odpowiednie
wiersze 1 kolumny w macierzy Jordana dla calego ¢. Dla podprzestrzeni wymienionych w (*) otrzymujemy odpowiednio macierze
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e Aby zrozumieé/opisa¢ podprzestrzenie niezmiennicze, zréb to najpierw dla podprzestrzeni cy-
klicznych (patrz 2-5), a nastepnie (na mocy wzmocnionego faktu 8) zbuduj wszystkie mozliwe
sumy proste takich przestrzeni. (Jesli potrzebujesz postaci/rozkltadu Jordana, znajdz je dla po-
szczegblnych sktadnikow i odpowiednio potacz).

Przyklad. a) Dwuwymiarowa podprzestrzen ¢-niezmiennicza wewnatrz 17(2) moze by¢ albo odpowiednia plaszczyzna cykliczna
(opisali$my je juz w przykladzie do metody 3), albo suma prosta dwoch prostych cyklicznych.

Jednak, jako ze proste cykliczne zawieraja sie w plaszczyznie lin (al,a4) = ker ¢(2), dowolna suma prosta dwoch takich prostych

musi by¢ po prostu réwna lin (al, a4), a wiec jest to jedyny nowy przyklad (tzn. kazda plaszczyzna niezmiennicza wewnatrz \7(2>
jest albo ta, albo jedna z cyklicznych).

b) Trojwymiarowa podprzestrzeii p-niezmiennicza wewnatrz \7<2) moze albo by¢ cykliczna, albo by¢ suma, prosta prostej cyklicznej
i plaszczyzny cyklicznej. (Teoretyczna mozliwo$é sumy prostej trzech prostych cyklicznych odpada, jako ze wszystkie one zawieraja
sie w przestrzeni dwuwymiarowe]j lin (al, a4)). Woéwcezas musi ona mieé postaé

*) Cop (aal + bog + dog + ea5) ® Cyp(a’ar +d aq) = lin (aal + bag + dog + eas, bai + eaq, a’ay + d'cu;)7
gdzie wymagamy, aby (b,e) # 0 oraz (a’,d’) # 0, a takze by wektory (b,e), (a/,d’) byly niezalezne; wszystkie te warunki mozna
zapisa¢ zwarcie w postaci
([2aD) -2
albo jeszcze krocej przy pomocy wyznacznika: ba’ — ed’ # 0.

A kolejna odrobina sprytu podpowiada, ze w takim wypadku lin (b + e, a’on + d’ayq) = lin (a1, ayg), zatem opis (*) upraszcza sig do

lin (bag + eas, o1, ag), (b,e) # (0,0).

1 to juz wyglada zjadliwie, ale w ogblnodci nie zawsze da si¢ az tak dobrze.

¢) Dowolna trojwymiarowa podprzestrzen p-niezmiennicza W musi by¢ suma A-wymiarowe] niezmiennicze] wewnatrz \7(2) oraz
B-wymiarowej niezmienniczej wewnatrz f/<3>. Poniewaz w \7(3> jest tylko jedna klatka Jordana, na mocy faktu 9 wszystkie podprze-
strzenie niezmiennicze wewnatrz X7(3) sa cykliczne, zatem wypisaliSmy je juz w przyktadzie do metody 3. Mamy wiec trzy przypadki:

— W jest podprzestrzenia cykliczna (jedna z wypisanych w przyktadzie do metody 4);

— W jest suma prosta lin (ag) oraz pewnej nie-cyklicznej niezmienniczej plaszczyzny wewnatrz f/'(z) (jednej z wypisanych
w przykladzie a));

— W jest pewna nie-cykliczng niezmiennicza podprzestrzenia wewnatrz \7(2> (jedna z wypisanych w przykladzie b)).

d) Na koniec popatrzmy, do ktorych z podprzestrzeni opisanych w ¢) mozemy obciaé ¢, by uzyska¢ przeksztalcenie diagonalizowalne.
7 metody 5 wynika, ze jest to rownowazne temu, by wszystkie sktadniki cykliczne w W byly jednowymiarowe, a wiec potrzebujemy
ich trzech; przegladajac rodzaje podprzestrzeni niezmienniczych znalezione w ¢) widzimy, ze jedyna podprzestrzenia o az trzech

sktadnikach cyklicznych jest lin (a1, o, ).



2 Przestrzenie afiniczne

Na poczatek wyjasnienie dwoistodci rozwiazan. Niektorzy (w tym my) patrza na przestrzenie afiniczne jako na przesuniecia liniowych,
i najwygodniej im tlumaczy¢ wszystko jak najszybciej na jezyk przestrzeni liniowych. Inni, zwtaszcza w przypadku prostych zadan, lubia
nie marnowa¢ czasu na to przejécie i uzywac specjalnych metod macierzowych dla przestrzeni afinicznych. Zeby zadowoli¢ choé troche
jednych i drugich, rozwiazujemy niektére zadania oboma tymi “sposobami”, nazywajac je odpowiednio wektorowym i macierzowym. To nie
najlepsze nazwy, bo macierze s3 w obu wariantach; ponadto same obliczenia sg czasami w obu “sposobach” identyczne. Chodzi nam gléwnie

o rozroznienie dwoch dréog myslenia.

7. Opisz podprzestrzen liniowg 7(H) styczna do danej podprzestrzeni afinicznej H.

e Jesli H jest dana jako p+ V, gdzie V' — podprzestrzen liniowa, to T(H) = V.

e Jesli H jest dana jako af(py,...,p,), to wybierz wsrod po,...,p, dowolny punkt zaczepienia
i przenumeruj punkty tak, by punktem zaczepienia bylo pg; woéwczas

T(H) =1in (p1 — po, P2 — Pos - Pn — Po)-

Pamietaj, ze jesli wyjsciowe punkty nie byly w poltozeniu ogdlnym, to otrzymane wektory nie beda baza T'(H).
e Jedli H jest opisane ukladem réwnan o macierzy A | B |, toT(H) jest opisane ukladem
0 macierzy A |0

8. Czy punkt p nalezy do af(py,...,p,) / jest kombinacja afiniczng punktéw p,...,p,7
[Jesli tak, znajdz wspoéliczynniki tej kombinacji.]

Wektorowo: 1. Wybierz wsérod punktow po, . . ., p, punkt zaczepienia py.
2. Sprawdz, czy wektor p — pg nalezy do lin (p1 — Do, P2 — D0, -+ -y Pn — po).
3. Jedli p—pg jest kombinacja p1—po, p2—po, - - -, Pn—Ppo z€ Wspodlczynnikami aq, as, . . ., a,,
to
p=(1—a—ay—...—a,)po+ a1p1 + asps + . .. + anpp.

Macierzowo: 1. Zbuduj uktad réwnan o macierzy

Po|P1|P2]| ---|Pn|P

2. Punkt p nalezy do af(po, p1,- .., pn) < uklad ma rozwiazania; przy tym kazde roz-
wigzanie uktadu nadaje sie na szukany cigg wspolczynnikow kombinacji afinicznej.

9. Czy punkty py,...,p, znajduja sie w polozeniu ogélnym (tzn. sa “afinicznie niezalez-
ne”)?



Wektorowo: 1. Wybierz wérod punktow po, . . ., p, punkt zaczepienia py.

2. Sprawdz, czy wektory py — po, P2 — Po, - - -, Pn — Po 53 niezalezne.

Macierzowo: Sprawdz, czy rzad macierzy

DPo|P1L|P2]|.--|Pn

1 1 1 ... 1
jest rowny liczbie punktow (czyli n + 1).

10. Znajdz baze punktowa przestrzeni H = af(py,...,pn)-

1. Wybierz wérod punktéw po, ..., p, punkt zaczepienia py.
2. Wyznacz baze a, ..., przestrzeni liniowej T'(H) = lin (p1 — D0y P — po).

3. Baza punktowa przestrzeni H jest uklad

Do, Po + a1, ..., Po + Q.

11. Przejdz pomiedzy opisem H poprzez baze punktowa / uklad bazowy / parametryza-
cje.

Reguta jest bardzo prosta:

Do, D1, P2, -- -, Pn jest bazg punktowa H

)

Po; P1 — Pos P2 — Do, - -+ Pn — Do jest ukladem bazowym H

0

odwzorowanie  R™ 3 (t1,...tn) +—  po+ti(p1—po)+t2(p2—po)+-.+tn(pn—po) € H  jest parametryzacjy H

12. ZnajdZ (np. jej baze punktowa) podprzestrzen afiniczng H C RY opisana ukladem
rownarnm.

Wektorowo: 1. Wyznacz przestrzen T (H) (patrz 7) i znajdz jej baze.

2. Zgadnij dowolny punkt p € H; uklad bazowy H tworza p oraz baza T(H). Stad
latwo uzyskaé¢ baze punktowa (patrz 11).

Macierzowo: 1. Wypisz rozwiazanie ogolne uktadu rownan opisujacego H (tak, jak na poczatku

pazdziernika).
Przyktad. Dla uktadu {1 — @2 + 23 =1 budujemy macierz [ 1 —1 0 | 1 ], schodkujemy ja i redukujemy
(w naszym przypadku jest to juz zrobione). Wyznaczamy zmienne wolne (lub inaczej “parametry” — u nas sg to

T2,x3), Wypisujemy wzory na zmienne zwiazane (r1 = x2 — z3 + 3) 1 wreszcie wypisujemy rozwiazanie ogolne

(*) H:{[:Ez—x3+3, CEQ,.’Eg] }CEQ,I:{GR}.

Gdyby zabraé wasy i dopisa¢ z przodu “(z2,z3) —”, otrzymalibyémy de facto parametryzacje H.

2. Teraz metoda do wyboru (oczywiscie wszystkie sa tatwo rownowazne):
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— Przedstaw wyrazenie obliczone w (*) jako sume punktu i kombinacji wektorow

— daje to uktad bazowy, a potem baze punktows (patrz 11).
Przyktlad. Mamy
[2?2 — a3+ 3, x2, 13] = [3»070] + IQ(L 1:0) + {E3(1,U7 1)7

wiec uklad bazowy to [3,0,0]; (1,1,0), (1,0,1), za$ baza punktowa to [3,0,0], [4,1,0], [4,0,1].
— Aby uzyska¢ bezposrednio baze punktowa, mozesz podstawi¢ w (*) za kolejne
zmienne wolne wartosci

(0,0,...,0), (1,0,...,0), (0,1,...,0), ..., (0,0,...,1).

Przyklad. Podstawienie (z2,z3) = (0,0) daje [3,0,0]; (z2,z3) = (1,0) daje [4,1,0]; (z2,z3) = (0,1)
daje [4,0,1]. Wychodzi ta sama baza punktowa, co powyzej.

13. Opisz podprzestrzen afiniczng H C RY ukladem réwnan.

Wektorowo:

Macierzowo:

1. Wyznacz przestrzen styczna T'(H) (patrz 7) i opisz ja uktadem; niech A |0

bedzie macierza tego uktadu.

2. Wybierz dowolny punkt p € H i zastap w powyzszym ukladzie ostatnia zerowg
kolumne przez taka, zeby punkt p spelnial wszystkie rownania. Otrzymany uktad

opisuje H.
Przyklad. Niech H = af ([1,0,—3],[2,1,—2]) = [1,0,—3] +1in ((1,1,1)). Opisujemy podprzestrzen T(H) = lin ((1,1, 1))
uktadem rownan: {Il - zg ~ g - 0. Nastepnie podstawiamy punkt p do lewych stron wszystkich réwnan i odpowiednio

— x2 =1
ro — xr3 = 3

zmieniamy prawe, otrzymujac { 1 . Ten uklad opisuje H.

1. Jesli H jest dane jako af(po, p1,-..,p.) € RY, zbuduj macierz

T
Po|P1|P2|---|DPn
TN
1 1 1 1] 1
Zauwaz, ze z metody 8 wynika, ze H jest dokladnie zbiorem takich [z1,...,zyN], dla ktérych uklad rownan o tej
macierzy ma jakies rozwiazanie.
2. Zeschodkuj; dla kazdego otrzymanego wiersza postaci [ 00 ... 0 H o } Wypisz

rownanie ¢ = (.

3. Wszystkie wypisane réwnania tworza razem uktad opisujacy H.
Przyklad. Weimy znow H = af ([1, 0,-3],[2,1, 72]). Budujemy macierz

1 2 1

0 1 T2

-3 -2 | x3 ’

1 1 1

ktora po zeschodkowaniu daje

1 0 xr1 — 2x2
0 1 T2
0 0| 3xy —4x2 +x3 )
0 0 —x1+x2 +1

3z) — 4z + 3

o1 — oo 1 - 8 . To inny uklad niz otrzymany sposobem wektorowym,

zatem H jest opisane ukladem réwnan { _

ale tatwo sprawdzié, ze rownowazny.
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14. Znajdz przekrdj przestrzeni afinicznych H,, Hs.

e Wszystko, co bedzie tu napisane (z wyjatkiem liczenia wymiaru!), jest analogiczne do sytuacji
liniowej opisanej w metodniku z poprzedniego semestru (aktualnie pod numerem 17).

e S3 zasadniczo dwa sposoby: pierwszy stosuje sie, gdy obie przestrzenie sg opisane uktadem, drugi,
gdy znamy np. baze punktowa H,, a H jest opisane ukladem. Mozna zawsze zmieni¢ opis H;
lub H, korzystajac z metod 12, 13, 10 oraz 11.

e Sposob pierwszy (zakladamy, ze Hy, Hy sa opisane ukladem):

1. Potacz uktady opisujace Hy, Hy w jeden wielki uktad réwnar.
2. Otrzymany uktad opisuje H; N Hy; mozesz teraz np. znalez¢ baze punktowa (patrz 12).

e Sposob drugi (zakladamy, ze po, p1, - - ., pn jest bazq punktowq Hy, zas Hj jest opisane ukladem U;
jesli Hy jest dane jako “af” pewnych punktéw, to nalezy najpierw znalezé jego baze punktowq
(patrz 10)):

Przyklad. Niech H; ma baze punktowa [1,0,1], [2,2,4], [2,1,2], zas Ho bedzie opisane rownaniem 2z, — z3 = 3.

1. Jesli masz ochote, przenumeruj punkty po, ..., p,, by mie¢ tadny punkt zaczepienia pyg.

2. Przedstaw dowolny element Hy jako py+ a1 (p1 — po) + - - . + an(pn — po); posprzataj wynik.
W naszym przykladzie dowolny element H> ma postaé [1,0,1]4+a1(1,2,3) +a2(1,1,1) = [1 + a1 + a2, 2a1 + a2, 1+ 3a1 +a2].

3. Podstaw uzyskany napis do uktadu U; posprzataj, aby dosta¢ warunki na zmienne aq, . . ., a,.
Podstawienie daje 2(1 + a1 + a2) — (1 4 3a1 + a2) = 3; po sprzatnieciu mamy —aq + ag = 2.

4. Znajdz baze punktowa otrzymanego uktadu na ay,...,a, (patrz 12). Oznacz jg qi, . . ., qx-
U nas wychodzi ¢1 = [-2,0], g2 = [-1,1].

5. Dla kazdego ¢; znajdz element Hy, odpowiadajacy takim wspoétczynnikom aq, ..., a,, jak
nakazujg wspotrzedne g;.
Poniewaz q1 = [—2,0], podstawiamy a1 = —2, a2 = 0 do wyrazenia [1 + a1 + a2, 2a1 + a2, 1 + 3a1 + a2] i otrzymuje-
my [—1,—4, —5].
Analogicznie dla g2 podstawiamy a1 = —1, a2 = 1 i otrzymujemy [1, -1, —1].

6. Baze punktowa H; N H, tworza punkty obliczone przed chwila.

Czyli [-1,—4, —5] oraz [1,—1,—1].

o Jesli pytaja tylko o wymiar H; N Hs, to czasem mozna uniknaé¢ liczenia, ale trzeba uwazac,
poniewaz znany nam z pierwszego semestru wzor

dim(V; N'V,) = dim V; + dim V5 — dim(V; + V3)

nie przeklada sie bezposrednio na przestrzenie afiniczne. Zwtaszcza, ze przekr6oj dwoch przestrze-
ni afinicznych moze by¢ pusty (a nie zerowy), a jest w ogole dyskusyjne, czy zbior pusty jest
przestrzenia afiniczna (a tym bardziej, jaki ma wymiar).
Zreszta, czym miatoby by¢ H1+Ho?7 Zbiorem sum punktéw? To nie ma sensu — punktow sie nie dodaje. Zbiorem érednich arytmetycznych?
To juz poprawna definicja, ale wynik nie zawsze jest podprzestrzenia afiniczna, np. dla af([0, 0], [1,0]) oraz af([0, 1], [1,1]) otrzymaliby$my

nieskoriczony pas opisany warunkiem 0 < z2 < 1. Moze zbiorem kombinacji afinicznych, tzn. zbiorem af(H; U H2)? To juz ma jaki$ sens,
ale tak rozumiana “suma” dwoch prostych moze mie¢ wymiar 3, np. dla af([0, 0, 0], [1,0,0]) oraz af([0, 0, 1], [0, 1,1]). Wiec nie jest prosto.

W tej sytuacji chyba najprosciej korzysta¢ z nastepujacych dwoch faktow:
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— Jedli tylko Hy; N Hy # 0, to zachodzi T'(H, N Hy) = T'(Hy,) N T(H,), a stad wynika, ze

dim(H; N Hs) = dim Hy + dim H, — dim (T(H;) + T(H>)).

Dowdd. Wybierajac dowolny punkt p € H; N Ha mamy
p+T(HiNHz)=HiNHy = (p+T(H1))N(p+T(H2)) =p+ (T'(H1) NT(Hz))

i wystarczy po obu stronach pracowicie “odjaé” p. O

— Jesli Hy, Hy, C H oraz T(H,)+T(Hy) = T(H), to Hi N Hy # 0 (i wobec tego dim(H; N Hy)
mozna obliczy¢ z poprzedniego faktu).

Dowdd. Wybierzmy dowolne punkty p1 € Hi, pa € Ha. Poniewaz T (H1)+T(Hz2) = T(H), wektor p2 —p1 musi zapisywacé sie jako a1 +as
dla pewnych oy € T(H1), ao € T(H2). Wowczas

Hi=p1+T(H1) 2 prtar=p2+(-a2) € p2+T(H2)=Hoa. O

15. Znajdz podprzestrzen afiniczng H' C RY réwnolegla do H i przechodzaca przez
punkt p.

e Przypomnienie: H' réwnolegta do H oznacza na tym przedmiocie, ze T(H) = T(H').

Zatem proste poziome w R3 nie sa réwnolegle do poziomych plaszcayzn. (Troche szkoda).
e Zasadniczo chodzi o to, ze jako H' mozna wziaé¢ p + T'(H). A konkretniej:

— Jesli H jest dane jako af(py,...,pn), to wystarczy wziaé (por. 7)

H' = af (p> pP+DP1—DPo, P+P2—"os -, p+pn—po>-

— Jesli H jest opisane ukltadem o macierzy A | B |, uklad opisujacy H' mozna otrzy-

maé¢ podmieniajac kolumne B na B’ taka, by uktad byt spelniony przez punkt p (por. 7
oraz 13 w wersji wektorowej).
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