
GAL, Kolokwium 2, 12.05.2009

Każda̧ odpowiedź TRZEBA starannie uzasadnić. Rozwia̧zanie każdego zadania TRZEBA napisać na ODDZIELNEJ kartce
(lub kartkach).
Na każdej kartce prosze podać: imiȩ, nazwisko (BARDZO CZYTELNIE) i numer indeksu osoby zdaja̧cej, nazwisko
prowadza̧cego ćwiczenia lub numer grupy do której osoba zdaja̧ca uczeszcza,
numer rozwia̧zywanego zadania i literȩ tematu.

TEMAT A

(1) (a) W przestrzeni afinicznej R3 znaleźć parametryzacjȩ i równanie p laszczyzny P przechodza̧cej przez punkt
(1,−3, 2) i równoleg lej do p laszczyzny H = af((0, 1, 1), (1, 3, 1), (1, 1, 3)).

(b) Czy prosta L = af((2,−4, 0), (1,−3, 2)) przecina p laszczyznȩ H = af((0, 1, 1), (1, 3, 1), (1, 1, 3))? Jeśli tak,
znaleźć ich czȩść wspólna̧ H ∩ L.

(2) Dane sa̧ nastȩpuja̧ce punkty w przestrzeni afinicznej R3:

p0 = (1, 1, 1), p1 = (2, 2, 1), p2 = (2, 2, 2), p3 = (1, 2, 1),

q0 = (−1, 0, 1), q1 = (1, 0, 2), q2 = (−1,−2, 2), q3 = (3, 2, 2).

(a) Pokazać, że p0, p1, p2, p3 tworza̧ bazȩ punktowa̧ R3.

(b) ϕ: R3 −→ R3 jest przekszta lceniem afinicznym takim, że ϕ(pi) = qi dla i = 0, 1, 2, 3. Znaleźć wzór na ϕ.

(c) Przekszta lcenie afiniczne ψ: R3 −→ R3 dane jest wzorem ψ((x1, x2, x3)) = (x1 +x3 +1,−x1 +x2−1, x2 +x3−2).
Znaleźć uk lad równań opisuja̧cy podprzestrzeń afiniczna̧ ψ(M), gdzie M = (0, 2, 1) + lin((1, 1, 1), (0, 0, 1)).

(3) Dana jest przestrzeń euklidesowa R4 ze standardowym iloczynem skalarnym (tzn. 〈(x1, x2, x3, x4), (y1, y2, y3, y4)〉 =
x1y1 + x2y2 + x3y3 + x4y4) i podprzestrzeń W = lin((0, 1,−1, 1), (1, 0, 2, 0), (2, 1, 3, 1)).

(a) Znaleźć bazȩ przestrzeni W⊥.

(b) Znaleźć bazȩ ortogonalna̧ (tzn. prostopad la̧) przestrzeni W .

(c) Znaleźć rzut wektora (0, 1, 1, 0) na W .

(4) (V, 〈 , 〉) jest przestrzenia̧ euklidesowa̧ liniowa̧, ∅ 6= X ⊆ V dowolny niepusty zbiór, oraz v1, v2, . . . , vn ∈ V niezerowe
wektory. Pokazać, że

(a) X⊥ = {v ∈ V : 〈v, x〉 = 0 ∀x∈X} jest podprzestrzenia̧ liniowa̧ V ,

(b) jeśli 〈vi, vj〉 = 0 dla każdych i 6= j, to v1, v2, . . . , vn sa̧ liniowo niezależne.

(5) Niech (V, 〈 , 〉) bȩdzie przestrzenia̧ euklidesowa̧ liniowa̧, a W jej podprzestrzenia̧.

(a) Pokazać, że dla dowolnego wektora v ∈ V ,

(a.1) ||v|| ≤ ||v||,
(a.2) ||v|| = ||v|| wtedy i tylko wtedy gdy v ∈W ,

gdzie v jest rzutem wektora v na podprzestrzeń W . (||v|| =
√
〈v, v〉).

(b) Niech A =
(
a b
b d

)
bȩdzie symetryczna̧ macierza̧ 2× 2 spe lniaja̧ca̧ warunki kryterium Sylvestera (tzn. a > 0

i detA > 0). Pokazać, że istnieja̧ wektory v, w ∈ V , takie że G(v, w) = A (gdzie G(v, w) jest macierza̧ Grama
wektorów v i w).
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Każda̧ odpowiedź TRZEBA starannie uzasadnić. Rozwia̧zanie każdego zadania TRZEBA napisać na ODDZIELNEJ kartce
(lub kartkach).
Na każdej kartce prosze podać: imiȩ, nazwisko (BARDZO CZYTELNIE) i numer indeksu osoby zdaja̧cej, nazwisko
prowadza̧cego ćwiczenia lub numer grupy do której osoba zdaja̧ca uczeszcza,
numer rozwia̧zywanego zadania i literȩ tematu.

TEMAT B

(1) (a) W przestrzeni afinicznej R3 znaleźć parametryzacjȩ i równanie p laszczyzny P przechodza̧cej przez punkt (1, 2, 1)
i równoleg lej do p laszczyzny H = af((1, 1, 1), (−1,−1, 1), (2, 1, 2)).

(b) Czy prosta L = af((−1, 1, 4), (0, 2, 3)) przecina p laszczyznȩ H = af((1, 1, 1), (−1,−1, 1), (2, 1, 2))? Jeśli tak
znaleźć H ∩ L.

(2) Dane sa̧ nastȩpuja̧ce punkty w przestrzeni afinicznej R3:

p0 = (1, 1, 1), p1 = (2, 2, 1), p2 = (1, 0, 1), p3 = (1, 2, 2),

q0 = (−1, 0, 1), q1 = (1, 0, 2), q2 = (−1,−2, 2), q3 = (3, 2, 2).

(a) Pokazać, że p0, p1, p2, p3 tworza̧ bazȩ punktowa̧ R3.

(b) ϕ: R3 −→ R3 jest przekszta lceniem afinicznym takim, że ϕ(pi) = qi dla i = 0, 1, 2, 3. Znaleźć wzór na ϕ.

(c) Przekszta lcenie afiniczne ψ: R3 −→ R3 dane jest wzorem ψ((x1, x2, x3)) = (x1 + x3,−x1 + x2 − 1, x2 + x3 − 2).
Znaleźć uk lad równań opisuja̧cy podprzestrzeń afiniczna̧ ψ(M), gdzie M = (1, 2, 1) + lin((1,−1,−1), (0, 1, 0)).

(3) Dana jest przestrzeń euklidesowa R4 ze standardowym iloczynem skalarnym (tzn. 〈(x1, x2, x3, x4), (y1, y2, y3, y4)〉 =
x1y1 + x2y2 + x3y3 + xc4y4) i podrzestrzeń W = lin((0, 1, 1, 1), (1, 0, 0, 2), (2, 1, 1, 5)).

(a) Znaleźć bazȩ przestrzeni W⊥.

(b) Znaleźć bazȩ ortogonalna̧ (tzn. prostopa la̧) przestrzeni W

(c) Znaleźć rzut wektora (0,−1, 0, 1) na W .

(4) (V, 〈 , 〉) jest przestrzenia̧ euklidesowa̧ liniowa̧, ∅ 6= X ⊆ V dowolny niepusty zbiór, oraz v1, v2, . . . , vn ∈ V niezerowe
wektory. Pokazać, że

(a) X⊥ = {v ∈ V : 〈v, x〉 = 0 ∀x∈X} jest podprzestrzenia̧ liniowa̧ V ,

(b) jeśli 〈vi, vj〉 = 0 dla każdych i 6= j, to v1, v2, . . . , vn sa̧ liniowo niezależne.

(5) Niech (V, 〈 , 〉) bȩdzie przestrzenia̧ euklidesowa̧ liniowa̧, a W jej podprzestrzenia̧.

(a) Pokazać, że dla dowolnego wektora v ∈ V ,

(a.1) ||v|| ≤ ||v||,
(a.2) ||v|| = ||v|| wtedy i tylko wtedy gdy v ∈W ,

gdzie v jest rzutem wektora v na podprzestrzeń W . (||v|| =
√
〈v, v〉).

(b) Niech A =
(
a b
b d

)
bȩdzie symetryczna̧ macierza̧ 2× 2 spe lniaja̧ca̧ warunki kryterium Sylvestera (tzn. a > 0

i detA > 0). Pokazać, że istnieja̧ wektory v, w ∈ V , takie że G(v, w) = A (gdzie G(v, w) jest macierza̧ Grama
wektorów v i w).


