
O macierzach Jordana

Zaªó»my, »e dana jest macierz A, dla której szukamy rozkªadu Jordana A = CJC−1.

I O co chodzi w macierzach Jordana? (Przymiarka)

1. Zaczniemy od ko«ca. Chcemy znajdowa¢ J na podstawie A, ale zwi¡zki mi¦dzy tymi ma-
cierzami ªatwiej jest zrozumie¢ w przeciwn¡ stron¦. Zaªó»my wi¦c tymczasowo, »e znamy J ,
na przykªad:

J =


5 1

5
5

7 1
7

 .
i zastanówmy si¦, czy to nam mówi co± na temat A? Chyba nic wyra¹nego. Je±li jednak
rozwa»ymy przeksztaªcenie ϕ odpowiadaj¡ce macierzy A (w bazach standardowych), to ªatwo
zobaczy¢, »e

szukanie rozkªadu Jordana dla A ⇔ szukanie bazy, w której ϕ ªadnie wygl¡da,

a dokªadniej:

szukanie C takiego, »e A = CJC−1 ⇔ szukanie bazy C takiej, »e M(ϕ)CC = J

(wtedy kolumny C odpowiadaj¡ wektorom z C). Poni»ej zobaczymy, co mówi J na temat ϕ.

2. Oznaczmy teraz wektory bazy C przez γ1, γ2, γ3, γ4, γ5. Wówczas z macierzy J odczytujemy
warunki

ϕ(γ1) = 5γ1, ϕ(γ2) = γ1 + 5γ2, . . .

To nie jest zbyt czytelne. Zamiast tego popatrzmy, co robi przeksztaªcenie ϕ − 5 · id, które
oznaczymy przez ϕ(5):

ϕ(5)(γ1) = 0, ϕ(5)(γ2) = γ1, ϕ(5)(γ3) = 0

Analogicznie mamy
ϕ(7)(γ4) = 0, ϕ(7)(γ5) = 0.

To wygl¡da sugestywnie na obrazkach:

ϕ− 5 · id : 0 0

poziom 1→ •γ1

OO

•γ3

OO

poziom 2→ •γ2

OO

ϕ− 7 · id : 0

poziom 1→ •γ4

OO

poziom 2→ •γ5

OO

Obrazki zawsze skªadaj¡ si¦ ze �sznurków�. Ka»dy sznurek odpowiada jednej klatce Jordana w J .
Znalezienie postaci Jordana dla A polega na znalezieniu odpowiedniej �sznurkowej� bazy dla ϕ.

3. Zanim opiszemy metod¦, omówmy kilka wªasno±ci baz Jordana. Ustalmy liczb¦ (zespolon¡) λ.
Od tej chwili rozwa»amy wyª¡cznie rysunek sznurków dla ϕ(λ).
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(a) Sznurki istniej¡ wtedy i tylko wtedy, gdy λ jest pierwiastkiem wielomianu charakterystycz-
nego macierzy A.
Bo: λ jest pierwiastkiem ⇔ detM(ϕ(λ))

st
st = 0 ⇔ ϕ(λ) ma nietrywialne j¡dro ⇔ s¡ jakie± sznurki.

(b) Liczba wektorów na rysunku jest równa krotno±ci λ jako pierwiastka wielomianu charak-
terystycznego.
Bo: wielomiany charakterystyczne macierzy A i J s¡ takie same. A dla macierzy J to wida¢.

(c) Wektory pierwszego poziomu tworz¡ baz¦ j¡dra ϕ(λ).
Ogólniej: wektory pierwszych i poziomów tworz¡ baz¦ kerϕ(λ)

i.
St¡d z kolei wynika, »e liczba wektorów na poziomie i wynosi dim kerϕ(λ)

i−dim kerϕ(λ)
i−1.

(d) Wektory drugiego poziomu przechodz¡ przy ϕ(λ) na wektory pierwszego poziomu. To ba-
nalne, ale ma wa»ny skutek: baza na poziomie pierwszym nie mo»e by¢ dowolna.
Mianowicie baza ta musi widzie¢ obraz podprzestrzeni rozpinanej przez wektory drugiego poziomu, tzn. widzie¢ ϕ(λ)(kerϕ(λ)

2).

Ogólniej: wektory i-tego poziomu musz¡ widzie¢ ϕ(λ)(kerϕ(λ)
i+1).

4. Rozumowanie �od ko«ca� daªo ju» jakie± efekty: z (a) i (b) wynika, »e znaj¡c wielomian cha-
rakterystyczny A mo»emy ustali¢, jak wygl¡da przek¡tna macierzy J . Ale to dopiero pocz¡tek;
trzeba jeszcze odtworzy¢ komplet informacji o sznurkach.

II Jak szuka¢ rozkªadu Jordana? (Podej±cie ogólne)
Zaczynamy pracowa¢ na konkretnym przykªadzie:

A =

266666664

2 1
−2 2 1

2 2
2 −1 −1 2 1
−2 1 2
1 −2 −1 −1 1
3 −4 −3 3 −1

377777775

1. Znajdujemy pierwiastki wielomianu charakterystycznego A oraz ich krotno±ci. Dla ka»dego
pierwiastka λ b¦dziemy tworzy¢ osobno rysunek sznurków dla przeksztaªcenia ϕ(λ).
W przykªadzie wielomian ma 2 pierwiastki: 2 (pi¦ciokrotny) oraz −1 (dwukrotny).

Mamy wi¦c rysunek dla ϕ(2) z pi¦cioma kropkami oraz dla ϕ(−1) z dwoma, ale jeszcze nie wiemy, jak te kropki s¡ powi¡zane w sznurki.

2. Obliczamy kolejne pot¦gi ϕ(λ), ϕ(λ)
2, ϕ(λ)

3, . . . oraz ich rz¦dy a» do ustabilizowania rz¦du, czyli
a» nast¡pi dim kerϕ(λ)

k = dim kerϕ(λ)
k+1 dla pewnego k.

Wówczas rysunek sznurków ma k poziomów, przy czym:
� na pierwszym poziomie jest dim kerϕ(λ) wektorów;
� na i-tym poziomie (dla i > 1) jest dim kerϕ(λ)

i − dim kerϕ(λ)
i−1 wektorów.

To pozwala odtworzy¢ ksztaªt sznurków.
Dla λ = 2: Przeksztaªcenie ϕ(2) ma w bazach standardowych macierz A(2) = A − 2I. Obliczamy jej pot¦gi (r¦cznie � normalne
przykªady maj¡ wielko±¢ 3× 3, a nie 7× 7, wi¦c si¦ da); oto ich rz¦dy:

r(A(2)) = 5, r(A(2)
2) = 3, r(A(2)

3) = 2, r(A(2)
4) = 2,

zatem stabilizacja nast¡piªa dla k = 3. Powy»sze równo±ci tªumacz¡ si¦ na

dimkerϕ(2) = 7− 5 = 2, dimkerϕ(2)
2 = 7− 3 = 4, dimkerϕ(2)

3 = 7− 2 = 5,
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zatem liczba wektorów na kolejnych poziomach wynosi 2, 2, 1, co prowadzi do rysunku o takim ksztaªcie:

ϕ(2) : 0 0

•
OO
•
OO

•
OO
•
OO

•
OO

Dla λ = −1: Analogicznie stwierdzamy, »e

dimkerϕ(−1) = 1, dimkerϕ(−1)
2 = 2, dimkerϕ(−1)

3 = 2,

zatem mamy po jednej kropce na poziomach 1 i 2, czyli

ϕ(−1) : 0

•
OO

•
OO

3. Na podstawie ksztaªtu sznurków mo»na ju» ustali¢, jak wygl¡da macierz J . Jednak najcz¦±ciej
nale»y te» wyznaczy¢ baz¦ C lub (co na jedno wychodzi) macierz C; w takim wypadku musimy
wykona¢ nast¦pne kroki.
W naszym przykªadzie otrzymujemy w bazie C = (γ1, γ2, . . .) macierz

J =

266666664

2 1
2 1

2
2 1

2
−1 1

−1

377777775
,

o ile w rysunkach sznurków ponumerujemy wektory nast¦puj¡co: ϕ(2) : 0 0

•γ1

OO
•γ4

OO

•γ2

OO
•γ5

OO

•γ3

OO

ϕ(−1) : 0

•γ6

OO

•γ7

OO

Mo»na te» ponumerowa¢ inaczej i otrzyma¢ inn¡ macierz J (z inn¡ kolejno±ci¡ klatek). Jednak »eby otrzymana macierz byªa jorda-

nowska, trzeba w obr¦bie ka»dego sznurka przydzieli¢ ci¡g kolejnych numerów, rosn¡cy z góry w dóª.

4. Szukamy teraz wektorów γi, pami¦taj¡c o uwagach z przymiarki. Mo»na na przykªad znaj-
dowa¢ je pocz¡wszy od doªu:

� Na poziomie k wybieramy jakiekolwiek dopeªnienie bazy kerϕ(λ)
k−1 do bazy kerϕ(λ)

k;

� Na poziomie i (dla i < k) wektory nieko«cz¡ce sznurków s¡ wyznaczone jako obrazy swoich
ni»szych s¡siadów przy ϕ(λ).
Wektory ko«cz¡ce sznurki wyznaczamy poprzez dopeªnienie do bazy kerϕ(λ)

i ukªadu za-
wieraj¡cego baz¦ kerϕ(λ)

i−1 (o ile i > 1) oraz wyznaczone wcze±niej wektory nieko«cz¡ce

3



na poziomie i. To znowu dobrze wida¢ na rysunku:

0 0 0 0 0

____________________

�
�
�
�
�
�

◦

OO

◦

OO

◦

OO

◦

OO

◦

OO

kerϕ(λ)
i−1 . . .

OO
. . .

OO
. . .

OO
. . .

OO
. . .

OO

kerϕ(λ)
i ◦

OO

◦

OO

◦

OO

◦

OO

◦

OO

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

�
�
�
�
�
�

poziom i→ •β1

OO

•β2

OO

• ?

OO

• ?

OO

•α1

OO

•α2

OO

. . .
OO

. . .
OO

•
OO

•
OO

Rysunek przedstawia wyznaczanie wektorów na poziomie i. Czarne kropki oznaczaj¡ wek-
tory ju» nam znane; szare b¦dziemy wªa±nie wyznacza¢; biaªe znajdziemy pó¹niej. Niemniej
wiemy ju», jakie przestrzenie s¡ rozpi¦te przez wektory biaªe oraz biaªo-szare, co nam si¦
przyda.
Wektory β1, β2 nie ko«cz¡ sznurków, zatem obliczamy β1 = ϕ(λ)(α1) oraz β2 = ϕ(λ)(α2).
Natomiast dwa pozostaªe wektory, oznaczone znakami zapytania, wyznaczamy dopeªnia-
j¡c do bazy kerϕi(λ) (du»a ramka) ukªad zªo»ony z wyznaczonych ju» wektorów β1, β2 oraz

pewnej bazy kerϕi−1
(λ) (maªa ramka).

Dla λ = 2: Na pocz¡tek wyznaczmy bazy j¡der kolejnych pot¦g ϕ(2):

kerϕ(2) = lin
`
(0, 0, 0, 1, 0, 0, 0), (−1, 0,−2, 0, 0, 0, 1)

´
,

kerϕ(2)
2 = lin

`
(0, 0, 0, 1, 0, 0, 0), (−1, 0,−2, 0, 0, 0, 1), (1, 0, 2, 0, 1, 0, 0), (1,−1, 2, 0, 0, 1, 0)

´
,

kerϕ(2)
3 = lin

`
(0, 0, 0, 1, 0, 0, 0), (1, 0, 0, 0, 0, 0, 1), (−1,−1, 0, 0, 0, 1, 0), (−1, 0, 0, 0, 1, 0, 0), (1, 0, 1, 0, 0, 0, 0)

´
.

Poziom 3. Wybieramy γ3 jako dopeªnienie bazy kerϕ(2)
2 do bazy kerϕ(2)

3: na przykªad (1, 0, 0, 0, 0, 0, 1).
Poziom 2. Obliczamy γ2 = ϕ(2)(γ3) = (0,−2, 0, 2,−2, 2, 0). Wybieramy γ5 jako dopeªnienie ukªadu zªo»onego z γ2 oraz bazy kerϕ(2)

do bazy kerϕ(2)
2: na przykªad (1, 0, 2, 0, 1, 0, 0).

Poziom 1. Obliczamy γ1 = ϕ(2)(γ2) = (−2, 0,−4, 0, 0, 0, 2) oraz γ4 = ϕ(2)(γ5) = (0, 0, 0, 1, 0, 0, 0).
Dla λ = −1: Tu b¦dzie du»o przyjemniej:

kerϕ(−1) = lin
`
(0, 0, 0, 0, 0, 1, 0)

´
,

kerϕ(−1)
2 = lin

`
(0, 0, 0, 0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 0, 0, 0, 1)

´
.

Poziom 2. Wybieramy γ7 jako dopeªnienie bazy kerϕ(−1) do bazy kerϕ(−1)
2: na przykªad (0, 0, 0, 0, 0, 0, 1).

Poziom 1. Obliczamy γ6 = ϕ(−1)(γ7) = (0, 0, 0, 0, 0, 1, 0).

5. Mo»emy teraz udzieli¢ peªnej odpowiedzi postaci: �J jest macierz¡ ϕ w bazie C�, gdzie J , C
s¡ takie, jak znale¹li±my, lub �A = CJC−1�, gdzie C jest macierz¡ maj¡c¡ w kolumnach kolejne
wektory γi.
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