O macierzach Jordana

Zatozmy, ze dana jest macierz A, dla ktorej szukamy rozktadu Jordana A = CJC 1.

I O co chodzi w macierzach Jordana? (Przymiarka)

1. Zaczniemy od konica. Chcemy znajdowaé J na podstawie A, ale zwigzki miedzy tymi ma-
cierzami tatwiej jest zrozumie¢ w przeciwna strone. Zaldézmy wiec tymczasowo, ze znamy J,
na przyktad:
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7

i zastanéwmy sie, czy to nam moéwi co§ na temat A? Chyba nic wyraznego. Jesli jednak
rozwazymy przeksztatcenie ¢ odpowiadajace macierzy A (w bazach standardowych), to latwo
zobaczy¢, ze

szukanie rozktadu Jordana dla A & szukanie bazy, w ktorej ¢ tadnie wyglada,
a doktadniej:
szukanie C' takiego, ze A = CJC ™! & szukanie bazy C takiej, ze M(p)§ = J

(wtedy kolumny C' odpowiadajg wektorom z C). Ponizej zobaczymy, co mowi J na temat .

2. Oznaczmy teraz wektory bazy C przez 71, 72,73, V4, V5. WoOwczas z macierzy J odczytujemy
warunki

e(n) =57, (1) =n+5%,
To nie jest zbyt czytelne. Zamiast tego popatrzmy, co robi przeksztatcenie ¢ — 5 - id, ktoére
0zZNaczymy przez (s):
¢ (1) =0, i) (12) = 1, i) (13) =0
Analogicznie mamy
¢(n)(74) =0, e (15) = 0.
To wyglada sugestywnie na obrazkach:

(,0—5'id2 0 0 g0—7-id2 0
poziom 1— .71 .73 poziom 1— .74
poziom 2— .’}/2 poziom 2— .r‘)/5

Obrazki zawsze sktadaja sie ze “sznurkoéw”. Kazdy sznurek odpowiada jednej klatce Jordana w J.
Znalezienie postaci Jordana dla A polega na znalezieniu odpowiedniej “sznurkowej” bazy dla .

3. Zanim opiszemy metode, oméwmy kilka wlasnoéci baz Jordana. Ustalmy liczbe (zespolong) A.
Od tej chwili rozwazamy wylgcznie rysunek sznurkow dla ¢y).
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(a) Sznurki istnieja wtedy i tylko wtedy, gdy A jest pierwiastkiem wielomianu charakterystycz-
nego macierzy A.

Bo: A jest pierwiastkiem < det M(gpo\))zg =0 < ¢(n) ma nietrywialne jadro < sa jakies sznurki.

(b) Liczba wektoréw na rysunku jest rowna krotnosci A jako pierwiastka wielomianu charak-
terystycznego.

Bo: wielomiany charakterystyczne macierzy A i J sa takie same. A dla macierzy J to widaé.

(c) Wektory pierwszego poziomu tworzg baze jadra ¢(y).
Ogolniej: wektory pierwszych i pozioméw tworza baze ker ¢ ,\)i.
Stad z kolei wynika, ze liczba wektorow na poziomie i wynosi dim ker ¢()* —dim ker ()"

(d) Wektory drugiego poziomu przechodza przy ¢(n) na wektory pierwszego poziomu. To ba-
nalne, ale ma wazny skutek: baza na poziomie pierwszym nie moze by¢ dowolna.
Mianowicie baza ta musi widzie¢ obraz podprzestrzeni rozpinanej przez wektory drugiego poziomu, tzn. widziec @) (ker gp()\)2).

Ogolniej: wektory i-tego poziomu musza widzie¢ oy (ker () T1).

4. Rozumowanie “od konca” dalo juz jakies efekty: z (a) i (b) wynika, Ze znajac wielomian cha-
rakterystyczny A mozemy ustali¢, jak wyglada przekatna macierzy J. Ale to dopiero poczatek;
trzeba jeszcze odtworzy¢ komplet informacji o sznurkach.

IT Jak szukaé rozkladu Jordana? (Podejscie og6lne)

Zaczynamy pracowaé na konkretnym przykladzie:

2 1
-2 2 1
2 2
A= 2 -1 -1 2 1
-2 1 2
1 —2 -1 -1 1
3 -4 =3 3 -1

1. Znajdujemy pierwiastki wielomianu charakterystycznego A oraz ich krotnosci. Dla kazdego
pierwiastka A bedziemy tworzy¢ osobno rysunek sznurkéw dla przeksztalcenia ).
W przykladzie wielomian ma 2 pierwiastki: 2 (pieciokrotny) oraz —1 (dwukrotny).

Mamy wigc rysunek dla ¢ (o) z pigcioma kropkami oraz dla ¢(_ 1) z dwoma, ale jeszcze nie wiemy, jak te kropki sa powigzane w sznurki.

2. Obliczamy kolejne potegi ©on), P2, )’ - - - oraz ich rzedy az do ustabilizowania rzedu, czyli
az nastapi dimker o, = dimker ()" dla pewnego k.
Wowezas rysunek sznurkéw ma k pozioméw, przy czym:
— na pierwszym poziomie jest dim ker 5y wektorow;
— na i-tym poziomie (dla i > 1) jest dimker ()" — dimker ()" ~! wektorow.
To pozwala odtworzy¢ ksztatt sznurkow.
Dla A = 2: Przeksztalcenie ¢(2) ma w bazach standardowych macierz A(g) = A — 2I. Obliczamy jej potegi (recznie — normalne
przyklady maja wielkos$¢ 3 x 3, a nie 7 x 7, wiec sie da); oto ich rzedy:
r(A(gy) =5, r(A(2)2) =3, T(A(2)3) =2, r(A(2)4) =2,

zatem stabilizacja nastapita dla k = 3. Powyzsze rownosci ttumacza si¢ na

dimker (g =7 —5 =2, dimker p(5)® =7 -3 =4, dimker p(5)® =7-2=35,



zatem liczba wektoréw na kolejnych poziomach wynosi 2,2, 1, co prowadzi do rysunku o takim ksztalcie:

P2 0 0
Ao
L] [ ]
AoA
[ ] [ ]
A
L]
Dla A = —1: Analogicznie stwierdzamy, ze
dimkerp(_1) =1, dimkergo(_l)z =2, dimker¢(_1>3 =2,
zatem mamy po jednej kropce na poziomach 11 2, czyli
P10
A
o
A
[ ]

3. Na podstawie ksztaltu sznurkéw mozna juz ustali¢, jak wyglada macierz J. Jednak najczescie]
nalezy tez wyznaczy¢ baze C lub (co na jedno wychodzi) macierz C; w takim wypadku musimy
wykona¢ nastepne kroki.

W naszym przykladzie otrzymujemy w bazie C = (y1,72,...) macierz

2 1
2 1
2
J = 2 1 s
2
-1 1
-1
o ile w rysunkach sznurkéw ponumerujemy wektory nastgpujaco: (g : 0 0 P(-1): 0
A A A
.’yl .74 .’)/6
A A A
72 5 oy7
A
73

Mozna tez ponumerowac inaczej i otrzymaé inna macierz J (z inng kolejnoscia klatek). Jednak zeby otrzymana macierz byla jorda-

nowska, trzeba w obrebie kazdego sznurka przydzieli¢ ciag kolejnych numeréw, rosnacy z gory w dot.

4. Szukamy teraz wektoréow ~;, pamietajac o uwagach z przymiarki. Mozna na przyktad znaj-
dowac je poczawszy od dotu:

— Na poziomie k wybieramy jakiekolwiek dopelnienie bazy ker ()~ do bazy ker o\

— Na poziomie ¢ (dla i < k) wektory niekonczace sznurkow sa wyznaczone jako obrazy swoich
nizszych sasiadow przy ().
Wektory konczace sznurki wyznaczamy poprzez dopetnienie do bazy ker ¢y ukfadu za-
wierajacego baze ker ¢y (o ile i > 1) oraz wyznaczone wcze$niej wektory niekoriczace

)



na poziomie i. To znowu dobrze wida¢ na rysunku:

ker npO\)i

—_ . —=> 0
o t>0—>'>0—-11I>
—>.—>o0

poziom i — e 3

Rysunek przedstawia wyznaczanie wektoréw na poziomie 7. Czarne kropki oznaczaja wek-
tory juz nam znane; szare bedziemy wlasnie wyznaczac; biate znajdziemy pdzniej. Niemniej
wiemy juz, jakie przestrzenie sg rozpiete przez wektory biale oraz bialo-szare, co nam sie
przyda.

Wektory (i, B> nie koncza sznurkow, zatem obliczamy 8 = oy (a1) oraz 2 = @) (az).
Natomiast dwa pozostate wektory, oznaczone znakami zapytania, wyznaczamy dopelnia-
jac do bazy ker gpé/\) (duza ramka) uklad ztozony z wyznaczonych juz wektoroéw (31, 3, oraz

pewnej bazy ker 302;)1 (mala ramka).
Dla A = 2: Na poczatek wyznaczmy bazy jader kolejnych poteg ¢(2):

ker@(Z) =lin ((07070’1707070)’ (_1)07_27070’071))7
ker ¢ (52 = Iin ((0,0,0,1,0,0,0), (~1,0,-2,0,0,0,1), (1,0,2,0,1,0,0), (1,—1,2,0,0,1,0)),
ker g (2)® = lin ((0,0,0,1,0,0,0), (1,0,0,0,0,0,1), (—1,-1,0,0,0,1,0), (~1,0,0,0,1,0,0), (1,0,1,0,0,0,0)).

Poziom 3. Wybieramy ~3 jako dopelnienie bazy ker @(2)2 do bazy ker @(2)3: na przyktad (1,0,0,0,0,0,1).
Poziom 2. Obliczamy v2 = ¢(2)(v3) = (0,-2,0,2,—2,2,0). Wybieramy 5 jako dopetnienie uktadu ztozonego z 2 oraz bazy ker ¢ (2
do bazy ker<p(2)2: na przyktad (1,0,2,0,1,0,0).
Poziom 1. Obliczamy v1 = ¢(2)(72) = (—2,0,—4,0,0,0,2) oraz 74 = ¢(2)(v5) = (0,0,0,1,0,0,0).
Dla A = —1: Tu bedzie duzo przyjemniej:
ker o(_1y = lin ((0,0,0,0,0,1,0)),
ker @(_1)2 = lin ((0,0, 0,0,0,1,0), (0,0,0,0,0,0, 1))

Poziom 2. Wybieramy -7 jako dopelnienie bazy ker ¢(_1y do bazy ker 4,0(_1)2: na przyktad (0,0,0,0,0,0,1).
Poziom 1. Obliczamy v¢ = p(_1)(77) = (0,0,0,0,0,1,0).

5. Mozemy teraz udzieli¢ pelnej odpowiedzi postaci: “J jest macierza ¢ w bazie C”, gdzie J, C
sg takie, jak znalezlismy, lub “A = CJC~”, gdzie C jest macierzg majaca w kolumnach kolejne
wektory ;.



