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1. (przedawnione) Niech ϕ : V → V b¦dzie jordanizowalnym endomor�zmem przestrzeni
sko«czenie wymiarowej nad ciaªem K. Dla λ ∈ K oznaczmy przez Ṽ(λ) podprzestrze« V rozpi¦t¡
przez wszystkie (nie tylko wªasne) wektory z bazy Jordana dla ϕ, zwi¡zane z warto±ci¡ wªa-
sn¡ λ. Oznaczmy te» przez Cϕ(α) podprzestrze« ϕ-cykliczn¡ dla α, tzn. lin

(
α, ϕ(α), ϕ2(α), . . .

)
.

Udowodnij, »e je±li

α =
∑
λ

α(λ),

gdzie α(λ) ∈ Ṽ(λ), to

Cϕ(α) =
⊕
λ

Cϕ(α(λ)).

2. (przedawnione) Wywnioskuj z zadania 1, »e (u»ywaj¡c tamtejszych oznacze«) dla dowolnej
ϕ-niezmienniczej podprzestrzeni W ⊆ V zachodzi

W =
⊕
λ

(
W ∩ Ṽ(λ)

)
.

3. Udowodnij (nie korzystaj¡c z rozkªadu Frobeniusa), »e je±li ciaªo K jest niesko«czone, to
dowolne macierze A,B ∈Mn×n(K) podobne nad pewnym ciaªem L ⊇ K s¡ te» podobne nad K.

4. (Motyw przewodni: �ka»de ciaªo mo»na domkn¡¢�)
Niech A ∈Mn×n(K) i niech K[A] oznacza zbiór wszystkich macierzy B takich, »e B = f(A) dla
pewnego wielomianu f o wspóªczynnikach z K.
a) Udowodnij, »e je±li wielomian minimalny dla A jest nierozkªadalny, to K[A] z dziaªaniami
dodawania i mno»enia macierzy jest ciaªem. (Uwaga na przemienno±¢ mno»enia!)
b) Przy powy»szym zaªo»eniu wska» w K[A] podciaªo izomor�czne z K.
(Izomor�zm ciaª to bijekcja zachowuj¡ca zero, jedynk¦, dodawanie i mno»enie)
c) Udowodnij, »e dla dowolnego ciaªa K oraz wielomianu f o wspóªczynnikach z K niemaj¡cego
pierwiastków istnieje ciaªo L ⊇ K takie, »e f ma pierwiastek w L.
d) Udowodnij, »e istnieje takie ciaªo L ⊇ K, »e macierz A jordanizuje si¦ nad L.

5. Niech A b¦dzie klatk¡ Jordana dla warto±ci λ 6= 0 nad dowolnym ciaªem. Udowodnij, »e dla
dowolnego k ∈ Z \ {0} macierz Ak jest podobna do λk−1 · A.

6. Niech A ∈Mn×n(C) oraz k ∈ N>1. Udowodnij, »e istnieje macierz B taka, »e Bk = A.
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Przestrzenie a�niczne

7. Niech E b¦dzie sko«czenie wymiarow¡ przestrzeni¡ a�niczn¡ i niech f : E → E b¦dzie
przeksztaªceniem a�nicznym, nieb¦d¡cym izomor�zmem.
a) Udowodnij, »e istnieje podprzestrze« E ′ ⊆ E ró»na od E taka, »e f(E ′) = E ′.
b) Czy zawsze istnieje podprzestrze« E ′ ⊆ E ró»na od E taka, »e f−1(E ′) = E ′?

8. Niech E1, E2 b¦d¡ dowolnymi (niekoniecznie sko«czenie wymiarowymi :) przestrzeniami
a�nicznymi. Czy aby przeksztaªcenie f : E1 → E2 byªo a�niczne wystarczy, »eby zachowywaªo
takie kombinacje a�niczne, w których wszystkie wspóªczynniki s¡ ≥ 0?
(Takie kombinacje nazywa si¦ zazwyczaj wypukªymi)

Oznaczenie. Niech A(E1, E2) oznacza zbiór przeksztaªce« a�nicznych z E1 do E2. (Z wykªadu
wiadomo, »e jest to przestrze« a�niczna wymiaru (dimE1 +1) ·dimE2) Przez analogi¦ do de�ni-
cji przestrzeni liniowej sprz¦»onej (V ∗ = L(V,K)) zde�niujmy �a�niczn¡ przestrze« sprz¦»on¡�
E∆ = A(E,K).

9. (Motyw przewodni: �nie wszystko tªumaczy si¦ wprost�)
Niech dimE <∞ i niech J : E → E∆∆ b¦dzie zadane wzorem(

J(p)
)
(ϕ) = ϕ(p)

a) Udowodnij, »e J jest a�niczne i ró»nowarto±ciowe, ale nie jest izomor�zmem.
b) Dopeªnij baz¦ punktow¡ im J do bazy punktowej E∆∆.

Oznaczenie. Je±li f : E1 → E2 jest a�niczne, de�niujemy �a�niczne przeksztaªcenie sprz¦»one�
f∆ : E∆

2 → E∆
1 wzorem

f∆(ϕ) = ϕ ◦ f.

10. Niech A : α1, . . . , αn; p b¦dzie ukªadem bazowym przestrzeni E. Wymy±l de�nicj¦ ukªadu

bazowego A∆
w przestrzeni E∆ tak, aby dla dowolnego f : E1 → E2 oraz (sko«czonych) ukªadów

bazowych Ai w Ei (i = 1, 2) zachodziª naturalny zwi¡zek mi¦dzy macierzami

M(f∆)
A∆

1

A∆
2

, M(f)A2

A1
.

Opisz ten zwi¡zek. (Nie musisz go dowodzi¢)
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