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Macierze Jordana

1. (przedawnione) Niech ¢ : V' — V bedzie jordanizowalnym endomorfizmem przestrzeni
skoniczenie wymiarowej nad ciatem K. Dla A € K oznaczmy przez \7(>\) podprzestrzen V rozpieta
przez wszystkie (nie tylko wtasne) wektory z bazy Jordana dla ¢, zwigzane z wartoscia wla-
sna A\. Oznaczmy tez przez C,(a) podprzestrzen p-cykliczng dla o, tzn. lin (a, o(a), p*(a),... )

Udowodnij, ze jesli
=2 aw,
A

gdzie ay) € Viy), to
Cote) = EP Colan).
A

2. (przedawnione) Wywnioskuj z zadania 1, ze (uzywajac tamtejszych oznaczen) dla dowolnej
p-niezmienniczej podprzestrzeni W C V' zachodzi

W=D (WnWy).

3. Udowodnij (nie korzystajac z rozktadu Frobeniusa), ze jesli cialo K jest nieskoriczone, to
dowolne macierze A, B € M, ., (K) podobne nad pewnym ciatem L D K sa tez podobne nad K.

4. (Motyw przewodni: “kazde ciato mozna domkngc”)

Niech A € M,,«,(K) i niech K[A] oznacza zbiér wszystkich macierzy B takich, ze B = f(A) dla
pewnego wielomianu f o wspotczynnikach z K.

a) Udowodnij, ze jesli wielomian minimalny dla A jest nierozkladalny, to K[A] z dzialaniami
dodawania i mnozenia macierzy jest cialem. (Uwaga na przemiennos$¢ mnozenia!)

b) Przy powyzszym zatozeniu wskaz w K[A] podciato izomorficzne z K.

(Izomorfizm cial to bijekcja zachowujaca zero, jedynke, dodawanie i mnozenie)

¢) Udowodnij, ze dla dowolnego ciala K oraz wielomianu f o wspotczynnikach z K niemajacego
pierwiastkow istnieje ciato L O K takie, ze f ma pierwiastek w L.

d) Udowodnij, ze istnieje takie cialo L O K, ze macierz A jordanizuje sie nad L.

5. Niech A bedzie klatka Jordana dla wartosci A # 0 nad dowolnym ciatem. Udowodnij, ze dla
dowolnego k € Z \ {0} macierz A* jest podobna do A\*~1 - A.

6. Niech A € M, +,,(C) oraz k € Ns;. Udowodnij, Ze istnieje macierz B taka, ze B* = A.



Przestrzenie afiniczne

7. Niech E bedzie skoriczenie wymiarowg przestrzenig afiniczng i niech f : E — FE bedzie
przeksztalceniem afinicznym, niebedacym izomorfizmem.

a) Udowodnij, ze istnieje podprzestrzen E' C F rézna od FE taka, ze f(E') = E'.

b) Czy zawsze istnieje podprzestrzen E' C E rozna od E taka, ze f~'(E') = E'?

8. Niech FEj, E, beda dowolnymi (niekoniecznie skoriczenie wymiarowymi :) przestrzeniami
afinicznymi. Czy aby przeksztalcenie f : E; — FE, byto afiniczne wystarczy, zeby zachowywato
takie kombinacje afiniczne, w ktorych wszystkie wspolczynniki sa > 07

(Takie kombinacje nazywa sie zazwyczaj wypuktymi)

Oznaczenie. Niech A(FE,, Ey) oznacza zbior przeksztalcen afinicznych z Fy do Fy. (Z wyktadu
wiadomo, ze jest to przestrzen afiniczna wymiaru (dim Ey 4+ 1) -dim Ey) Przez analogie do defini-
cji przestrzeni liniowej sprzezonej (V* = L(V, K)) zdefiniujmy “afiniczna przestrzen sprzezona”
EA = A(B, K).

9. (Motyw przewodni: “nie wszystko ttumaczy sie wprost”)
Niech dim E < oo i niech J : E — E”% bedzie zadane wzorem

a) Udowodnij, ze J jest afiniczne i réznowartosciowe, ale nie jest izomorfizmemn.
b) Dopehij baze punktows im J do bazy punktowej E24.

Oznaczenie. Jedli f : By — FEs jest afiniczne, definiujemy “afiniczne przeksztalcenie sprzezone”
f2: B2 — E? wzorem

fAlp)=gpof.
10. Niech A : o4, ..., ay;p bedzie uktadem bazowym przestrzeni E. Wymy§l definicje uktadu

bazowego A w przestrzeni E2 tak, aby dla dowolnego f : Ey — E, oraz (skoticzonych) uktadow
bazowych A; w E; (i = 1,2) zachodzil naturalny zwiazek miedzy macierzami

MY, M(f)2.

Opisz ten zwiazek. (Nie musisz go dowodzié)



