GAL, egzamin poprawkowy, 13.09.2001

1. Niech endomorfizm ¢ : R® — R® bedzie dany wrorem
gD.(‘(Il, T9, .’123)) = (.3;1 —_ 212‘2, Ty + 4:‘.7:2, 2:81 + 4;132 + 21;3).

a) Znalez¢ wartosci wlasne i bazy przestrzeni wlasnych endomorfizmu ¢.

b) Czy macierz 4 = M ()3} jest diagonalizowalna nad R? Jesli tak, to znalesé
taks macierz odwracalna C' € Max3(IR), ze macierz C—1AC jest diagonalna.
0 -2 0

c) Czy istnieje taka baza B przestrzeni R? ze M(p)8 = |3 5 0|7 Jedli-

4 4 2
tak, to podaé przyklad takiej bazy.

2. Niech forma dwuliniowa £ : R3 x R?® —+ R bedzie zadana wzorem
E((z1, T2, 23), (V1, V2, Y3)) = T1Y1 + T1Y2 + T2v1 + 222y2 + 3Ty + 3zays + T3Y3-

a) Znalezé baz§ ortogonalng przestrzeni (R, ).

b) Czy ¢ jest iloczynem skalarnym? Czy istnieje taka baza A przestrzeni R3, ze
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c) Znalezé taki wektor 8 = (b1, b2, b3) € R3, 7e funkcjonal liniowy 7 : R® — R
zadany wzorem ¥((z1, z2,23)) = £((z1, T2, z3), (b1, b2, b3)) ma w bazie sprzezone]
do {(1,1,-1), (—2,0,1), (0,~1,1)} wspélrzedne 10,4, —3.

3. Niech V = {(z1,z2,73) € R® : 21 + 225 — x5 = 0} i niech H bedzie pod-
przestrzemg afiniczng R3 ]o7on§ ze WSZYSH\ICh prostych zawieraj acych punkt (1,2,3)
1 réwnoleglych do V. .

a) Znale7é parametryzacje przestrzeni H.

b) W R® ze standardowym iloczynem skalarnym znale7é uklad réwnas opisuj acy
prosta bedacy rzutem prostopadlym prostej I = {(1,1,1)+%(2,1,1) 1t € R} na H.

¢) Okresli¢ typ afiniczny hlPel‘POWleIZChnl Y C H zadane] warunkiem
Y = HN{(z1,2,23) €R®: 323 + 423 — 2% = 12}.

4. Niech ¢ bedzie endomorfizmem n-wymiarowej przestrzeni liniowej V' nad cialem
K.

Rozwazmy warunki:

(#) V ma baze zlozona z wektoréw wlasnych ¢,

(#) suma wymiaréw wszystkich przestrzeni wlasnych odpowiadajacych réznym
wartosciom wilasnym ¢ jest réwna n,

(#1) dla kagdej podprzestrzeni W C V taldej, e p(W) C W istnieje pod-
przestrzen Z C V taka, z2e W@ Z =V 1p(Z) C Z.

a) Wykazaé, Ze warunki (i) 1 (i) sa réwnowazne.
b) Wykazal, ze jesli K jest algebraicznie domknigte, to (i47) implikuje (4).

c) Wykazaé, ze (i) implikuje (i%) dla dowolnego K.
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