
G A L , egzamin 17.06.2011 

Rozwis^zanie kazdego zadania T R Z E B A napisac na ODDZIELNEJ kartce (lub kartkacli). 
Na kazdej kartce proszQ podac: imi^, nazwisko (BARDZO GZYTELNIE), numer indeksu osoby zdajj^cej, niTUier 
rozwi^zywanego zadania i liters tematu. 

T E M A T B 

1. Dane S£i, rzeczywiste macierze 
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(a) W przestrzeni euklidesowej liniowej 

domorfizm cp:. 

ze standardowyni iloczynem skalarnym ( dany jest en-
/ - 4 - 3 0 0 \ 

- 3 4 0 0 
0 0 4 3 taki, ze M{ip)f^ = -^(-3,3) = 

0 0 3 
n4 / 

- 4 

, gdzie St jest baz^ 

/ 
,)) w ktorej cp ma macierz standardow^. Znalezc baz^ ortogonaln^ przestrzeni euklidesowej 

diagonalnai;. 

(b) Dany jest endomorfizm T/^IR^ —> R ^ taki, ze M( '0)|^ = -^(0,0) • Dla jakich wartosci parametrow 
t^u eM. istnieje baza ^(t,n) â-ka, ze M('0)^|*'^j = ^(t.u)'^ Odpowiedz uzasadnic. 

(c) Dla jakich wartosci parametrow r*, s macierz C(^r,s) j^st diagonalizowalna nad R ? Odpowiedz uzasadnic. 

3 2. W przestrzeni afinicznej euklidesowej 
sztalcenie cprs' R ^ — ^ R ^ wzorem 

ze standardowym iloczynem skalarnym ( dane jest przek-

^ir,3){{xi,X2,xs)) = {^xi - 1x2 - fxs, f ^ i + \x2 + fô 's + 1, f:^i + 1x2 ~ ^x^ + 1), gdzie G R . 

(a) Dla jakich wartosci parametrow r, s G R przeksztaicenie ^{r,s) jest izometri^? 

(b) Dany jest rownolegloscian R C R ^ o obj^tosci 54. Znalezc obJQtosc obrazu <,̂ (i,-3) {R) tego rownolegioscianu 
przy przeksztalceniu ^(1,-3) • 

(c) Dla jakich wartosci parametru 5 G R przeksztaicenie ^i^s zmienia orientacJQ ale zachowuje obj^tosc 
3-wymiarowych rownolegloscianow? Odpowiedz uzasadnic. 

3. W przestrzeni afinicznej R ^ ze standardowym iloczynem skalarnym ( dana jest plaszczyzna M — 
{{xi,X2^ x^): xi~X2 — X2,~l}i prosta L ~ (0, -1,0) + Zm(l, 0,1) C M. 

(a) Znalezc rzut prostopadiy prostej K = (1,0,3) + Zm{(—2,1,3)} na plaszczyzna M . 

(b) He jest zachowuja(;Cych orientacJQ izometrii if przestrzeni euklidesowej ( R ^ , ( ,)) takich, ze dla kazdego 
p G I/5 (̂ (p) = p oraz dla kazdego q G M , 99(g) G Ml Kazd^ tak^ izometriQ opisac, podaj^c jej wartosci 
na dowolnie wybranej bazie punktowej przestrzeni R . 

(c) Dane ŝ , dwie proste L i (0,0,2) + Hn{(l,0,0)} i L2 = (1,0,0) + Zm{(0,l,0)}. He jest izometrii 
/ przestrzeni euklidesowej afinicznej 
uzasadnic. 

,)) takich, ze / ( i i ) = L2 i / ( i 2 ) = - ^ i - Odpowiedz 



4. Rmkcjonal dwuliniowy symetrycziiy h: xM^ —> R dany jest warunkiem St) = 

gdzie St jest baz^ standardows^. 

/ 1 1 0 2 \ 
1 0 0 0 
0 0 - 1 - 1 

\ 0 -1 0 J 

/ 0 1 0 0 \ 
1 0 0 0 
0 0 0 1 

\ 0 1 0 y 
nzasadnic. 

(a) Czy istnieje baza A przestrzeni d'v^niliniowej (R^, h) taka, ze G{h^ A) = Odpowiedz 

(b) Podac przykiad 2-wymiarowej podprzestrzeni W takiej, ze h\w jest iloczynem skalarnym na W. 
Znalezc bazQ ortogonaln^, a i , 0̂ 2, as, przestrzeni dwuliniowej (R^, h) tak^, ze as^a^ G W. 

(c) Podac przykiad izotropowej 1-wymiarowej podprzestrzeni U przestrzeni dwuliniowej (R^, h) (tzn. dla 
dowolnego a E h{oL^a) = 0 ). Czy istnieje izotropowa 2-wymiarowa podprzestrzeil przestrzeni 
dwuliniowej (R^,/i)? Odpowiedz uzasadnic. 

5. Niech K b^dzie cialem charakterystyki 7̂  2 i niech (V, h) b^dzie przestrzeni^ dwuhniow^ nad cialem K. 

(a) Niech a G V b^dzie niezerowym wektorem spelniaJ8i;Cym a) = 0. AYykazac, ze jesli istnieje wektor 
13 eV taki, ze h{a, p) + 0, to istnieje wektor G V, V 0 taki, ze P' a, /̂ (/3^ p^') = 0. 

(b) WykazaCj ze dla kazdych a^b E a 0 macierze ^ ^ ' ( ^ l o ) ^ ^ kongruentne 

nad K. 
(c) WykazaCj ze jesli (V, h) jest nieosobliwa i dim V = 3, to dla kazdych baz prostopadlych A^ A^ przestrzeni 

(V, h) istnieje cid^g Bi^... ,Br baz prostopadlych przestrzeni (V, h) taki, ze A — Bi^ A! =Br oraz dla 
kazdego ^ = 1,..., r — 1 bazy Bi i S^+i majei, wektor wspolny. 

6. Funkcja /r:R^ —^ R dana jest wzorem /r((a^i) 2̂ 2,3̂ 3)) = + 2xiX2 — 2x1X0, + 2xi + 2x2 + ^ 3 , gdzie 
r G R. Niech Xr = {{xi,X2^xs): fr{{xi,X2,xs)) = 0} oraz niech M = {{xi,X2yXs): xi-{-X2 — xs = 0}. 

(a) Okreshc typ afiniczny (oraz podac nazw^ i naszkicowac rysunek) hyperpowierzchni Xr w zaleznosci 
od wartosci parametru r G R. 

(b) Czy istnieje ukiad bazowy w R^ w ktorym powierzchnia XQ jest opisana rownaniem 'af —+1^3 = 0? 
Jesli tak, to podac przykiad takiego ukladu bazowego, 

(c) Okreshc typ afiniczny krzywej M H X Q . 


