
❚✉t♦r✐❛❧ ✽

❋❛❝t♦r ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ Pr✐♥❝✐♣❛❧ ❈♦♠♣♦♥❡♥t ❆♥❛❧②s✐s ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❡r❝✐s❡s ❝♦♥s✐❞❡r ❋❛❝t♦r

❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ Pr✐♥❝✐♣❛❧ ❈♦♠♣♦♥❡♥t ❆♥❛❧②s✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❚✐♠❡ ❙❡r✐❡s✳

✶✳ ▲❡t Rt ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ r❡t✉r♥s ♦❢ ❛ss❡ts ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ t✳ ❆ ❢❛❝t♦r ♠♦❞❡❧ ✐s✿

Rt = α+BF t + ǫt ǫt ∼ ❲◆(0,Σ)

✇❤❡r❡ B ✐s ❛ ♠❛tr✐① ✇❤❡r❡ ❡♥tr② Bij ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❢❛❝t♦r ❧♦❛❞✐♥❣ ♦❢ ❢❛❝t♦r j ❢♦r ❛ss❡t i✳ ❚❤❡ ❢❛❝t♦rs

F t ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛ st❛t✐♦♥❛r② ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ ♠❡❛♥ E [F t] = µ ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ str✉❝t✉r❡ ΣF ✳

❙♦♠❡ P❈❆ ❛♥❞ ❋❛❝t♦r ❆♥❛❧②s✐s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❢❛♠✐❧✐❛r ❢r♦♠ ❙t❛t✐st✐❝s ■■✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠♦♥t❤❧② s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❡①❝❡ss r❡t✉r♥s✱ ✐♥ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡s ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❞✐✈✐❞❡♥❞s✱ ♦❢ ✶✸

st♦❝❦s ❛♥❞ t❤❡ ❙✫P ✺✵✵ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ✐♥❞❡① ❢r♦♠ ❏❛♥✉❛r② ✶✾✾✵ t♦ ❉❡❝❡♠❜❡r ✷✵✵✽✳ ❚❤❡ ♠♦♥t❤❧②

❚r❡❛s✉r② ❜✐❧❧ r❛t❡ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ♠❛r❦❡t ✐s ✉s❡❞ ❛s t❤❡ r✐s❦✲❢r❡❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡

❡①❝❡ss r❡t✉r♥s✳ ❚❤❡ t✐❝❦ s②♠❜♦❧s ❢♦r t❤❡ st♦❝❦s ❛r❡✿ ❆❆✱ ❆❳P✱ ❈❆❚✱ ❉❊✱ ❋✱ ❋❉❳✱ ❍P◗✱ ■❇▼✱

❏◆❏✱ ❑▼❇✱ ▼▼▼✱ P● ❛♥❞ ❲❋❈✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ✐s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ✜❧❡ ♠✲❢❛❝✲❡①✲✾✵✵✽✳t①t✳ P❡r❢♦r♠

❛ ♠❛r❦❡t ♠♦❞❡❧ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ❢❛❝t♦r✱ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ βi✱ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2
i

❢♦r ❡❛❝❤ st♦❝❦ ❛♥❞ R2 ✭♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ s✉♠ ♦❢ sq✉❛r❡s ❞✉❡ t♦ ♠♦❞❡❧✮✳

❍✐♥t ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛② ❜❡ ✉s❡❢✉❧✳

❃ ♠✳❢❛❝✳❡①✳✾✵✵✽ ❁✲ r❡❛❞✳t❛❜❧❡✭✧⑦✴❞❛t❛✴♠✲❢❛❝✲❡①✲✾✵✵✽✳t①t✧✱ ❤❡❛❞❡r❂❚✱ q✉♦t❡❂✧❭✧✧✮

❃ ❱✐❡✇✭♠✳❢❛❝✳❡①✳✾✵✵✽✮

❃ ❞❛t❛❁✲♠✳❢❛❝✳❡①✳✾✵✵✽

❃ ① ❁✲ ❝❜✐♥❞✭r❡♣✭✶✱✷✷✽✮✱❞❛t❛❬✱✶✹❪✮

❃ ②❁✲❞❛t❛❬✱✶✿✶✸❪

❃ ♠ ❁✲ ①✪✯✪✭s♦❧✈❡✭t✭①✮✪✯✪①✮✮✪✯✪t✭①✮

❃ ②✳❤❛t ❁✲ ♠✯②

❃ ❡✳❤❛t ❁✲ ② ✲ ②✳❤❛t

❃ ♠❛t ❁✲ ✭s♦❧✈❡✭t✭①✮✪✯✪①✮✮✪✯✪t✭①✮

❃ ②❁✲❛s✳♠❛tr✐①✭②✮

❃ ❜❡t ❁✲ ♠❛t✪✯✪②

❃ ❜❡t❛✳❤❛t ❁✲ ❜❡t❬✷✱❪

❃ ❉✳❤❛t❂❞✐❛❣✭❝r♦ss♣r♦❞✭❡✳❤❛t✮✴✭✷✷✽✲✷✮✮

✷✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠♦♥t❤❧② ❧♦❣ st♦❝❦ r❡t✉r♥s✱ ✐♥ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡s ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❞✐✈✐❞❡♥❞s✱ ♦❢ ▼❡r❝❦ ✫

❈♦♠♣❛♥②✱ ❏♦❤♥s♦♥ ✫ ❏♦❤♥s♦♥✱ ●❡♥❡r❛❧ ❊❧❡❝tr✐❝✱ ●❡♥❡r❛❧ ▼♦t♦rs✱ ❋♦r❞ ▼♦t♦r ❈♦♠♣❛♥②✱ ❛♥❞

✈❛❧✉❡✲✇❡✐❣❤t❡❞ ✐♥❞❡① ❢r♦♠ ❏❛♥✉❛r② ✶✾✻✵ t♦ ✷✵✵✽✱ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ✜❧❡ ♠✲♠r❦✷✈✇✳t①t✳

✭❛✮ P❡r❢♦r♠ ❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✳

✭❜✮ P❡r❢♦r♠ ❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①✳

✶✸✽



✭❝✮ P❡r❢♦r♠ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ❢❛❝t♦r ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛✳ ■❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♠♦♥ ❢❛❝t♦rs✳

❖❜t❛✐♥ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t♦r ❧♦❛❞✐♥❣s ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠

❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♠❡t❤♦❞s✳

✸✳ ✭❛✮ ❚❤❡ ✜❧❡ ♠✲❡①❝❡ss✲❝✶✵s♣✲✾✵✵✸✳t①t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♠♦♥t❤❧② s✐♠♣❧❡ ❡①❝❡ss r❡t✉r♥s ♦❢ ✶✵ st♦❝❦s

❛♥❞ t❤❡ ❙✫P ✺✵✵ ✐♥❞❡①✳ ❚❤❡ ✸✲♠♦♥t❤ ❚r❡❛s✉r② ❜✐❧❧ r❛t❡ ♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ♠❛r❦❡t ✐s ✉s❡❞

t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡①❝❡ss r❡t✉r♥s✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣❡r✐♦❞ ✐s ❢r♦♠ ❏❛♥✉❛r② ✶✾✾✵ t♦ ❉❡❝❡♠❜❡r ✷✵✵✸

❢♦r t❤❡ ✶✻✽ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✶✶ ❝♦❧✉♠♥s ✐♥ t❤❡ ✜❧❡ ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ r❡t✉r♥s ❢♦r ❆❇❚✱ ▲▲❨✱

▼❘❑✱ P❋❊✱ ❋✱ ●▼✱ ❇P✱ ❈❱❳✱ ❘❉✱ ❳❖▼ ❛♥❞ ❙P✺ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆♥❛❧②s❡ t❤❡ ✶✵ st♦❝❦

❡①❝❡ss r❡t✉r♥s ✉s✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ❢❛❝t♦r ♠♦❞❡❧✳ P❧♦t t❤❡ ❜❡t❛ ❡st✐♠❛t❡ ❛♥❞ R2 ❢♦r ❡❛❝❤ st♦❝❦

❛♥❞ ✉s❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♣♦rt❢♦❧✐♦ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ t❤❡

✜tt❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛✳

✭❜✮ P❡r❢♦r♠ ❛ Pr✐♥❝✐♣❛❧ ❈♦♠♣♦♥❡♥t ❆♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❝r❡❡ ♣❧♦t✳ ❍♦✇ ♠❛♥②

❝♦♠♠♦♥ ❢❛❝t♦rs ❛r❡ t❤❡r❡❄ ■♥t❡r♣r❡t t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❢❛❝t♦rs✳

✭❝✮ P❡r❢♦r♠ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ❢❛❝t♦r ❛♥❛❧②s✐s✳ ❍♦✇ ♠❛♥② ❝♦♠♠♦♥ ❢❛❝t♦rs ❛r❡ t❤❡r❡ ✐❢ ❛ 5% s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡

❧❡✈❡❧ ✐s ✉s❡❞❄ P❧♦t t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢❛❝t♦r ❧♦❛❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✜tt❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❆r❡ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❢❛❝t♦rs

♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧❄

❇❛②❡s✐❛♥ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r ▼✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❚✐♠❡ ❙❡r✐❡s ❲❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♠❜sts ♣❛❝❦❛❣❡ ❢♦r ▼✉❧✲

t✐✈❛r✐❛t❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❚✐♠❡ ❙❡r✐❡s ▼♦❞❡❧s ✐♥ ❘✳ ❍❡r❡ Yt ✐s ❛♥ ♠✲✈❛r✐❛t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✇❤✐❝❤ ❤❛s

❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

Yt = µt + τt + ωt + ξt + ǫt

{ǫt} ∼ IIDN(0,Σ)✱ ξt = (ξ1t , . . . , ξ
m
t )′ ✇❤❡r❡

ξit = β′

ix
(i)
t

❢♦r r❡❣r❡ss♦r ✈❛r✐❛❜❧❡s xit = (xit1, . . . , xtki)
′✱ t❤❡ ♣♦♦❧ ♦❢ ❛❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣r❡❞✐❝t♦rs ❛t t✐♠❡ t ❢♦r t❛r❣❡t s❡r✐❡s

Y i✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts β ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ st❛t✐❝ ✭✐✳❡✳ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡✮✳ τ ✐s ❛ s❡❛s♦♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t

❛♥❞ ω ❛ ❝②❝❧✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❆ ❝②❝❧✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✇❤❡♥ ❞❛t❛ ❡①❤✐❜✐ts ✉♣s ❛♥❞ ❞♦✇♥s

t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ♦❢ ✜①❡❞ ♣❡r✐♦❞s ✭❡✳❣✳ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❝②❝❧❡s✮✳

❋♦❧❧♦✇ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s❝r✐♣t✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ s✐♠✉❧❛t❡ ❛ ❜✐✲✈❛r✐❛t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❛♥❞

t❤❡♥ tr② t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❲❡ s✐♠✉❧❛t❡ ❛ ❜✐✲✈❛r✐❛t❡ s❡r✐❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ 505❀ ✇❡ ❤❛✈❡ 8

♣r❡❞✐❝t♦rs✳

❨♦✉✬❧❧ ✜♥❞ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡r

❤tt♣s✿✴✴❛r①✐✈✳♦r❣✴♣❞❢✴✷✶✵✻✳✶✹✵✹✺✳♣❞❢

❨♦✉✬❧❧ ❛❧s♦ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ❝r✉❝✐❛❧ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ▼❛r❦♦✈ ❈❤❛✐♥ st❡♣ t❛❦❡s ❛ ❧✲♦✲♥✲❣ t✐♠❡✳ ■ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞

t❤❛t t❤✐s ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② t❤❡ ❝❛s❡❀ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②

s♦✉♥❞❡r ❛♥❞ ♠♦r❡ s❛t✐s❢②✐♥❣✱ ❜✉t t❤❡ ❞♦✇♥✲s✐❞❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s ❍❛st✐♥❣s ♦r ●✐❜❜s ▼❝▼❈

s❛♠♣❧❡rs ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡ t❤❛♥ t❤❡✐r ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts✳
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