
❚✉t♦r✐❛❧ ✼✿ ❈♦✐♥t❡❣r❛t✐♦♥

✶✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠♦♥t❤❧② ❯✳❙✳ ✶✲②❡❛r ❛♥❞ ✸✲②❡❛r ❚r❡❛s✉r② ❝♦♥st❛♥t ♠❛t✉r✐t② r❛t❡s ❢r♦♠ ❆♣r✐❧ ✶✾✺✸

t♦ ▼❛r❝❤ ✷✵✵✹✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ✐s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ♠✲❣s✶♥✸✲✺✸✵✹✳t①t✳ ❯s❡ t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s ❞✐r❡❝t❧② ✭✇✐t❤♦✉t

t❛❦✐♥❣ ❛ ❧♦❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✮✳ ❙❡t Xt =

(
Xt1

Xt2

)
✇❤❡r❡ Xt1 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✶✲②❡❛r ♠❛t✉r✐t② r❛t❡

❛♥❞ Xt2 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✸ ②❡❛r ♠❛t✉r✐t② r❛t❡✳

✭❛✮ ■❞❡♥t✐❢② ❛ ❱❆❘ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❜✐✈❛r✐❛t❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ s❡r✐❡s✳ ❲r✐t❡ ❞♦✇♥ t❤❡ ✜tt❡❞ ♠♦❞❡❧✳

✭❜✮ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✜tt❡❞ ❱❆❘ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ✜rst s✐① ❧❛❣s✳

❚❤❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✽✳ ■t ✐s s✐♠♣❧② gij(s) := Ψ ✐♥ t❤❡

❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r t✐♠❡ s❡r✐❡s

Xt =
∞∑

s=−∞

g(s)Zt−s {Zt} ∼ ❲◆(0,Σ)

❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥t j ♦❢ t❤❡ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t i ♦❢

t❤❡ ♣r♦❝❡ss s t✐♠❡ ✉♥✐ts ❢♦r✇❛r❞✳

✭❝✮ ❯s❡ t❤❡ ✜tt❡❞ ❱❆❘ ♠♦❞❡❧ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ✶✲st❡♣ t♦ ✶✷✲st❡♣ ❛❤❡❛❞ ❢♦r❡❝❛sts ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s✱

❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❢♦r❡❝❛st ♦r✐❣✐♥ ✐s ▼❛r❝❤ ✷✵✵✹✳

✭❞✮ ❆r❡ t❤❡ t✇♦ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s ❝♦✐♥t❡❣r❛t❡❞❄ ❯s❡ ❛ 5% s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ t❡st✳

✭❡✮ ■❢ t❤❡ s❡r✐❡s ❛r❡ ❝♦✐♥t❡❣r❛t❡❞✱ ❜✉✐❧❞ ❛♥ ❊❈▼ ❢♦r t❤❡ s❡r✐❡s✳ ❲r✐t❡ ❞♦✇♥ t❤❡ ✜tt❡❞ ♠♦❞❡❧✳

✭❢✮ ❯s❡ t❤❡ ✜tt❡❞ ❊❈▼ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ✶✲st❡♣ t♦ ✶✷✲st❡♣ ❛❤❡❛❞ ❢♦r❡❝❛sts ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s✱

❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❢♦r❡❝❛st ♦r✐❣✐♥ ✐s ▼❛r❝❤ ✷✵✵✹✳

✭❣✮ ❈♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❢♦r❡❝❛sts ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❱❆❘ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❊❈▼✳

✷✳ ❚❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ♣❛✐rs tr❛❞✐♥❣✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ s❡ts ❞✲❜❤♣✵✷✵✻✳t①t ❛♥❞ ❞✲✈❛❧❡✵✷✵✻✳t①t

❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ st♦❝❦ ♣r✐❝❡s ♦❢ t✇♦ ❝♦♠♣❛♥✐❡s❀ ❇✐❧❧✐t♦♥ ▲t❞✳ ♦❢ ❆✉str❛❧✐❛ ❛♥❞ ❱❛❧❡ ❙✳❆✳

♦❢ ❇r❛③✐❧✱ ✇✐t❤ st♦❝❦ s②♠❜♦❧s ❇❍P ❛♥❞ ❱❆▲❊ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❇♦t❤ ❛r❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❛♥✐❡s

❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ r❡s♦✉r❝❡ ✐♥❞✉str② ❛♥❞ ❡♥❝♦✉♥t❡r s✐♠✐❧❛r r✐s❦ ❢❛❝t♦rs✳ ❯s❡ t❤❡ ❛❞❥✉st❡❞

❝❧♦s✐♥❣ ♣r✐❝❡s ❢r♦♠ ❏✉❧② ✶ ✷✵✵✷ t♦ ▼❛r❝❤ ✸✶ ✷✵✵✻✳

✭❛✮ P❧♦t t❤❡ t✇♦ st♦❝❦s ♣r✐❝❡ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❉♦ t❤❡② ❧♦♦❦ st❛t✐♦♥❛r②❄ ❖r ✐s t❤❡r❡ ❛ ❧✐♥❡❛r tr❡♥❞❄

❈❤❡❝❦ t❤❡ ❝♦✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r st♦❝❦ ♣r✐❝❡s✳ ▼❛❦❡ ❛ s✐♠♣❧❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧✿ p1t =

β0 + β1p2t + ǫt ✇❤❡r❡ p1. ❛♥❞ p2. ❞❡♥♦t❡ ❇❍P ❛♥❞ ❱❆▲❊ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋✐t ❛♥ ❆❘▼❆ ♠♦❞❡❧

t♦ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧s ✭ǫ̂t✮✳ ❨♦✉ s❤♦✉❧❞ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ❆❘✭✷✮ ♠♦❞❡❧ ✜ts✳ ❚r② ❛ ❉✐❝❦❡② ✲ ❋✉❧❧❡r t❡st✳

❨♦✉ s❤♦✉❧❞ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧s ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ✉♥✐t r♦♦t✳

✭❜✮ P❛✐r tr❛❞✐♥❣ ✐♥✈♦❧✈❡s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❜✉②✐♥❣ ❛ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ♦♥❡ st♦❝❦ ❛♥❞ s❡❧❧✐♥❣ ❛♥♦t❤❡r

st♦❝❦ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡✳ ❨♦✉ ❞♦ t❤✐s ✇❤❡♥ ②♦✉ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ✐s ✉♥❞❡r♣r✐❝❡❞

❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ♦✈❡r♣r✐❝❡❞✱ ❤♦♣✐♥❣ t❤❛t t❤✐s ✇✐❧❧ ❝♦rr❡❝t ✐ts❡❧❢ ✐♥ ❢✉t✉r❡✳ ▲❡t ∆ ❞❡♥♦t❡ t❤❡

st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦r ♦❢ ǫ̂t✳ ▲❡t wt = β̂0 + ǫ̂t✳ ▼❛❦❡ ❛ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♣❧♦t ♦❢ wt s✉♣❡r✐♠♣♦s❡ t❤❡ ❧✐♥❡s

wt ±∆✳ ❉♦ ②♦✉ s❡❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s ❢♦r ♣❛✐r tr❛❞✐♥❣ ❤❡r❡❄

✶✷✶



✭❝✮ ❚r② ❛ ❝♦✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ t❡st ❛♥❞ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤✐❝❤ tr❡♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✳

❋✐t ❛♥ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳

✸✳ ❚❤✐s q✉❡st✐♦♥ ✉s❡s t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥ st♦❝❦♠❛r❦❡t✳❞❛t✱ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ❞❛t❛ ❞✐r❡❝t♦r②✱ ✇❤✐❝❤

❝♦♥t❛✐♥s st♦❝❦ ♠❛r❦❡t ❞❛t❛ ❢♦r s❡✈❡♥ ❝✐t✐❡s ❢♦r t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ❏❛♥✉❛r② ✻✱ ✶✾✽✻ t♦ ❉❡❝❡♠❜❡r ✸✶✱ ✶✾✾✼✳

✭❛✮ ❯s❡ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ st❛t✐st✐❝❛❧ t❡st t♦ t❡st ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ▲♦♥❞♦♥ ❛♥❞✴♦r t❤❡ ◆❡✇ ❨♦r❦ s❡r✐❡s

❤❛✈❡ ✉♥✐t r♦♦ts✳ ❉♦❡s t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ t❡sts s✉❣❣❡st t❤❡ s❡r✐❡s ❛r❡ st❛t✐♦♥❛r②

♦r ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r②❄

✭❜✮ ▲❡t {xt} r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ▲♦♥❞♦♥ s❡r✐❡s ✭▲♦♥❞✮ ❛♥❞ {yt} t❤❡ ◆❡✇ ❨♦r❦ s❡r✐❡s ✭◆❨✮✳ ❋✐t t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❱❆❘✭✶✮ ♠♦❞❡❧✱ ❣✐✈✐♥❣ ❛ s✉♠♠❛r② ♦✉t♣✉t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✜tt❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞

❛♥② ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ st❛t✐st✐❝❛❧ t❡sts✿

{
xt = a0 + a1xt−1 + a2yt−1 + Z1,t

yt = b0 + b1xt−1 + b2yt−1 + Z2,t

✭❝✮ ❲❤✐❝❤ s❡r✐❡s ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ♦t❤❡r t❤❡ ♠♦st❄ ❲❤② ♠✐❣❤t t❤✐s ❤❛♣♣❡♥❄

✭❞✮ ❚❡st t❤❡ ▲♦♥❞♦♥ ❛♥❞ ◆❡✇ ❨♦r❦ s❡r✐❡s ❢♦r ❝♦✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✳

✭❡✮ ❋✐t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜❡❧♦✇✱ ❣✐✈✐♥❣ ❛ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❛♥② ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡

st❛t✐st✐❝❛❧ t❡sts✳

xt = a0 + a1yt + Zt

✭❢✮ ❚❡st t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ s❡r✐❡s ❢♦r t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✜tt❡❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✉♥✐t r♦♦ts✳ ❉♦❡s t❤✐s s✉♣♣♦rt ♦r

❝♦♥tr❛❞✐❝t t❤❡ r❡s✉❧t ✐♥ ♣❛rt ✭❞✮❄ ❊①♣❧❛✐♥ ②♦✉r ❛♥s✇❡r✳

✶✷✷


