Statystyczna Analiza Danych, zestaw 2

Zad 1 Niech Xi,...,X, bedzie proba prosta z rozkladu o skonczonej i
nieznanej wariancji o2. Wyznacz obciazenie estymatora wariancji zadanego
wzorem
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(Let X1,...,X, be a random sample with unknown mean and unknown
variance 2. Compute the bias of the variance estimator
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Zad 2 Niech X7,..., X, bedzie probka z rozktadu Ber(p), tzn. P(X; =1) =
p= 1—P(XZ=0)

(a) Wyznacz estymator najwiekszej wiarogodnosci dla parametru p.
(b) Sprawdz, czy powyzszy estymator jest obciazony.
(c) Wyznacz nieobciazony estymator wartosci p?.

(Let X4,...,X, beiid. Ber(p) (ie. P(X;=1)=p=1-P(X; =0))

(a) Compute the maximum likelihood estimator of p.
(b) Determine whether it is unbiased.
(

¢) Compute an unbiased estimator for p2.

)

Zad 3 Niech Geom(p) bedzie rozkladem geometrycznym, tzn. jesli X ~
Geom(p), to P(X = k) = p(1 - p)*1. Na podstawie probki Xi,..., X, z
tego rozktadu wyznacz estymator najwiekszej wiarogodnosci dla parametru
p. (P(X =k)=p(-p)+?tfor k>1. Let Xi,...,X, be a random sample
from this distribution. Compute the maximum likelihood estimator for p.)

Zad 4 Niech Xi,..., X, beda czasami $wiecenia zaréwek, modelowanymi
przez niezalezne zmienne losowe o rozktadzie Exp()), gdzie A jest nieznanym
parametrem. Wyznacz estymator najwickszej wiarogodnosci dla parametru
A

(Let Xi,...,X, be a random sample from an Exp(\) distribution, A
unknown. Compute the maximum likelihood estimator of \).
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Zad 5 Niech X1,..., X, ~ Unif([0,a]), gdzie a jest nieznanym parametrem.

(a) Wyznacz nieobciazony estymator a oparty na X (Sredniej z proby).
Przeanalizuj jego sensowno$¢ dla réznych ciagdéw obserwacji. Oblicz
jego wariancje.

(b) Wyznacz estymator najwiekszej wiarogodnosci dla a. Zmodyfikuj go
tak, aby otrzymaé estymator nieobcigzony. Oblicz wariancje tak otrzy-
manego estymatora i poréwnaj ja z wariancja estymatora z poprzed-
niego podpunktu.

(X1,...,X, i.id. Unif([0,a]), where a is unknown.

(a) Compute an unbiased estimator of the form aX + b (where X is the
sample average). Compute its variance.

(b) Compute the unbiased estimator of a. Modify it by a multiplicative
constant to get an unbiased estimator and compute the mean squared
error of both estimators.)

Zad 6 Rozwazmy model statystyczny, w ktérym obserwacje X i Y sg nieza-
lezne oraz E[X] = 1, E[Y] = 3, a takze Var(X) = Var(Y) = 02, gdzie o2
jest nieznanym parametrem. Wyznacz wartosci stalych a, b, dla ktorych
aX? +bY? jest nieobcigzonym estymatorem parametru o2.

(E[X] =1, E[Y] =3, Var(X) = Var(Y) = 02, unknown. Find constants a
and b such that aX? + bY? is an unbiased estimator of 02.)

Zad 7 Let (X,Y), (X1,Y1) and (X5,Y3) be i.i.d.. Show that
1
Cov(X,Y) = §E[(X1 - Xo) (Y1 -Y2)]

Let h and g be two increasing functions. Show that Cov(h(X),g(X)) > 0.

Zad 8 Liczba wypadkéw samochodowych zgtoszonych do towarzystwa ubez-
pieczeniowego w k- tym miesigcu jest zmienna losowa Wy o rozkladzie Pois-
sona z parametrem Az , gdzie z; jest liczba samochodéw zgltoszonych do
ubezpieczenia w tym miesiacu, zas A jest nieznanym parametrem. Zmienne
losowe W} sa niezalezne. Wyznaczy¢ estymator najwiekszej wiarogodnosci
parametru A na podstawie proby Wy, ... Wi,.

(W), number of accidents in time period & is Poisson, parameter Azy, z
number of cars declared for insurance in the time period. Compute m.l.e. of
A based on sample Wy, ... Wis).



Tutorial 2: Answers

Q1
306X = 2% e (Ko -2(X ) Ym0 = Y10

so that, using Var(X) = %, therefore:

E[S?] = o* (1 - 1)
so Bias(S5?) = E[S?] - 0?2 =-Z

Q2
(a) L(p;x1,...,2n) = pF(1=p)"* where k = ¥ 2; so that

logL = klogp+ (n—k)log(1-p)

MLE satisfies:
k- n-k _k
—_— O 9 p = —
p 1-p
(b) k from Binom(n,p) so E[p] = 22 =
(c) Note that E[p?] = 5 (X, E[X;X¢]) =2 + (1 - 1)p?

so that .
’E.ZL(/J_B)
PP () -

gives an unbiased estimator.

= p so unbiased.

Q3
L(p:xl,...,xn)=(1—p)s‘”p”
logL =(S-n)log(1l-p)+nlogp
n S-n n L
—_ = :0:}1’)\:— S: €T
p 1-p S 2 ’
Q4

L(Na1,...,2,) = N"exp{-A ) z;}

J=1

10gL=n10g/\—/\ij
j=1
~ n

A = n
21 Ty
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(a) E[X]=%s0a@=2X, E[a]=a

L(a;xy,...,x,) =

1
_n]-[O,maxJ- zj] (CL)

@prr = MAX T
J

P(ay, <) = P(X <) = (g)n

nxn—l
9(x) = —
a
n e n
Ela :_[ Ny =
(@] a™ Jo i n+1a
_ n+1

a= max z;
n o J
n

EAQ — 2

[@3s1] —n+2a

n n? n
Var(@ = - 2= 2,
ar (@) (n+2 (n+1)2)“ (n+1)2(n+2)"
Hence:

Var(@) = ———a?

ar(a) = a

n(n+2)

2a?

Bias(ar) + Var(a@ur) = (n+1)(n+2)

Q6 E[X?]=1+0% E[Y?]=9+02 E[aX?+bY?] = (a+9b)+02%(a+b) a=1-b
1+8b=0b=-1/8 a=9/8.

Q7
E[(X1-X2)(Y1-Y2)] = E[(Xi—px +px = Xo) (YVi—py +p1y —Y2)] = 2Cov(X,Y)

since E[ (X1 - px) (Yo - py) ] = E[ X1 - px JE[Y2 - py ] = 0
Therefore

Cov(A(X), 9(X)) = SEL(H(X2) (X)) (9(X2) - (X))

On X7 > X, the integrand is positive; on X; < X5 the integrand is positive.
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Qs
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LON: Wy, ... W) =

log L = W
g const+(§ j)log/\—)\lgzz
j

j=1
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