Analiza Matematyczna 1.1
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Zadanie 1. Niech a; > —1, (kK = 1,...,n) beda liczbami rzeczywistymi o
tym samym znaku. Udowodnij, ze prawdziwa jest nieréwnos¢

(I+a)(14ag) ...-(1+a,) >1+a+as+ ...+ a,. (1)

Czy zalozenie, ze liczby ap maja ten sam znak i a; > —1 jest potrzebne?

Rozwiazanie. Podamy dowod indukcyjny. Dla n = 1 nier6wno$é¢ (1) ma
posta¢ 14+a; > 1+aq i jest oczywista. Przypusémy zatem, ze teza jest praw-
dziwa dla pewnego N = n > 1. Korzystajac z tego zalozenia, udowodnimy
(1) dla N =n+ 1. Mamy

(I4+a) ..-(I+a)(I4+an1) > 1 +ar+ ...+ ap) (1 + angq)
=1l4+a+...+a1+ (a1 + ...+ ay)an
Zl—i—al—l—...—l—a”—l—anﬂ.

W powyzszym rachunku pierwsza nieréwnos$¢ wynika z zalozenia indukcyj-
nego i z faktu, ze 1+a,,; > 0, a druga z faktu, ze liczby a; dla:=1,...,n+1
majg ten sam znak. [

Przypadek n = 2 pokazuje, ze liczby a;,a; muszg mieé¢ ten sam znak.
Zalozenie a; > —1,1=1,...,n jest rébwniez potrzebne. Wystarczy rozwazy¢
liczby a1 = ... =a, = —3 in > 3 nieparzyste.

Uwaga. W nierownosci (1) mamy rownosé tylko dla k = 1. Jezeli a; # 0,
to zatozenie rownosci w kroku indukcyjnym wymusza a,,1; = 0 dla n > 1.

Zadanie 2. (Nieréwnos¢ Bernoulliego) Udowodnij, ze dla z > —1ik € Z
prawdziwa jest nieréwnosc¢

(1+2)">1+ka. (2)
Udowodnij rowniez, ze dla —1 < x < % i n € N prawdziwe jest oszacowanie

1

1 "< )
( +x) —1—nx

(3)




Rozwigzanie. Dla k = 0 teza jest oczywista. Dla & > 0 nieréwnosé (2)
wynika z nieréwnosci (1), wystarczy przyja¢ a; = ... = a, = . Udowodnimy
(2) dla k = —n, gdzie n > 0. Jesli 1 —nz <0, to

(1+2)™>0>1—nxz.

Rozwazmy zatem przypadek, gdy 1 —nx > 0. Wowcezas nier6wnosé (2) jest
rownowazna nieréwnosci (3). Udowodnimy nieréwnosé

1+x)™>1—nx
indukcyjnie dla n > 0. Dla n = 0 teza jest oczywista. Zaktadajac (3) dla
pewnego n > (0 mamy
1 —nx

I+~ 1+
=1l—-(n+Dz+nz*>>1—(n+1)

(1+2) ") = (1 42)™ > (1 —nzx)(l—x)

Uwaga. Analiza dowodu pokazuje, ze rownosé¢ w (2) jest jedynie dla k = 0, 1
lub z = 0.

Uwaga. Dlan > 0 nier6wnos$¢ (2) mozna udowodnié¢ korzystajac z nieréwno-
$ci miedzy srednig arytmetyczng i geometryczng (patrz Zadanie 4). Mozemy
zaktadaé, ze 1 +nx > 0. Niech a; =1+ nz,a0 = ... = a, = 1. Wowczas
mamy

< l+nr+n-1

YA +nx)-1-...-1 =14z

n
Zadanie 3. (Niero6wnos¢ Schwarza) Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rze-
czywistych aq,...,a,,b1,...,b, prawdziwa jest niero6wnosé¢

Seels(4) ()

Rozwigzanie. Sposdb 1. Indukcja. Dla n = 1 mamy rownosé. Korzystajac
z zalozenia indukcjnego dla pewnego n > 0 mamy

n+1 n n
( Z akbk> 2 _ ( Z akbk) 2 n 2an+1bn+1 <Z akbk) + ai—&—lbi—i-l

= = k=1
< (30e8) (o) + (St st ) ot
k=1 k=1 k=1
n+1 n+1

:<;ai)<;bz>
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SkorzystaliSmy réwniez z nieréownosci 2a,41b,41axby < agb; | +braz i, k=
1,...,n, ktora jest rownowazna

(an—l-lbk - bn+1ak)2 Z 0.

Sposob II. Mozemy zaklada¢, ze >, a? > 0. Rozwazmy funkcje

n

F#) = (axt +by)* = A + Bt + C,
k=1

gdzie
A:Zai, BZQZCLkbk, C:sz
k=1 k=1 k=1

Oczywiscie f(t) > 0. Zauwazmy, ze

B\? B?_4AC
f(t)—A(Hﬂ) iy S

Mamy

B B? — 4AC
T == 7" > .
f( QA) m =Y

Mamy A > 0, zatem B* —4AC < 0, co jest rownowazne (4).

Zadanie 4. (Nier6wnos¢ miedzy srednimi) Niech aq, a,, ..., a, beda dodat-
nimi liczbami rzeczywistymi. Udowodnij nier6wnosé

n

2 2
a; +...+a a1+ ...+a
L o> ! nZ\”/al'...'anZﬁ.
n n a_1++_

an

Rozwiazanie. Pierwsza nieréwnos¢ wynika z (4). Wystarczy przyjac by =
... = b, = 1/n. Trzecia nier6wnos¢ jest rOwnowazna drugiej poprzez zamiane
a; na 1/a; dlai=1,...,n. Pozostaje zatem udowodnié nieré6wnosc¢

a+...+ay,

" > ay .. ay. (5)

Sposdb I. Niech A > 0. Zauwazmy, ze (5) dla aq,...,a, idla Aaq,..., \a,
sa rownowazne. Przyjmujac A = ([]'_, a;)~Y/" mozemy bez straty ogélnosci
zaklada¢, ze [["_, a; = 1. Innymi stowy, jesli udowodnimy



dla liczb by, ..., b, spetniajacych []i_, b; = 1, to biorac b; = a;/([]}—, a;)"/"

Jj=1
otrzymamy
n

a + ... —|—CLn Z n(Haj)l/”,
j=1
czyli (5). Pozostaje zatem udowodni¢

Lemat. Jesli aq,...,a, >0iay;-...-a,=1,t0oa; +...4+a, >n.

Dowéd. Indukcja. Dla n = 1 nieréwnosé¢ jest oczywista. Przypusémy, ze
potrafimy udowodni¢ teze dla n — 1, gdzie n > 1. Je$li a3 = ... = a,,
to a; = 1 dlat = 1,...,n i nie ma czego dowodzi¢. Niech zatem m =
ming—y _, a;, M = max;—1,__,a; 1 przypusémy, ze m < M. wowczas m < 1 <
M Zmieniajac numeracje liczb aq,...,a, mozemy zakladaé¢, ze m = a,_
i M = a, Rozwazmy liczby ai,as,...,a,_2,a,_1a,. Stosujac zalozenie
indukcyjne mamy

al+...+a,=a1+...+0p_ 2+ 0p 10y +Ay_1+ Ay — Qp_10p,
Zn_1+an—1+a'n_a'n—1an
=n—(1-—m)(1—M)>n. O

Sposdb 1. Udowodnimy najpierw (5) dlan = 2™ m > 0. Dla m = 0 teza
jest oczywista. Przypusmy, ze potrafimy pokazac¢ nieréwnosé¢ dla pewnego m

i rozwazmy liczby aq, ..., agm, agmyq, ..., agm+1. WoWezas
a1+...+a2m+1 1 a1+...—i—a2m+a2m—|—...—i—a2m+1
gm-+1 S 2 2m 2m-+1
Lo -
> 5( Vai .. agm + *\fagmi1 .. agmi1)

Z 271\7(11 ... Qom -+ 27{L/a2m+1 ... Qom+1
+1
= 2"/ay ... agm+1,

gdzie skorzystalismy z nierownoéci (a +b) > Vab, a,b > 0, rownowaznej
(Va—vb)*>0.
Wezmy teraz dowolne n > 0. Wowczas istnieje m > 0 takie, ze n < 2™.
Niech A = (a; + ...+ a,)/n. Rozwazmy nastepujace 2 liczb
al,ag,...,an,A7A,...,A,

gdzie A wystepuje 2™ — n razy. Stosujac nierownosé¢ (5) dla tych liczb,
otrzymujemy

+...4+a,+ (2" —n)A
om

a]_ om —
A= > \/al...anAQ’” n




co jest rownowazne A" > a; ... a,. O

Sposcb I11. Jedli a; = ... = a,, bo Srednia arytmetyczna tych liczb jest
roOwna Sredniej geometrycznej. Rozwazmy zatem przypadek, w ktorym nie
wszystkie liczby sa rowne. Niech A = (a; + ... + a,)/n. Wowczas istnieja
1 <i,5 < n takie, ze a; < A < a;. WprowadZmy pomocnicze oznaczenie
a=1=">0,a; = c. Niech 0 < e < c¢—b. Rozwazmy liczby b, = b+eic. = c—e.
Jesli zamienimy liczby b, ¢ na b., c., to suma tych dwoch liczb sie nie zmieni,
a zatem rowniez $rednia arytmetyczna wszystkich liczb pozostanie réowna
A. Natomiast iloczyn tych dwoch liczb, a zatem réwniez iloczyn wszystkich
liczb wzroénie. Faktycznie, nieréwnosé¢ be < (b + ¢)(c — €) jest rownowazna
nierownosci 0 < ¢ < ¢ —b. Wezmy teraz ¢ = A — b. Rowczas 0 < ¢, bo
A>bie<c—0b boA<c Jedli wsytuacji poczatkowej bylo 0 <[ < n
liczb rownych A, to po opisanej zamianie jest tych liczb co najmniej [ + 1
takich liczb (moze sie zdarzyé, ze b, = c. = A i wtedy sa juz [ + 2 liczby
rowne A). Wystarczy zatem powtorzy to rozumowanie najwyzej n — 1 razy,
aby wszystkie liczby staty sie rowne A. Wowczas A jest tez rowne Sredniej
geometrycznej liczb. W kazdym kroku érednia arytmetycna jest ustalona, a
Srednia geometryczna ro$nie. Zatem na poczatku musiato by¢

A> Va ... - a,. O

Zadanie 5. (Nier6wnos¢ Czebyszewa) Udowodnij, ze jesli ciagi aq, as, . . . ay,
iby,by,...,b, sa niemalejace lub nierosngce, to

k=1

Co mozna powiedzieé, jesli jeden z tych ciggéw jest nierosnacy, a drugi nie-
malejacy?

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze dla 1 <4, j < n mamy (a; — a;)(b; — b;) > 0,

zatem
> (ai = a;)(b; = b;) > 0,

1,5

=1 1,5 k=1 k=1

Jesli jeden z ciaggdéw jest rosnacy, a drugi malejacy, to oczywiscie prawdziwa

czyli



jest nieré6wnosé

(Z ak> <Z bk> >n Z apby .
k=1 k=1 k=1
Zadanie 6. Ustalmy liczby dodatnie x1, xs,..., ;. Niech
ap =27 + 5+ ...+ .
a) Udowodnij, ze ciag (a,)n>o jest log-wypukly, tzn. a? < a; 1a;41.

b) Udowodnij, ze jesli ciag (c,)n>0 jest log-wypukly i ¢g = 1, to ciag
(4/Gn)nz0 jest Tosnacy.

¢) Udowodnij, ze ciag ({/ 9 )n>0 jest rosnacy, czyli

§/xlf—l—acg—l—...—i—mi <</x‘f—|—:vg+...+xz
k - k

dla0<p<gq,pqgeN

d) Udowodnij, ze dla 0 < o < 8 prawdziwa jest nier6wnos¢

\/ tah o hal < SfafFag .. g

Rozwiazanie. a) Wystarczy skorzysta¢ z nieréwnosci Schwarza dla a; =
g{nh/2 b, = G R D)

. . , . . 2% i i L .
b) Mnozac nieréwnosci ¢;* < ¢;_;ci,; dla ¢ =1,...,n stronami otrzymu-

n n+1 n—1 n—1

21 ) 2+1 11_ 2n1n 2t _ n—1_n ]
||Ci<||zlcz+1_|| ” CoC1Cp Cn+1llci_cn Cn+1|IC

i=1 = =2 =1

czyli &' < 7 lery,. Stad /e, < /1. Zatem clag (3/Cn)nzo jest
niemalejacy.

¢) Wynika to faktu, ze ciag ¢, = a,/k jest log-wypukty i ¢y = 1.

d) Niech t = B/a > 11 niech y; = z¢ dla ¢ = 1,...,n. Przy tych
oznaczeniach nasza nieré6wnos¢ jest réwnowazna nieréwnosci

vy < (gt )



Niech p; = yi/(y1 + ... +yn) dlai=1,...,n. Wowczas 0 < p; < 1 i musimy
udowodni¢, ze > " pt < 1. Wystarczy teraz zauwazy¢, ze

ipg < ipi =1 O
i=1 i=1

Zadanie 7. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb zespolonych zy, ..., z, praw-
dziwa jest nieré6wnosé

214 o4 2] S|4zl

Rozwiazanie. Nierownos¢ wystarczy udowodni¢ dla n = 2 (p6Zniej induk-
cja). Mozemy zaktadac¢, ze |z; + 22| > 0. Dla dowolnej liczby zespolonej z
prawdziwa jest nierownos¢ Re z < |z|. Stad

2Re< il )+Re( 2 )
21+22 2’1—|—22

:Re< G I )zl.D
Z1 + 29 Z1 1+ %9

21
21 + Z9

22
21+ 2o




