Diagonalizacja macierzy cyklicznej

Piotr Nayar

Opiszemy teraz standardowa technike diagonalizacji symetrycznej macierzy
(M); j=1,....n, ktora spetnia M5 = ¢p—j+14s. Przyjmujemy, ze dla m € Z mamy
Cnm+s = Cs. Wypiszmy jawnie macierz M:
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gdzie r, = e . Macierz A jest symetryczna. Rozwazmy macierz P =

MA. Mamy
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Oczywiscie 7™+ = r§. Jesli zdefiniujemy
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dlatego P = AD, gdzie D = diag(f(r1),...,f(rn)). Zatem MA = AD.
Macierz A jest odwracalna (wyznacznik Vandermonde’a), zatem

D =A"TMA.

Zauwazmy, ze macierz ﬁA jest unitarna, czyli A* = nA~1. Faktycznie,
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Wykorzystamy teraz informacje, ze macierz M jest symetryczna. Rownosé
M;j, = My, implikuje cp—j414k = Cn—k+1+4- Podstawiajac j = 1 mamy
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SkorzystaliSmy z tozsamosci r27p+1 =rb” }€+2 Zatem )1 jest w ogdlnym przy-
padku jednokrotna, za§ Ay = Ay, A3 = A1, .... Jesli n jest parzyste, to )‘%nﬂ

jest rowniez jednokrotna. Wartosci wlasne )\k Sg rzeczywiste
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Wektory wtasne dane sa przez macierz A. Wartosci \p odpowiada wektor
Wlasny (ry” 1)8:1’,“,,1. Poniewaz A\, = \,_i12, wiec wektory wlasne odpowiada-
jace dwuwymiarowej podprzestrzeni wlasnej to
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Wektory wlasne odpowiadajace A; i )\1”+1 sg zawsze rzeczywiste, bo dla A\ jest
to oczywiste, dla A1, ., mamy 7’91 1“ = e2mi(s—D)gn/n — emi(s=1)  Macierz A
nalezy pomnozy¢ przez macierz D’ ztozong z dwoch klatek 1 x 1 (pojedyncze
wartosci wlasne) i klatek
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odpowiadajacych podwéjnym warto$ciom wlasnym. Macierz DD’ jest unitarna
i rzeczywista, bo macierze D, D’ s unitarne oraz
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Zatem wartosci wlasnej
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odpowiada wektor wtasny
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(k=1,2...,n). Oczywiscie pamietamy, ze A, = Ap_k4+2. Aby sprawdzi¢ unor-
mowanie nalezy rozpisa¢ sin i cos w eksponenty i policzy¢ odpowiednia sume
kwadratow.

s=1,...,n



