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Opiszemy teraz standardow¡ technik¦ diagonalizacji symetrycznej macierzy
(M)i,j=1,...,n, która speªniaMjs = cn−j+1+s. Przyjmujemy, »e dla m ∈ Z mamy
cnm+s = cs. Wypiszmy jawnie macierz M :

(M)i,j=1,...,n =


c1 c2 · · · cn
cn c1 · · · cn−1

...
...

. . .
...

c2 c3 · · · c1

 .
We¹my macierz (∆)k,j=1,...,n = e2πi(k−1)(j−1)/n, czyli

(∆)k,j=1,...,n =


1 1 · · · 1
r1 r2 · · · rn
...

...
. . .

...

rn−1
1 rn−1

2 · · · rn−1
n

 ,
gdzie rk = e2πi(k−1)/n. Macierz ∆ jest symetryczna. Rozwa»my macierz P =
M∆. Mamy

Pjk =
n∑
s=1

cN−j+1+sr
s−1
k = rj−1

k

n∑
s=1

cN−j+1+sr
s−j
k = rj−1

k

n∑
p=1

cpr
p−1
k .

Oczywi±cie rnm+s
k = rsk. Je±li zde�niujemy

f(rk) =
n∑
s=1

csr
s−1
k ,

to

Pjk = rj−1
k f(rk) = rk−1

j f(rk) =
n∑
l=1

rl−1
j f(rl)δl,k,

dlatego P = ∆D, gdzie D = diag(f(r1), . . . , f(rn)). Zatem M∆ = ∆D.
Macierz ∆ jest odwracalna (wyznacznik Vandermonde'a), zatem

D = ∆−1M∆.

Zauwa»my, »e macierz 1√
n

∆ jest unitarna, czyli ∆? = n∆−1. Faktycznie,

(∆?∆)jk =
n−1∑
l=0

e2πijl/ne−2πilk/n =
n−1∑
l=0

e2πil(j−k)l/n = nδjk.
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Wykorzystamy teraz informacj¦, »e macierz M jest symetryczna. Równo±¢
Mjk = Mkj implikuje cn−j+1+k = cn−k+1+j . Podstawiaj¡c j = 1 mamy

cn+k = ck = cn−k+2.

Mamy

λk = f(rk) =
n∑
s=1

csr
s−1
k =

n∑
s=1

cn−s+2r
s−1
k =

n∑
p=1

cpr
n−p+1
k =

n∑
p=1

cpr
p−1
n−k+2 = λn−k+2.

Skorzystali±my z to»samo±ci rn−p+1
k = rp−1

n−k+2. Zatem λ1 jest w ogólnym przy-
padku jednokrotna, za± λ2 = λn, λ3 = λn−1, . . .. Je±li n jest parzyste, to λ 1

2n+1

jest równie» jednokrotna. Warto±ci wªasne λk s¡ rzeczywiste

λk =
1
2

n∑
s=1

(cs + cn−s+2)rs−1
k =

1
2

n∑
s=1

cs(rs−1
k + rn−s+1

k )

=
n∑
s=1

cs
e2πi(k−1)(s−1)/n + e2πi(k−1)(n−s+1)/n

2
=

n∑
s=1

cs cos[(k − 1)(s− 1)/n].

Wektory wªasne dan¦ s¡ przez macierz ∆. Warto±ci λk odpowiada wektor
wªasny (rs−1

k )s=1,...,n. Poniewa» λk = λn−k+2, wi¦c wektory wªasne odpowiada-
j¡ce dwuwymiarowej podprzestrzeni wªasnej to

(α1e
2πi(k−1)(s−1)/n+α2e

2πi(s−1)(n−k+1)/n)s = (α1e
2πi(k−1)(s−1)/n+α2e

−2πi(k−1)(s−1)/n)s.

Wektory wªasne odpowiadaj¡ce λ1 i λ 1
2n+1 s¡ zawsze rzeczywiste, bo dla λ1 jest

to oczywiste, dla λ 1
2n+1 mamy rs−1

1
2n+1

= e2πi(s−1) 1
2n/n = eπi(s−1). Macierz ∆

nale»y pomno»y¢ przez macierz D′ zªo»on¡ z dwóch klatek 1 × 1 (pojedyncze
warto±ci wªasne) i klatek [

1√
2
− 1

i
√

2
1√
2

+ 1
i
√

2
1√
2

+ 1
i
√

2
1√
2
− 1

i
√

2

]
,

odpowiadaj¡cych podwójnym warto±ciom wªasnym. Macierz DD′ jest unitarna
i rzeczywista, bo macierze D,D′ s¡ unitarne oraz

(
1√
2

+
1
i
√

2
)e2πi(k−1)(s−1)/n + (

1√
2
− 1
i
√

2
)e−2πi(k−1)(s−1)/n

=
√

2(2π cos[(k − 1)(s− 1)/n] + sin[2π(k − 1)(s− 1)/n]),

(
1√
2
− 1
i
√

2
)e2πi(k−1)(s−1)/n + (

1√
2

+
1
i
√

2
)e−2πi(k−1)(s−1)/n

=
√

2(cos[2π(k − 1)(s− 1)/n]− sin[2π(k − 1)(s− 1)/n]),
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Zatem warto±ci wªasnej

λk =
n∑
s=1

cs cos[2π(k − 1)(s− 1)/n]

odpowiada wektor wªasny(
1√
n

(cos[2π(k − 1)(s− 1)/n] + sin[2π(k − 1)(s− 1)/n])
)
s=1,...,n

(k=1,2. . . ,n). Oczywi±cie pami¦tamy, »e λk = λn−k+2. Aby sprawdzi¢ unor-
mowanie nale»y rozpisa¢ sin i cos w eksponenty i policzy¢ odpowiedni¡ sum¦
kwadratów.
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