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Przejécia fazowe

Piotr Nayar *
16-22 wrzesnia 2013, Mate Ciche

Streszczenie
Opiszemy wybrane aspekty teorii przej$é fazowych. Zilustrujemy najwaz-
niejsze idee tej teorii i ich uniwersalny charakter. Postuza nam do tego przy-
ktady naczerpniete nie tylko z fizyki, ale réwniez z matematyki i informatyki
teoretycznej. W szczegblnosci omoéwimy przejscia fazowe zwigzane z modelem
Isinga i modelem perkolacji na kracie catkowitoliczbowej Z2.

1 Wstep

Przejscia fazowe, rozumiane jako procesy fizyczne, to procesy termodynamiczne po-
legajace na przejsciu jednej fazy materii w druga. Przykladem moze by¢ tutaj przej-
Scie fazowe ciecz-gaz (parowanie). Tego typu przejécia fazowe mozemy opisywac przy
pomocy wielkosci makroskopowych, bez wnikania w wewnetrzng strukture materii.
Innymi stowy, mozemy opisywaé¢ parowanie nie wiedzac, ze woda sklada sie z cza-
steczek Ho0O. Opis ten jest mozliwy na gruncie termodynamiki fenomenologicznej,
gdzie postugujemy sie parametrami termodynamicznymi, takimi jak objetos¢ lub ci-
$nienie. Czytelnik powinien rozumieé, ze ciSnienie jest wielkoscia, ktora w zasadzie
ma sens jedynie w odniesieniu do eksperymentalnego badania ukladu ztozonego z
wielu czastek. Nie mozemy przeciez powiedzie¢, ze gaz zlozony np. z dziesieciu czg-
stek zamknietych w szczelnym naczyniu ma jakie$ ciSnienie. Przez wiekszos¢ czasu
czasteczki te nie maja kontaktu ze Sciankami naczynia, a zatem nie oddziatuja z
nim zadnymi sitami. Nie mozemy wiec wtedy moéwi¢ o dodatnim cisnieniu. Cza-
steczka wywiera ci$nienie na $cianke naczynia tylko w krotkim czasie jej zderzenia
z tg $cianky. Jesli gaz sktada sie z wielu czastek, to obserwujemy state jego cisnie-
nie, poniewaz urzadzenie pomiarowe nie jest tak doktadne, aby wylapaé i zmierzyé
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zachodzace szybko w czasie zmiany cisnienia. W efekcie obserwowane wskazania sg
wielko$ciami usrednionymi po czasie (mowimy, ze urzadzenie posiada bezwladnosc).

Wiemy, ze w wysokich temperaturach woda przyjmuje forme gazowa, a w niskich
jest ciatem staltym. Korzystamy z tego wielokrotnie, np. jezdzac zima na nartach.
Jesli mamy okreglong ilo§¢ wody (np. 1 mol) w stanie réwnowagi!, to mozemy opisaé
stan tej ilosci materii za pomoca malej liczby parametréw, zwanych parametrami
stanu. Co wiecej, miedzy parametrami stanu wystepuja zwiazki, zwane réwnaniami
stanu. Np. réwnanie stanu gazu doskonatego (tzw. rownanie Clapeyrona) ma postaé

pV = NRT,

gdzie p jest cisnieniem gazu, T' jego temperatura oraz V' — objetoscia gazu. Stala R
jest to tzw. stala gazowa. Oczywiscie N oznacza liczbe moli. Stan gazu doskonalego
(ztozonego z N moli materii) mozemy opisa¢ za pomoca parametrow p, V., T przy
czym wystepuje zwiazek miedzy tymi parametrami. W efekcie, mozemy podaé tylko
dwa z tych parametrow, aby opisa¢ stan, w ktorym aktualnie znajduje sie nasz gaz.
Wr6émy do opisu stanéow wody. Przypusmy, ze chcemy opisywaé¢ wode przy po-
mocy cisnienia i temperatury, przyjmujac, ze objetos¢ nie jest kolejnym niezaleznym
parametrem (podobnie jak to bylto dla gazu doskonatego). Jesli zechcemy sprobo-
waé uwzgledni¢ rozmiary czastek i fakt, ze czastki ze soba oddziatuja, to otrzymamy
(stosujac przyblizenia tzw. pola éredniego) réwnanie stanu gazu van der Waalsa

a

(b4 ¥

) (V — Nb) = NRT,
ale nawet to rownanie nie opisuje wszystkich subtelnosci gazu rzeczywistego, ktorego
wlasnosci zaleza miedzy innymi od sktadu atomowego i symetrii czastek.

Na Rysunku 1 pokazano diagram fazowy argonu® na plaszczyznie stanow (7, p).
Wyroznione zostaly trzy fazy — stala (s), ciekla (1) i gazowa (g). Gdy ci$nienie wynosi
1 atm, w miare zwickszania temperatury przechodzimy najpierw przez faze stala,
potem przez ciekly, a nastepnie przez gazowa. Mamy zatem dwa przejécia fazowe.
Dla cisnien nizszych niz 0,7 atm 16d przechodzi od razu w faze gazowa, czyli nastepuje
tzw. sublimacja. Jedli ciScienie jest wyzsze niz 48 atm, nie bedziemy potrafili wskazaé
zadnego konkretnego momentu, w ktorym podczas zwiekszania temperatury ciecz
zamieni sie w gaz. Jesli po diagramie fazowym bedzie poruszali sie po krzywej

!Tzn. w stanie o ustalonych parametrach takich jak ci§cienie, temperatura, objeto$é¢, w ktérym
to stanie nie ma makroskopowych przeptywéw materii, energii...

2Zajmujemy sie tutaj argonem, a nie woda, poniewaz argon jest jednoatomowym gazem szla-
chetnym, a zatem ma mozliwie prostg strukture mikroskopowy. Okazuje sie, ze 16d wodny ma wiele
réznych odmian przy wysokich cisnieniach.



1, zauwazymy gwaltowne przejscie wody ze stanu cieklego w gazowy. Natomiast
poruszajac sie po krzywej o przejscie to bedzie ptynne.

p
. punkt krytyczny
punkt potréjny
48atm \-‘\\72
Y
0.7atm s

T

T, = 84K T, — 151K
Rysunek 1: Diagram fazowy argonu na ptaszczyznie (T, p).

Na diagramie zaznaczono dwa charakterystyczne punkty — punkt potréjny i punkt
krytyczny. W punkcie potrojnym moga wspolistnie¢ ze soba wszystkie trzy fazy.
Punkt krytyczny jest punktem, w ktorym koniczy sie linia wspolistnienia fazy ciektej
i gazowej. Ten drugi punkt bedzie nas interesowal w sposob szczegolny.

Mozemy rowniez narysowaé diagram fazowy wody na plaszczyinie (v,T'), gdzie
v = V/N jest objetoscia molowa substancji (Rysunek 2). Na tym diagramie obszary
wspolistnienia faz nie sa juz liniami. Interesuje nas linia ograniczajaca obszar wspot-
istnienia fazy cieklej i gazowej w otoczeniu punktu krytycznego. Okazuje sie, ze linia
ta moze by¢ opisana za pomoca zaleznosci potegowych,

v T =T, v =T - T,

przy czym v'7) i v(t) oznaczaja odpowiednio lewa i prawa galaz krzywej. Ekspery-
mentalnie ustalono warto$¢ parametru 5 = 0.3265.

Zmienimy na chwile temat i zajmijmy sie substancjami o wtasnosciach magnetycz-
nych. Tym razem, zamiast ci$nienia, bedziemy rozpatrywa¢ pole magnetyczne H, w
ktorym znajduje sie uktad. Analogiem objeto$ci molowej bedzie magnetyzacja ma-
teriatu®. Tak jak zwickszajac cisnienie gazu w balonie zwiekszamy jego objetosé, tak

3(Ozytelnik, ktory nie wie czym jest magnetyzacja, nie powinien sie tym w tej chwili przejmowac.
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punkt krytyczny

Rysunek 2: Diagram fazowy argonu na plaszczyznie (v, 7).

zwiekszajac pole magnetyczne zwickszamy magnetyzacje materiatu. Na tej zasadzie
dziataja kasety VHS. Zapis informacji na takiej kasecie odbywa sie poprzez dziatanie
na tasme zewnetrznym polem magnetycznym, przez co tasma ulega magnetyzacji.
Okazuje si¢, ze (w temperaturach pokojowych) usuniecie pola magnetycznego nie
powoduje rozmagnesowania materiatu tasmy. Wytworzona magnetyzacja nie znika.
Takie materialy nazywamy ferromagnetykami.

Magnetyzacja (czyli wypadkowy moment magnetyczny) jest w ogolnosci wekto-
rem. Nas bedzie interesowa¢ model jednoosiowego ferromagnetyka, czyli model, w
ktorym magnetyzacja dowolnego atomu (uwaga: zaczelismy mowic o atomach...) jest
wektorem rownolegtym do ustalonej osi. Rysunek 3 pokazuje diagram fazowy jedno-
osiowego ferromagnetyka na ptaszczyznie (T, H). Jest to analog diagramu (7, p) dla
wody. Analogiem fazy cieklej jest tu faza o dodatniej magnetyzacji, za$ analogiem
fazy gazowej jest faza o ujemnej magnetyzacji. Pododnie jak w przypadku wody, idac
krzywa v, zauwazymy gwaltowne przejscie od fazy (+) do fazy (—). W szczegdlnosci

lim m(7T,H) > lim m(T,H), T <1,
H—0+ H—0~—
gdzie m(T, H) jest magnetyzacja. Natomiast magnetyzacja na krzywej v, jest ciagta.

Rozwazmy teraz diagram fazowy na plaszczyiznie (m,T), Rysunek 4. Jest to

analog diagramu na plaszczyznie (v,T) dla wody. Mozemy zastanawia¢ sie nad

Zostanie to wyjasnione p6zniej przy opisie mikroskopowym magnetyka.



punkt krytyczny

Rysunek 3: Pogladowy diagram fazowy jednoosiowego ferromagnetyka na ptaszczyz-
nie (7, H).

ksztaltem linii wspolistnienia faz (4) oraz (—). Ponownie linia ta w poblizu punktu
krytycznego jest opisywana zaleznoscig potegowa,

m(T,00) = mSO|T = 1%, m(T,07) ~m{”|T — T.|°.

I tu dzieje sie rzecz niewiarygodna. Okazuje sie, ze warto$¢ eksperymentalna wy-
ktadnika 8 wynosi 0.3265. Wyktadnik S jest przykladem wyktadnika krytycznego
(czyli wyktadnika opisujacego prawa potegowe odnoszace sie do wielkoSci fizycznych
w otoczeniu punktu krytycznego). Mowigce troche nieprecyzyjnie, wyktadniki kry-
tyczne maja charakter uniwersalny — nie zaleza one od szczegotow uktadu. Wazny
jest jedynie wymiar uktadu i wymiar tzw. parametru uporzadkowania. Temperatura
krytyczna T, oraz amplitudy méH i mé_) nie sg uniwersalne. Uniwersalnos$¢ wyktad-
nikow krytycznych jest gltebokim faktem, ktory mozna zrozumieé (przynajmniej z
fizycznego, niescistego punktu widzenia) za pomoca tzw. grupy renormalizacji.
Zajmiemy sie teraz opisem mikroskopowym jednoosiowego ferromagnetyka. Za-
lozmy, ze ferromagnetyk zbudowany jest z N atomoéw, umiejscowionych w weztach
pewnej sieci lub, ogolniej — pewnego grafu (G, E). Spin (wewnetrzny moment magne-
tyczny) atomu znajdujacego sie w wierzchotku v to s, € R. Jest to liczba rzeczywista,
a nie wektor, poniewaz nasz ferromagnetyk jest jednoosiowy. Teraz musimy skon-
struowa¢ tzw. hamiltonian. Wiecej na temat tego waznego pojecia mozna bedzie
przeczyta¢ w Podrozdziale 2.1. W tej chwili, jako ze jest to pogladowy wstep, mu-
simy zadowoli¢ sie stwierdzeniem, ze w naszym przypadku hamiltonian jest energia
catkowita uktadu, wyrazona za pomoca spiné6w. Nasza naczelna zasada jest taka:
spiny lubia by¢ skierowane zgodnie z zewnetrznym polem magnetycznym H i lubig
by¢ do siebie réwnolegle. Przyjmijmy zatem, ze energia odzialywania spinéw s, i s,



T | punkt krytyczny

Rysunek 4: Pogladowy diagram fazowy jednoosiowego ferromagnetyka na plaszczyz-
nie (m,T).

jest rowna —Jy,SySyw, gdzie Jy,, jest tzw. stala sprzezenia. Wowczas energetycznie
korzystne (uktady fizyczne lubia dazy¢ do minimu energii...) jest, aby spiny s, i
S mialy ten sam znak (czyli ten sam zwrot). Przyjmijmy, ze oddzialuja ze soba
wylacznie spiny znajdujace sie¢ w weztach potaczonych krawedziag. Podobnie, niech
energia oddzialywania spinu s, z zewnetrznym polem magnetycznym wynosi —H,s,,
gdzie H, jest wartoscia pola w wierzchotku v. Nasz hamiltonian ma zatem postac

H=-— Z JowSvSw — Z H,s,.

vaw: (vw)ER veG

Nalezy byé¢ swiadomym, ze w rzeczywistym uktadzie fizycznym wielkosci fizyczne
zmieniaja sie w czasie (np. ci$nienie wywierane przez czastki na $cianki naczy-
nia). Mamy zatem obserwowang wartosé srednia obserwabli A, ale faktycznie nasza
wielkos¢ fizyczna fluktuuje wokot swej warto$ci sredniej. Zalézmy, ze chcemy znadé
wartosé érednig pewnej wielkosci fizycznej A, zalezacej od konfiguracji spinéw s,,.
Dla przyktadu, czesto bedzie nas interesowaé $rednia magnetyzacja przypadajaca na

jeden spin,
m({s.}) = st
UEG

W powyzszym wzorze zapis {s, } oznacza pewna konkretna konfiguracje spinow, czyli
wybor warto$ci wszystkich zmiennych s,, v € G. Okazuje sie, ze obserwowang



warto$¢ srednia mozna policzyé¢ za pomoca wzoru

[ e PN A({s,}) dD({s,})
ban = A L ({s,})

{4)

gdzie I' jest miarg jednostajna na zbiorze G. Miare probabilistyczna

1
/"LH = Ee_ﬂH({SU})dP7

gdzie
Z= [ e ar((s))
G

jest tzw. suma statystyczna, nazywamy miara Gibbsa. Innymi slowy (to zdanie jest
kierowane do tych Czytelnikow, ktorzy jeszcze nie spotkali sie z pojeciem miary),
warto$¢ Srednia obserwabli A jest wazong $rednig arytmetyczna wartosci A({s,}) z
wagami e #H{s0})

Ale zaraz, moment! Sytuacja fizyczna jest taka, ze spiny zmieniaja swoje war-
tosci w czasie, a zatem wartos¢ obserwabli A podlega fluktuacjom. Rzecz sie ma
doktadnie tak samo, jak w przypadku ci$nienia gazu zamknietego w naczyniu — z mi-
kroskopowego punktu widzenia cisnienie jest pewna bardzo skomplikowana funkcja
czasu, a nas interesuje tylko wartosé¢ srednia tej wielkodci, ktorg mierzy urzadzenie
pomiarowe. Ale jest to Srednia po czasie, a my przeciez definiujac miare Gibbsa i
podajac regule liczenia $redniej wartosci A nic o czasie nie méwiliémy! Wszystko
dlatego, ze podstawa mechaniki statystycznej jest przyjecie nastepujacego zatozenia,
zwanego hipoteza ergodyczna,

Dla uktadu znajdujgcego sie w temperaturze T warto$é Srednia ob-
serwabli liczona wzgledem czasu jest dla duzych czasow réowna war-
tosci $redniej tej obserwabli wzgledem miary Gibbsa.

Prawdziwosé tego zalozenia mozna zweryfikowaé¢ w sposob §cisty jedynie dla kilku
bardo prostych uktadéw. Wiecej informacji na temat opisanego sposobu obliczania
srednich wartosci obserwabli znajdzie Czytelnik w Podrozdziatach 2.2 i 2.3.

Interesowaé nas bedzie tzw. model Isinga. W modelu tym graf (G, E) jest pod-
zbiorem kraty calkowitoliczbowej Z?, przy czym wierzcholki v, w sa potaczone kra-
wedzig wtedy i tylko wtedy gdy |w — v| = 1, gdzie | - | jest odlegloscia euklidesows.
Moéwimy czasem, ze oddziatlujg ze soba jedynie spiny bedace najblizszymi sasiadami



Rysunek 5: Krata Z2.

(Rysunek 5). Przyjmujemy rowniez, ze spiny moga przyjmowa¢ wylacznie wartosci ze
zbioru dwuelementowego {—1,1}. Bedziemy dalej przyjmowaé, ze V = {1,..., N}%.
W Rozdziale 2.4 rozwazymy uktad jednowymiarowy (d = 1). Rozwazymy przypa-
dek periodycznych warunkow brzegowych (czyli przypadek N spinéw na dyskretnym
okregu) i dodatnich warunkow brzegowych. Zbadamy te uklady wyznaczajac sumy
statystyczne.

Wazne bedzie dla nas pojecie tzw. granicy termodynamicznej. Procedura przej-
Scia do granicy termodynamicznej polega na rozwazeniu uktadu o skonczonych roz-
miarach, obliczeniu interesujacej nas wielkosci fizycznej, np. Sredniej magnetyzacji
przypadajacej na jeden spin, a nastepnie na przejéciu z rozmiarem uktadu do nie-
skoniczonoéci. Chodzi nam o to, aby wydoby¢ czlony zwigzane z zachowaniem sie
uktadu w jego wnetrzu, a nie przy $ciankach ograniczajacych uktad. W przypadku
modelu Isinga przejscie do granicy termodynamicznej bedzie oznaczato wziecie gra-
nicy N — oo. Niech m(N, H,T) bedzie $rednia magnetyzacja obliczong za pomoca
miary Gibbsa dla skonczonego uktadu. Definiujemy

m(H,T) = lim m(N,H,T).
N—o0

Funkcja m(H,T) opisuje $rednig magnetyzacje w uktadzie jednorodnym. Mozemy
teraz powroéci¢ do Rysunku 4. Réwnania krzywej ograniczajacej obszar wspotistnie-
nia faz (+) oraz (—) maja postac
T,0%) = 1li H,T), T.07) = 1li H,T).
(T,0°) = lim m(H,T),  m(T,07) = lm m(H,T)
Dla T > T, mamy m(T,0") = m(T,07) = 0. Positkujac sie przykladem kasety
VHS mozemy stwierdzi¢, ze w duzych temperaturach na takiej kasecie nie moze

by¢ nic nagrane. Niezerowa wartosé¢ m(H,T) powstaje w momencie zapisu, przy
pomocy oddzialywania z zewnetrznym polem magnetycznym. Jesli jednak czynnik



ten zostanie usuniety, magnetyzacje powrdci do wartosci zerowej. Odpowiada to
braniu granic m(7T,0%). Jesli jednak T < T, mamy m(T,0%) > 0 > m(T,07),
czyli dziatajac np. dodatnim polem magnetyczny, a nastepnie usuwajac to pole,
otrzymamy uktad z dodatniag magnetyzacja. Temperatura T, jest czesto nazywana
temperaturg Curie.

W Podrozdziale 2.4 udowodnimy, ze dla modelu jednowymiarowego obszar ten
jest zdegenerowany, czyli m(T,07) = m(T,07) = 0dla T > 0. Zatem w tym przy-
padku uktad nie przejawia wtasnosci ferromagnetycznych i nie jest mozliwe wspot-
istnienie fazy (+) i fazy (—). Pokazemy rowniez, ze magnetyzacja w uktadzie z
zerowym polem i z dodatnimi warunkami brzegowymi znika w granicy termodyna-
micznej. Policzymy gestosé tzw. energii swobodnej uktadu w temperaturze 7' i polu
magnetycznym H przypadajacej na jeden spin,

. InZy(T,H)
FULT) = T i B
i wykazemy, ze jest to analityczna funkcja parametrow 7, H. W my$l ogdlnej teorii
przejs¢ fazowych oznacza to brak punktu krytycznego dla T" > 0.

W Podrozdziale 2.5 zajmiemy si¢ dwuwymiarowym modelem Isinga z dodat-
nimi warunkami brzegowymi i z zerowym polem magnetycznym. Zaprezentujemy
tzw. argument Peierlsa i wykazemy, ze magnetyzacja w granicy termodynamicz-
nej jest dodatnia. W przypadku swobodnych warunkéw brzegowych pokazemy, ze
gestoscé energia swobodnej w granicy termodynamicznej nie jest rozniczkowalng funk-
cja zmiennej H. Oznacza to obecno$¢ linii wspolistnienia fazy (+) o $cisle dodatniej
magnetyzacji i fazy (—) o écisle ujemnej magnetyzacji.

Warto tu dodaé, ze dwuwymiarowy model Isinga dla H = 0 moze by¢ Scisle
zbadany, tzn. mozliwe jest wyznaczenie gestosci energii swobodnej f = f(7,0) dla
tego uktadu,

I
_kgT =In2+ ﬁ/o /0 In ((cosh(2K)? — sinh(2K)(cos z + cos y))) dz dy,

gdzie K = kB%T Zauwazmy, ze

cosh(2K)? — sinh(2K)(cos x + cosy) > cosh(2K)? — 2sinh(2K)
=1+ sinh?*(2K) — 2sinh(2K)
= (1 — sinh(2K))* > 0.
Widzimy, ze jesli dla temperatury 7" mamy sinh(2K) # 1, bo funkcja f jest anali-

tyczna w otoczeniu tego punktu. Istnieje zatem doktadnie jedna wartosé¢ K, czyli

10



dokladnie jedna wartosé¢ T, dla ktorej funkcja f posiada osobliwogé?
réwnanie sinh(2K) = 1 otrzymujemy

- 2J 1

ks In(1+v?2)

Mozliwe jest réwniez wyznaczenie Sredniej magnetyzacji przypadajacej na jeden spin,

1/8
: —4 2J
A(T,0%) = —m(T,0-) = 4 (L—sioh™ (25)) " wdy T<T
0 gdy T >T.

. Rozwiazujac

T

Zauwazmy, ze wzor dla T' < T, mozemy zapisa¢ w formie

m(T,0%) = (1 — sinh ™ (% In(1 + x/§)))1/8 .

Na Rysunku 6 pokazano wykresy m(7T,07) i m(T,0™) w funkcji T'/T.. Krzywe ogra-
niczaja obszar wspolistnienia faz (+) oraz (—). Otrzymalismy wykres zgodny z
pogladowym Rysunkiem 4.

m(T,0")
1 ﬂ
0.5
0.5 15 3
0.5 T/T,
-1 J
m(T,07)

Rysunek 6: Wykresy m(7,07) i m(7,07) w funkcji T'/T...

Mozemy réwniez wyznaczy¢ z tatwoscia wyktadnik krytyczny 3, czyli wyktadnik
opisujacy zachowanie sie funkcji m(7T,0") w otoczeniu T = T,. Okazuje sie, ze

m(T,07) oc [T — T,|"/%,

4Trzeba chwile popracowaé, zeby stwierdzi¢, ze faktycznie nie mamy analitycznosci dla tej kry-
tycznej wartosci temperatury.
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czyli § = 1/8. Dlaczego nie otrzymaliémy 8 = 0.3265?7 Bo rozwazylismy uktad
dwuwymiarowy, a podane wartosci eksperymentalne odnosity sie do uktadow troj-
wymiarowych — wspomnieliémy juz, ze wyktadnik g zalezy od wymiaru uktadu.

Do tej pory, z matematycznego punktu widzenia, badaliémy wtasnosci miary Gib-
bsa na zbiorze {—1,1}", gdzie M bylo liczba spinow w ukladzie. W drugiej czesci
wyktadu, Rozdzial 3 zajmiemy sie badaniem miar produktowych na kostce {—1,1}"
i funkeji f: {—1,1}" — R. Naszym pierwszym celem bedzie udowodnienie przybli-
zonego prawa 0-1 Kotlmogorowa dla modelu grafu losowego Erdésa-Renyi. W modelu
tym rozwazamy zbior ztozony z N wierzchotkéw. Kazda para wierzchotkow jest po-
taczona krawedzia z prawdopodobienstwem p € [0, 1], niezaleznie. Niech z; bedzie
zmienng przyjmujacg wartosé 1, jesli i-ta krawedz wystepuje w grafie oraz —1, jesli
i-tej krawedzi w grafie nie ma. ZdefiniowaliSmy graf losowy, ktorego rozktad krawe-
dzi jest miarg P, = (pd; + (1 — p)d;)®", gdzie n = (g) Interesuja nas symetryczne
zdarzenia monotoniczne zwigzane z tym grafem. Zdarzenie jest monotoniczne, jesli
dotozenie krawedzi nie moze spowodowac, ze zdarzenie przestanie zachodzi¢. Zdarze-
nie A jest symetryczne, jesli jest ono niezmiennicze ze wzgledu na przenumerowanie
wierzchotkéw. Przyktadem symetrycznych zdarzen monotonicznych sa zdarzenia graf
jest spojny oraz w grafie istnieje klika Ks. Zauwazmy, ze nasz model zalezy od pa-
rametréw p i n. Interesuje nas zachowanie funkeji [0,1] 3 p — P,(A). Oczywiscie
spodziewamy sie, ze funkcja ta jest ciagla i monotoniczna dla zdarzen monotonicz-
nych. Niech e € (0,1/2). Definiujemy p_(e) i p4(e) za pomocy relacji P, ) = ¢
oraz P, () = 1 —¢. Okazuje si¢, ze przedzial (p_(¢), p+(€)) jest dla duzych n bardzo
krotki, mianowicie

Ip4(e) —p—(e)| £ cr——.

Jest to wlasgnie przyblizone prawo 0-1 Kolmogorowa. Mozemy zatem powiedzieé, ze
monotoniczne zdarzenia symetryczne podlegaja przejsciom fazowym. Mamy zasad-
niczo dwie fazy — faze 0, w ktorej zdarzenie A nie zachodzi i faze 1, w ktorej zdarzenie
zachodzi. Dla matych prawdopodobienstw p wystapienie zdarzenia A jest mato praw-
dopodobne, za$ dla duzych p jest bliskie 1, przy czym funkcja [0,1] 3 p — P,(A)
rosnie gwalttownie na bardzo krétkim przedziale. Fakt ten zostanie udowodniony w
Podrozdziale 3.4 (Twierdzenie 2). Dowdd zostanie sformulowany w jezyku funkeji
boolowskich f : {—1,1}" — {—1,1}. Bedzie on od nas wymagal wypracowania
technik zwigzanych z analizg spektralng funkcji na kostce dyskretnej. Kazdg funkcje
f:{=1,1}" — R mozemy zapisa¢ jednoznacznie w postaci wielomianu

f= Z asws,

Sc{1,...,n}
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gdzie wg(x1,...,2,) = [[;cq 7. Wspotezynniki (ag)scs nazywamy spektrum funkeji
f. Kluczowy bedzie dla nas operator szumu,

T5(f) = Z aswgé‘s‘.

Sc{1,...n}

Wykazemy, ze operator ten jest hiperkontraktywny, czy spelnia nier6wnosc¢

1T/ 1y < N 1sse

gdzie ||f|l, = (E|f[P)/P. Ostatnim krokiem pogrednim w dowodzie Twierdzenia 2
bedzie Twierdzenie KKIL. W sformutowaniu tego twierdzenia wystepuja wielkosci

IF(f) =Py (f(x) # f(a")),

gdzie * = (x1,...,—24,...,x,) dla © = (z1,...,2,). Wielkosci I?, i = 1,...,n
nazywamy influencjami funkeji f. Opisuja one Sredni wplyw -tego bitu na wartosé
funkcji f. Pokazemy nieréwnos¢ Talagranda

n ., 1
SR 2 eVory ()1 (mx - f)) |

i

Nierownos¢ ta, w potaczeniu z tzw. Lematem Russo, w latwy sposob implikuje
Twierdzenie 2. Zgodnie z Lematem Russo dla funkcji monotonicznych zmiany funkcji
[0,1] 5 p = P,(A) mozemy kontrolowaé przez sume influencji funkeji f, a konkretnie

d - P
d_ppp(le):;[i(f)-

W Rozdziale 4 bedziemy bada¢ pewien graf losowy o nieskoriczonej liczbie wierz-
chotkow. Rozwazmy krate Z2 ze strukturg grafu, w ktorej krawedziami potaczone
sa sasiednie wierzchotki (kazdy punkt ma 4 sasiednie wierzcholki — rzecz sie ma po-
dobnie jak w modelu Isinga). Nastepnie, niezaleznie, o kazdej krawedzi decydujemy,
czy jest ona otwarta (z prawdopodobienstwem p), czy tez zamknieta (z prawdo-
podobienistwem 1 — p). Otrzymalismy model podobny do modelu Erdésa-Renyi, z
tym ze przestrzen krawedzi jest teraz nieskoniczona i nie kazdej parze wierzchotkow
odpowiada krawedz. Niech E., bedzie zdarzeniem polegajacym na istnieniu nieskon-
czonej otwartej spojnej sktadowej. Otwarta spojna sktadowa (czyli otwarty klaster)
jest zbiorem wierzchotkow V' o tej wlasnosci, ze dla dowolnych a,b € V' wierzchotki
a,b da sie polaczy¢ Sciezka zlozona z otwartych krawedzi. Z klasycznego prawa 0-
1 Kolmogorowa wynik, ze P, (Es) € {0,1}. Okazuje sig, ze dla p < 1/2 mamy
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punkt krytyczny

pe=1/2 1

Rysunek 7: Pogladowy wykres funkcji p — 6(p).

P, (Ew) = 0 oraz dla p > 1/2 jest P, (Ex) = 1. Jest to stynne twierdzenie Harrisa-
Kestena. Naszym celem jest podanie dowodu tego twierdzenia.

Postuzymy sie parametrem 6(p) = P, (|Co| = 00), gdzie Cj jest otwarta spojna
sktadowa punktu 0. Na Rysunku 7 pokazano pogladowy wykres funkeji p — 6(p).
Wielkosé 0(p) mozemy traktowaé jak parametr uporzadkowania, ktory rozroznia dwie
fazy — faze bez nieskonczonego otwartego klastra (p < 1/2) i faze z nieskoriczonym
otwartym klastrem (p > 1/2). Analogiem obserwabli

) = g

veEG

w modelu Isinga jest tutaj wielko$¢ 1ycyj=cc}. Podobnie jak m({s,}) zalezy od
konkretnej konfiguracji spinow, tak 1fcy|=c} zalezy od wyboru otwartych krawedzi.
Natomiast m = (m({sv}))pan 1 0(») = Elfcyl=c} sa wielkosciami usrednionymi
rozrdzniajacymi fazy. Parametr p moze by¢ porownany do parametru 7" w modelu
Isinga. Punkt p. nazywamy prawdopodobienstwem krytycznym — w modelu Isinga
odpowiada mu temperatura krytyczna T,. Zachowanie sie funkcji p — 6(p) mozna
opisac¢ zaleznoscia potegowa .
0<p) ~ (p _pc>%'
Zatem 3 = 5/36 jest odpowiednim wykladnikiem krytycznym. Okazuje sie, ze jest on
uniwersalny, tzn. nie zalezy od szczegotow sieci. Oznacza to, ze wyktadnik § bedzie
taki sam dla kraty heksagonalnej, kraty trojkatnej i wielu innych dwuwymiarowych
krat na R?.
Zwroémy uwage na wazne pojecie funkeji korelacji dla modelu Isinga,

G(IE, y) = <S$Sy>kan - <Sx>kan <Sy>kcm :

14



wartosé

nazwa definicja zachowanie wyk. o 72

fukcia per- | §(p) = P, (|Co| = o0) 0(p) ~ (p — p.)" 8 | 5/36

pt e ML X (p) = Ep(|Col: | Co| < o0) X'(p)=lp—pl™ |y | 43/18

liczb.

o‘fwa?tych ( ) —F (‘C ’—1> ///( ) ~ | o |—1—a _2/3

Klastrow na | W\P) = Dp 0 RoAP) =P = Pe a

wierzchotek

momen b (0) -

o™ ) =BGl |Col <00) | BT A p—p ™ | A ] 91/36

amgoscione | ¢(p) 1 = L lim, L Inrf(ner) | €p)~ [p—p | v | 4/3
P,.(|Co| = ~

rozktad |Cop] Ppc(|00| = n) npclUl/g| TL) ) 91/5

srednica |Co| | rad(Cy) = max{|z| : z € Cp} Ispclﬁlc;;l((]o) =n) p 96/10

22;1;?& PO ol (1) =P, (x € Cp; |Co| < 00) | 7] (ney) m n?~41 n 5/24

Tablica 1: Prawa potegowe i odpowiadajace im wyktadniki krytyczne wraz z warto-
$ciami liczbowymi dla perkolacji na kracie Z2.
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nazwa definicja zachowanie wyk. ;V;rzg’sc
ntaniczn
fr?;)gnzty(z:a—a m(T, H) = — (g_f)T m(T, O+) ~ ’T - Tc’ﬁ ﬁ 1/8
cja
datnos¢ om ~ _
E?agitetifscczna X(H’ T) - (B_)T X(()? T) ~ ’T - TC’ 7 Y 7/4
iept _ 92 ~ —a
e | O =T (58) Crao ~ |T — T a« |0
magneracia | m(T, H) = — (5%) m(T,, H) ~ |H|'/° ) 15
9s(A?7, A°h) = Ags(T, h) A=b/a A | 15/8
$¢ kore- e—lz—ul/g T > T.,H = 0) =
iial:jigosc kore g(% y)H:O NTT, MTEQM u(_' _ TC|*VC ) v 1
unkcj re- e—lz—yl/€
facjli{c‘]a kore | g(@, y) rr—o = Cor (s, 5y) 9(z,y) =ror, gz | N 1/4

Tablica 2: Prawa potegowe i odpowiadajace im wyktadniki krytyczne wraz z warto-
$ciami liczbowymi dla modelu Isinga na kracie Z?2.

Okazuje sie, ze funkcja ta ma nastepujace asymptotyczne zachowanie dla H = 0,

o~ la—yl/€

9(x,Y) =0 1T, W-

Parametr £ jest tzw. dlugoscia korelacji. Jego zachowanie w otoczeniu punktu
krytycznego moze by¢ opisane zaleznoscig potegowa,

§T,H=0)~|T—T,|".

W przypadku modelu dwuwymiarowe mamy v = 1. Zauwazmy, ze dla 7" > T korela-
cja spinow maleje wykltadniczo wraz z ich odlegtoscia. Gdy jednak znajdziemy sie w
punkcie krytycznym, otrzymujemy &(7.) = +oo i funkcja korelacji zanika potegowo,

1
9(x,y) H=0,7=T. & m-

Funkcje € mozemy interpretowaé jako charakterystyczna skale dtugosci, wyste-
pujaca w uktadzie. Spiny, ktérych wzajemna odleglosé jest rzedu £ maja korelacje,
ktora jeszcze nie jest eksponencjalnie mala wzgledem |x — y|. Ten fakt lezy u pod-
staw stosowalnosci metody renormalizacji, za pomoca ktoérej mozna wyprowadzié¢
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relacje skalowania relacje hiperskalowania
vy=v(2—-n) dp=0+1
2—a=79+20=0(0+1) |dv=2—-a

A=0p

Tablica 3: Relacje skalowania i hiperskalowania w modelu perkolacji i modelu Isinga
dla wymiaru d.

tzw. relacje hiperskalowania. Natomiast relacje skalowania niezalezne od wymiaru
wynikaja z hipotezy skalowania czesci osobliwej energii swobodnej Gibbsa. Wedlug
hipotezy skalowania, istnieje rozktad energii swobodnej Gibbsa na cze$¢ regularng i
czesé singularna,

g(TaH):gTeg(TvH)+QS(T7H>7 T =
czy czym czeSé singularna ma charakter uniwersalny i podlega skalowaniu
gs(\ T, N H) = Agy(7, H).

Zdefiniujmy A = b/a. Mozna wowczas pokazaé (zainteresowanemu Czytelnikowi

polecamy to zadanie jako ¢wiczenie), liczac wielkosci podane w Tabeli 2, ze prawdziwe

sg relacje

= 2—-1/a

1/a—A

= 2n—1/a"

= A/B

Mozna stad otrzymaé trzy sposrod czterech relacji skalowania podanych w Tabeli 3.
Analogiczna wielko$¢ ¢ dla modelu perkolacji opisuje zachowanie sie funkcji

I (x) = P,(x € Cp; |Co| < o0),

p

2 ™ Q2
I

gdzie Cy jest otwarta spojna sktadowa punktu 0. Niech e; = (1,0,...,0). Dlugosé
korelacji definiujemy jako

Ep)yt = _—1 lim lnTg(nel).

n n—oo

Oznacza to, ze Tg(nel) maleje wyktadniczy, przy czym charakterystyczna skala dtu-
gosci jest zadana wlasnie funkcja . Dla p — p, mamy

|—l/

£(p) = |p — pe
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i ponownie dtugosé¢ korelacji dazy do +oo, gdy zblizamy sie do punktu krytycznego.

Bardzo wiele waznych tematow nie zostato poruszonych w tym wstepie, nad czym
autor bardzo ubolewa. W szczegélnosci, nie zostala przedstawiona teoria renorma-
lizacji (ktora nie jest teoria Scista z matematycznego punktu widzenia) i nie zostaty
opisane twierdzenia zwiazane z konforemna niezmienniczoscia perkolacji i modelu
Isinga. Nie zostaly wprowadzone procesy SLE, opisujace krzywe ograniczajace kla-
stry w granicy 6 — 0, gdzie § jest stala sieci. Wreszcie, nie zostata wyjasniona
przyczyna istnienia gtebokich zwigzkéw miedzy modelem Isinga i perkolacjami. Nie
ma na te rzeczy miejsca w niniejszym wyktadzie.
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2 Przejscia fazowe w mechanice statystycznej

2.1 Mechanika hamiltonowska

Rozwazmy zespét czastek podlegajacych prawom mechaniki klasycznej. W chwili
czasowej t uktad ten moze by¢ opisany poprzez podanie uogo6lnionych potozen cza-
stek® x1,..., 2y € R oraz ich uogdlnionych pedéw pi,...,py. Oznacza to, ze zacho-
wanie uktadu w czasie opisane jest przez rownania Hamiltona

dps _ _ 0H
dt 0q;
dg; __ 8_H )
dt ~— Op;°

gdzie H jest tzw. hamiltonianem. Rozwiazanie tego uktadu 2N réwnan opisuje
ewolucje czasowa w przestrzeni fazowej I' C R*V,

W przypadku n czastek swobodnych poruszajacych sie w przestrzeni eulidesowej
R? mamy X; = (xl(l),xl(?),xl(-g)) € R oraz P, = (pl(-l),p?),pl(-?’)) eER3 i=1,...,n. W
(9)

tej sytuacji N = 3n. Mamy wowczas 3NN potozen x
3N pedow pgj), 1=1,...,n, 5 = 1,2,3. W danej chwili czasowe]j potozenie uktadu
opisuje punkt w przestrzeni fazowej I' = R®. W przypadku braku odziatywa¢ uktadu
z otoczeniem, hamiltonian H jest energia uktadu wyrazona przy pomocy potozen i

pedow.

,1=1,...,n,7 =1,23 oraz

Przykltad 1. Rozwazmy swobodng czastke poruszajaca sie po prostej rzeczywistej
R. W tej sytuacji mamy jedno potozenie uogélnione = € R oraz jeden ped uogoélniony
p € R. Przetrzenig fazows jest zatem I' = R% Energia czgstki sktada sie wylgcznie
z energii kinetycznej %va, gdzie v jest predkoscia czastki. Pamietamy, ze p = muv,
a zatem hamiltonian wyrazony przez ped i potozenie jest réwny

2
p
H(:Eap) = %7

a zatem nie zalezy od x. R6wnania Hamiltona maja postac

jak,
8
3k <

Wynika stad, ze p(t) = po i (t) = 224 + 2. Zauwazmy, Ze vy = po/m jest predkoscia
naszej czastki swobodnej. Otrzymalismy ruch jednostajny.

5Jedli czgstka porusza sie po okregu, potozeniem uogélnionym moze byé¢ wtedy zmienna katowa
0 € [0, 27) opisujaca pozycje czastki na tym okregu.
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Przyklad 2. Zalozmy, ze nasza czastka nie jest swobodna, ale porusza sie w pewnym
potencjale V(x). Catkowita energia czastki jest teraz rowna

2

H(z,p) = . + V(x).

2m
Rownania Hamiltona maja postacé
d
¢ = V()
dz. _ p ’
dt = m’

Podstawiajac drugie rownanie do pierwszego otrzymujemy
d*zx
m—s = —V'(x).
dt? (@)
W powyzszym roéwnaniu % ma interpretacje przyspieszenia a zas —V’(x) jest sila
dziatajaca na nasza czastke. Otrzymalismy zatem druga zasade dynamiki Newtona,
F =ma.
, . . , . . d ,
Podamy ogélng metode rozwigzywania tego rownania. Niech v(t) = S (t). Wow-
czas nasze rOwnanie jest rownowazne z

4 i) <o

mv2

E = — V()
jest zachowana podczas ruchu. Zauwazmy, ze F jest catkowita energia uktadu.
Otrzymali$my zachowanie hamiltonianu w czasie. Ogolnie, przy braku sit zewnetrz-
nych, hamiltonian jest zawsze wielkoécig zachowana. Brak sit zewnetrznych oznacza
brak jawnej zaleznosci hamiltonianu od czasu. Mozemy bardzo tatwo udowodnié

powyzszy fakt korzystajac z reguty tancuchowej,

Zatem wielko$é

N

Z OH dp; | OH dy; Z OHOH | OH OH _
Op; dt (‘3% dt Op; 0g; 8% opi

SkorzystaliSmy z rownan Hamiltona

Biorac pod uwage fakt, ze v = dt, otrzymujemy
dx 2
— | =1/—(F—=V(x)).
=Vt ()

Jest to w zasadzie rownanie rézniczkowe 1-rzedu o rozdzielonych zmiennych.

20



Przyklad 3. Rozwazmy Przyktad 2 z potencjalem V(z) = %k:xQ. Jest to tzw.
potencjal oscylatora harmonicznego. Otrzymujemy réwnanie roézniczkowe liniowe

rzedu 2,
2

d*z

Czytelnik zaznajomiony z teorig réwnan rozniczkowych zwyczajnych bez trudu znaj-
dzie rozwiazanie tego réwnania,

x(t) = Asin(wt + «),

gdzie w = \/k/m, zas A i a sa pewnymi stalymi, zalezacymi od potozenia i predkosci
poczatkowej.

Przyklad 4. Ostatni przyklad dotyczy czastki poruszajacej sie w polu grawitacyj-
nym. W tym przypadku czastka opisywana jest przez wspotrzedne z,y, z oraz pedy
Dz, Py, D> Hamiltonian ma postac

2
€T p z
Pe Py P

om *2m T om T 9%

H(2,y, 2,z Py, P2) =
Czytelnik zechce samodzielnie napisa¢ i rozwigza¢ réwnania Hamiltona oraz prze-
kona¢ sie, ze otrzymujemy znane ze szkoty rownania rzutu ukosnego (nalezy jednak
pamietac, ze w szkole zwykle rzut ukosny rozpatrywany jest jedynie w plaszczyznie
rzutu i dlatego mamy wtedy tylko dwa wymiary).

2.2 Zespo6l mikrokanoniczny

Rozwazmy teraz podzbior A przestrzeni fazowej I' C R™. Rownania Hamiltona
mozna zapisa¢ ogolnie w postaci 4 5 = A(z), gdzie A : R™ — R™ jest pewnym polem
wektorowym (w naszym przypadku pole to jest generowane przez zadany hamilto-
nian). Roéwnanie to generuje potok fazowy (¢:)i>0, tzn. ¢(z) jest rozwiazaniem
uktadu réwnan z warunkiem poczatkowym z(0) = x. Zauwazmy, ze dla réwnan
Hamiltona pole A ma zerowa dywergencje. Istotnie, mamy

0 (0H
A =
div Z 8% ZZ Op; ( 5q2> " dq; (31%')

j=1

Okazuje sie, ze potok generowany przez pole wektorowe o zerowej dywergencji za-
chowuje objetosc¢, tzn.

|A] = |¢(A)], t>0.
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Jest to tzw. Twierdzenie Liouville’a, znane z kursu réwnan roézniczkowych zwyczaj-
nych. Zatem potok réwnan Hamiltona zachowuje miare Lebesguea. Ze wzgledu
na fakt, ze energia ¥ = H jest zachowana podczas ewolucji ukladu, uktad w prze-
strzeni fazowe] porusza sie po zwartych poziomicach {H = EO} Na tych poziomicach
rOwniez istnieje miara niezmiennicza, proporcjonalna do gdzie dS jest miara
powierzchniows.

Podstawowym zalozeniem mechaniki statystycznej jest przyjecie, ze unormowana
do jednosci miara up =

IVHI

IV}qII na powierzchni { H = Ej} jest rowniez miara ergodyczna

wzgledem potoku Hamiltona, tzn. dla A C {H = Ey} mamy
(o (A)AA) =0 = p(A) =0 lub u(A) = 1.

Stwierdzenie to zostalo udowodnione jedynie w kilku najprostrzych przypadkach.
Okazuje sie, ze dla niezmienniczej miary ergodycznej pu prawdziwa jest roéwnosé

dla kazdego punktu xy i dowolnej funkcji ciaglej f. Oczywidcie pomijamy tutaj
Sciste sformutowanie tego twierdzenia. Jest to tzw. twierdzenie ergodyczne Birkhoffa.
Rownosé ta jest niezwykle wazna, gdyz lewa strone mozna zinterpretowaé jako wynik
pomiaru wielkosci f w naszym ukladzie. Faktycznie, mierzac pewna wielkos¢ za
pomocy urzadzenia posiadajgcego bezwladno$é, nie mierzymy jej w okreslonej chwili
czasowej. Otrzymujemy raczej usrednienie czasowe tej wielkosci.

Miara pp = % na poziomicy stalej energii I'y = {H = Ey} NI" nazywana jest
zespotem mikrokanonicznym. Jesli A : 'y — R jest pewna obserwabla (wielkoscia
fizyczna), to mamy

< A >,i= / A d/LE
T'e

Przyklad 5. Prostym przyktadem przeksztalcenia ergodycznego jest obrét o kat
niewymierny na okregu. Niezmienniczg miarg ergodyczng jest tu miara Lebesguea.
Mowiac scisle, rozwazmy przeksztatcenie T : [0,1) — [0, 1) zadane wzorem T'(x) =
r+a mod 1, gdzie « jest liczba niewymierna. Wéwcezas dla dowolnej funkceji ciagtej
f:]0,1) — R prawdziwa jest rownos¢

i LEVEITE b 4 S [

n—00 n

Dowdd tego faktu pozostawiamy jako zadanie. Wskazowka: wystarczy udowodnié
powyzsza rownosé dla funkeji fi(z) = ™ k € Z.
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2.3 Zespo6l kanoniczny

Do tej pory zajmowali$my sie zamknietymi uktadami fizycznymi. Na uktad nie od-
dziatlywaty zadne sily zewnetrzne. Bardzo czesto mamy jednak do czynienia z ukta-
dem znajdujacym sie w pewnym otoczeniu o temperaturze 7. Ale co to jest ta
temperatura...? Zrozumienie tego pojecia wymaga zapoznania sie z koncepcjami ter-
modynamiki fenomenologicznej. Na nasz uzytek przyjmijmi, ze uklad znajdujacy
sie w otoczeniu o stalej temperaturze T  (takie otoczenie nazywamy czasem termo-
statem) nie ma $cisle okreslonej energii (uktad w przestrzeni fazowej nie porusza sie
po poziomicach hamiltonianu), ale jego energia zmienia sie w czasie ze wzgledu na
oddziatywanie z termostatem. Dla 7" = 0 uklad po oddaniu catej mozliwej energii do
otoczenia znajduje sie w potozeniu o najnizszej energii, czyli w potozeniu w ktérym
hamiltonian osigga minimum. Jesli 7" > 0, oddzialywanie z termostatem powoduje,
ze ukltad jest wytracany z polozenia o najmniejszej energii (zachodza tzw. fluktu-
acje termicznych. Okazuje sie, ze prawdopodobiefistwo znalezienia uktadu w stanie
o energii H jest proporcjonalne do

1
—-BH —
€ ) — 3 7
p kgT
gdzie kg jest stala Boltzmanna. Odpowiednikiem miary pp jest teraz miara
e PH

vp = ————=dIl,

g Jre BH dT
gdzie I jest miarg Lebesguea na przestrzeni fazowej I'. Miara ta nazywana jest miara
Gibbsa lub zespotem kanonicznym. Mamy

fr Ae PH (T

< A >kan: _fF efﬁH dF )

Wida¢ wyraznie, ze jesli T — 0T, preferowany jest stan ukladu odpowiadajacy mi-
nimu energii. Zobaczymy to wyrazniej w nastepnym podrozdziale. Jesli T — oo,
czynnik e " zbiega do 1 i otrzymujemy miare jednostajng na I'. Widzimy réwniez,
ze dla skoniczonych T > 0 preferowane sa polozenia o niskich energiach.

2.4 Jednowymiarowy model Isinga

W tym podrozdziale rozwazymy uklad dyskretny o skoriczonej liczbie dostepnych
stanow. W tym przypadku nie mamy dynamiki zadanej przez hamiltonian®. Mamy

W teorii proceséw Markova wprowadza si¢ sztuczna dynamike zwana dynamika Glaubera
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jednak zamiar bada¢ zachowanie uktadu, tzn. oblicza¢ wartosci érednie pewnych
obserwabli, korzystajac z zespotu kanonicznego.

Rozwazmy uktad N spinéw sq, ss, ..., Sy, z ktorych kazdy moze przyjmowac war-
tos¢ 1 lub —1. Jesli s; = 1, to i-ty spin jest ustawiony "do gory", a jesli s; = —1, to
jest on ustawiony "w do6l". Rozwazmy nastepujacy hamiltonian

N N
H(sla"-asn):_JE 5iSiy1 — h E Si,
i=1 i=1

gdzie przyjmujemy Syy1 = S1. Pierwsza cze$¢ opisuje energie oddzialywania miedzy
spinami. Stata J > 0 opisuje site tego oddzialtywania i jest nazywana stala sprze-
zenia. Stala h jest wartosciag zewnetrznego pola magnetycznego, w ktorym znajduje
sie uktad. Mozemy wyobraza¢ sobie, ze spiny tworza dyskretny okrag i zachodzi od-
dzialywanie jedynie miedzy sasiednimi spinami. Minimum energii wystepuje wtedy,
gdy wszystkie spiny sa rownolegle 1 ustawione zgodnie z polem magnetycznym.

Nasza przestrzen fazowa sktada sie teraz ze wszystkich mozliwych wyboréw usta-
wien spinéw. Jest to zatem zbior {—1,1}". Zespol kanoniczny przyjmuje teraz
posta¢ dyskretnej miary na {—1, 1}V

efﬁH(sl,...,sN)
I/T({Sl, Ce ,SN}) = Z—,
N

gdzie Zy jest czynnikiem normalizujacym zwanym suma statystyczna,
ZN _ Z e—BH(sl,...,sN)'
(81,sN)E{-1,1}N

Rozwazmy uktad w temperaturze T = 0. Aby wyznaczy¢ zespol kanoniczny w
granicy T'— 07 zauwazmy, ze

s })_ 1 H<317"'78N):mins1,...,sNH
DO L0 H(sy, . sh) #ming, o H

Jim, vr({s1, ..

Zatem w T = 0 rozsadnie jest przyjacé, ze zesp6l kanoniczny jest deltg Diraca w
punkcie przestrzeni fazowej, w ktorym hamiltonian przyjmuje minimum.
Interesuje nas $rednia magnetyzacja uktadu przypadajaca na jeden spin, czyli

R R
kan
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Jesli h > 0 mamy m(N,T = 0,h) = 1, gdyz minimum hamiltonianu odpowiada
konfiguracji (1,...,1). Jesli h < 0 to m(N,T = 0,h) = —1, bo tym razem mi-
nimum hamiltonianu odpowiada konfiguracji (—1,...,—1). Dla A = 0 mamy dwa
minima hamiltonianu. Wracajac do przypadku 7' > 0 widzimy, ze dla A = 0 hamil-
tonian ma symetrie ze wzgledu na odbicie spinéw (si,...,sy) — (=$1,..., —Sn),
czyli H(s1,...,8y) = H(—5s1,...,—$y). Zatem bez trudu otrzymujemy roéwnosé
(m(N,T,h =0)).,, = 0 dla wszystkich 7" > 0. Otrzymalismy, ze m(N,T = 0,h) =
sgnh. Funkcja m jest zatem nieciagla funkcja zmiennej h. W szczegblnosci nie jest
to funkcja analityczna. W takiej sytuacji mowimy, ze w uktadzie wystepuje przejscie
fazowe. Faktycznie, dla h < 0 mamy faze (—) ze wszystkimi spinami ustawionymi
do dolu, zas dla h > 0 mamy faze (+). Dla h = 0 mamy dwie konfiguracje mini-
malizujace energie. Taka sytuacje nazywamy spontanicznym tamaniem symetrii — z
fizycznego punktu widzenia uktad wybiera jedna z dwoch faz i zadna z tych faz nie
ma symetrii, ktéra ma hamiltonian.

Przypadek T = 0 jest nieco niefizyczny. Wykorzystaliémy go jedynie dla prostego
zilustrowania, czym jest przejscie fazowe i spontaniczne lamanie symetrii. Wpro-
wadzmy oznaczenia K = .J oraz H = Sh. Woéwczas

ZN (T, H) = Z €K Zf\[:1 sisiy1+H Zi\le Si

815,80 €{—1,1}

Oczywiscie dla T' > 0 funkcja m(N, T, h) jest ciggla, a nawet analityczna. Mozna sie
o tym przekona¢ zauwazajac, ze
(N.Th) = =z (T, 1) (1)
m =——1In
Y NdH 7
oraz Zn(N,T, H) jest skoriczona suma funkcji analitycznych zmiennych 7> 01 H.
Zatem w skoniczonych uktadach nie mozemy obserwowac przejsé¢ fazowych. Jednakze
przejécie fazowe moze zaj$¢ w uktadzie po przejsciu do granicy termodynamiczne;j.
Oznacza to wziecie granicy N — oco. Definiujemy gestos¢ energii swobodnej dla
uktadu jednorodnego,
InZy(T,H)
T.H)=—kgT lim ——————=.
f< ’ ) B Nlillw N
Analitycznosé tej funkceji oznacza brak przejscia fazowego w uktadzie nieskoniczonym.
Obliczymy magnetyzacje w granicy termodynamicznej,

m(T,H) = lim m(N,T, H).

N—oo
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Pokazemy, ze dla T > 0 funkcja m(7T, H) jest ciagla. W szczeg6lnosci mamy
limy ,om(T, H) = 0. Nasza strategia bedzie bardzo prosta. Wyznaczymy sume
statystyczna Zn (T, H), a nastepnie obliczymy m(T, H, N) za pomoca wzoru (1). Na
koricu bez trudu wyznaczymy f(7, H) i przekonamy sie, ze jest to funkcja analityczna
zmiennych T, H.

Zastosujemy metode macierzy przejécia. Niech

1
V (Sas Sp) = exp(Ksq8p + §h(sa +5)),  Sa,sp € {—1,1}.
Wyrazenie V' mozemy napisa¢ w postaci macierzy
K-h —K
e e
v s

Woéwcezas

ZN = Z V(Sl, SQ)V(SQ,S:),) L V(SN_l, SN)V(SN,Sl).
158N

Teraz pora na kluczowg obserwacje. Zauwazmy, ze

> V(i 52)V(sa,s3) .. Visn—1,sn)V(sn. )

52,--3SN

jest wyrazem (i,7) macierzy V. Zatem

Z V(s1,52)V (sg,83) ... - V(sn_1,s8)V(sn,51) = TrV Y.
1 SN
Otrzymalismy wzor Zy (T, H) = Tr(VY). Jesli A_, A\, sa wartoSciami wlasnymi
macierzy V, to AV, \Y sa wartosciami wlasnymi macierzy V", a zatem
Zn(T, H) = XY + Y.

Wartosci wlasne AN, \Y wyznaczamy bardzo latwo znajdujac miejsca zerowe wielo-
mianu charakterystycznego macierzy V. Uwazny czytelnik sprawdzi, ze

A_ = ef cosh H—(e* sinh? H+e 26)1/2 X = e/ cosh H+(e*X sinh® H4e72K)1/2,

Latwo sie przekonad, ze 0 < A\_ < A, < oo oraz, ze wartosci wlasne sg analitycznymi
funkcjami 7" > 01 H.
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Mamy

1 d 0ZN(T,H)
- i =& — lim ——9H
A (N T H) = iy n Zn(T H) =l N Zy(T, H)
N—10A_ N—10X
_ lim ANT1Z AN 1a_ﬁzia)‘f

Po krotkich obliczeniach otrzymujemy
ef sinh H

m(T,H) =
(€2K sinh? H + e—zK)

/2"

Oczywiscie funkcja m(T, H) jest ciaglta, m(T,0) = 0 oraz limy .o m(T, H) = 1,
limy , oom(T,H) = —1. Oznacza to, ze silne pole wymusza ustawianie sie spinéw
zgodnie z jego kierunkiem.

Zauwazmy, ze
1

A, =+ In(AY) < SN

N In(AY + %)

1 N 1
N ln(2)\+)—N1n2+ln)\+mln)\+_
Stad

f(H,T)=—kgTIn (eK cosh H + (¢* sinh® H + 6—2K)1/2) _

Jest to funkcja jawnie analityczna.
Rozwazymy teraz przypadek dodatnich warunkoéw brzegowych. Rozwazmy uklad
N spinéw z hamiltonianem

N-1 N
H(Sh ce ’Sn) = —JZSiSiH - hzsi,

i=1 i=1

przy czym s; = sy = 1. Tym razem mamy

ZN _ Z efBH(s1:1,32 ..... sN_l,sNzl).
(82 ..... SN_1)€{—1,1}N
Zauwazmy, ze
Zy= Y V(L s)V(sa,83)...- V(snya,sn—1)V(sn-1,1) = (V¥ )11
S2y.uny SN —1

Aby obliczy¢ sume statystyczng musimy zatem przedstawi¢ macierz V' w postaci

[N I V| I
V—U[O M}U.
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Wowcezas N
A 0
N _ - —1

Vi =U [ 0 AV } u—.

Stad
Zy = (VM) = wi (K, H)AY 4+ wo (K, H)AY,

gdzie wq, ws sa pewnymi wspotczynnikami, ktére mozna wyznaczy¢, znajdujac ma-
cierz U. Polecamy to ¢wiczenie mitosnikom GALu. Konkluzja jest nastepujaca.

Mamy

1 d
m(N,T,H) = ~ag (w1 (K, H)AY + wy (K, H)AY) .

Podobnie jak poprzednio bez trudu otrzymujemy

. 1 9\,
J\llirlwm(N,T,H) = Ia—H,

a zatem przyjecie dodatnich warunkoéw nie wymusza zmiany $redniej magnetyzacji
przypadajacej na jeden spin w granicy termodynamicznej. W szczegolnosci w granicy
termodynamicznej otrzymanej poprzez zadanie dodatnich warunkéow brzegowych w
zerowym polu zewnetrznym srednia magnetyzacja jest réwna 0.

Okazuje sie, ze w przypadku dwuwymiarowego modelu Isinga sytuacja wyglada
inaczej. Tutaj zadanie dodatnich warunkéw brzegowych bedzie mialo wpltyw na
Srednig magnetyzacje w granicy termodynamiczne;j.

Przyklad 6. Rozwazmy jednowymiarowy model Isinga ze swobodnymi warunkami
brzegowymi z z hamiltonianem

N—-1 N
H(Sl,...,Sn):—J E Si8i+1—h E Si.
i=1 i=1

Wyznacz sume statystyczna dla tego ukladu i oblicz §rednig magnetyzacje.

2.5 Dwuwymiarowy model Isinga. Argument Peierlsa.

Rozwazmy kwadratowa podsie¢ D = {0,1,..., N, N + 1}? kraty calkowitoliczbowej
72. Zadajmy dodatnie warunki brzegowe, tzn. spiny w wezlach sieci ze zbioru

0D ={(z,y) | z € {O,N+1} lub y € {0,N +1}}
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majg wartos¢ +1. Hamiltonian uktadu jest réwny

H+ =—-J Z SiSj; — hZSZ
i,jED, 1€D
i —jl=1

Zauwazmy, ze zadanie dodatnich warunkéw brzegowych nie ma wplywu na gestosc
energii swobodnej w granicy termodynamicznej. Istotnie, jesli chcemy poréwnaé
hamiltonian H, z hamiltonianem

H=-J Z SiS5 — h Z Si,
i,j € D\dD, i€D\oD
i—jl=1

odpowiadajacym swobodnym warunkom brzegowym, otrzymamy

H —4(J+h)\/|D| < Hy < H+4(J + h)\/|D|

dla dowolnej konfiguracji spinéw na kracie D\0D. Wynika stad nierownos¢ dla sum
statystycznych
Z e B+mN/ID] < 7t < Z e BT/ ID]

Definiujemy gestosci energii swobodnych,

1 1
= gmvany A N T
otrzymujemy
|ID\OD| 4(J + h) |ID\OD|  4(J + h)
fn - < fy <y + :
ol Ty S ol D
Zauwazmy, ze |D| = (N + 2)2. Biorac N — oo otrzymujemy limsupy_,. [y =

limsupy_,., fv. W granicy termodynamicznej rozwazamy granice gorng, poniewaz
chcemy tu pominaé¢ kwestie istnienia petnej granicy.
Rozwazmy uktad z dodatnimi warunkami brzegowymi. Wprowadzamy pojecie

kraty dualnej, tzn.
- 13 1?
D=<¢—- - ..., N+=-5 .
{2’2’ ’ +2}
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— =+ +[—+[—+H~ -+
++— [+ ++ -+
— =+ F+++
++++++++++++

Rysunek 8: Przykladowa konfiguracja spinéw i krawedzie na kracie dualnej.

Dwa sasiednie wierzcholki na kracie D sa polaczone krawedzia, jesli krawedz nor-
malnej kraty te krawedz przecinajaca taczy spiny o przeciwnym znaku. Na Rysunku
8 pokazano przyktadowa konfiguracje spindéw wraz z krawedziami na kracie dualnej.

Zauwazmy, ze kazdy wierzcholek na kracie dualnej ma stopieni 0, 2 lub 4 (tu klu-
czowe s3 dodatnie warunki brzegowe!). Graf, ktorego kazdy wierzcholek ma stopien
parzysty mozna podzieli¢ na krawedziowo roztaczne cykle. W tym celu bierzemy
dowolny wiecholek o niezerowym stopniu i idziemy dowolnie po jeszcze nie uzytych
krawedziach az do momentu ponownego spotkania z wierzchotkiem startowym. Pro-
cedura ta jest wykonalna ze wzgledu na parzystos¢ stopni wierzchotkéw — jesli do
jakiego$ wierzchotka trafimy, to zawsze mozemy z niego wyjsé¢, chyba, ze trafiliSmy
do poczatkowego wierzchotka. Otrzymany cykl usuwamy. Otrzymany graf ma nadal
parzyste stopnie wierzcotkow. Nastepnie powtarzamy procedure az do wyczerpania
wszystkich krawedzi.

Jesli dodatkowo zazadamy, aby zawsze wykonywac¢ skret w lewo, jesli jest na
skrzyzowaniu taka mozliwos¢, otrzymamy konfiguracje petli, ktore si¢ wzajemnie nie
przecinaja i nie maja samoprzecie¢ (przeciecie to sytuacja, w ktore w wierzchotku
stopnia 4 spotykaja sie dwie drogi idace przez skrzyzowanie na wprost — jesli skrecamy
zawsze w lewo, to przez tego typu skrzyzowanie nigdy na wprost nie przejdziemy).
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Oczywiscie wybor petli ktore sie wzajemnie nie przecinajg i nie maja samoprzecie¢
nie jest jednoznaczny (patrz Rysunek 9). Wynika to z faktu, Ze przez wierzchotek
stopnia 4 mozemy przej$¢ na dwa sposoby — skreci¢ w lewo lub w prawo. Jesli jednak
zawsze skrecamy w lewo, ta niejednoznaczno$¢ zostaje usunieta. Latwo tez zauwazyc,
ze zbior konturéw zadaje w sposob jednoznaczny konfiguracje spinow.

Kazdej konfiguracji spinéw odpowiada pewien zbior roztgcznych konturéw. Kon-
tury moga mie¢ dtugosci 4,6,8,.... Przypusmy, ze jest m(l) konturow dlugosci I.
Zauwazmy, ze l

-1 1 _ 3D

ml) < |D] 4370 o < 5

Wynika to z faktu, ze kontur mozemy budowa¢ odcinkami. Na mniej niz | D| sposobow
wybieramy wierzchotek poczatkowy. Nastepnie mozemy i$¢ w czterech mozliwych
kierunkach. W kolejnym kroku mamy juz do wyboru tylko 3 kierunki, bo nie mozemy
sie wraca¢. Oczywidcie nie dbamy w tej chwili o to, czy kontur sie zamknie, czy nie.
Jesli jednak nasza $ciezka sie zamknela, to mozna byto ja uzyska¢ na 2/ sposobow
(bioragc rozne punkty poczatkowe i uwzgledniajac mozliwe dwa kierunki obiegania
konturu). Stad czynnik 1/2l.

Niech w oznacza pewng konfiguracje spinéw. Odpowiada jej pewna konfiguracja
konturéow. Niech Xl(Z ,i=1,2,...,m(l) bedzie zdefiniowane nastepujaco,

Ped () = 1 jesli -ty kontur o dtugosci | wystepuje w konfiguracji w
! 0 w przeciwnym przypadku

Niech N_(w) oznacza liczbe ujemnych spinéw w konfiguracji w. Kazdy ujemny spin
jest otoczony przez pewien kontur. Liczba spinéw zawarta wewngtrz konturu dtugosci
[ nie przekracza %. Zatem

m(l

g m(l)
N(< Y j—ﬁ X (w).

1=4,6,8,... i=1

Zauwazmy, ze
—BH(w)

<X(i)> — 2oix{Ow)=1 ©
! kan Zw e~ PH(W)

Jesli kontur v odpowiadajacy zmiennej Xl(i) wystepuje w konfiguracji w, to odwraca-
jac wszystkie spiny wewnatrz tego konturu otrzymujemy konfiguracje w*, w ktorej juz
kontur v nie wystepuje. Inne kontury pozostaja bez zmian. Energia tak otrzymanej
konfiguracji rézni sie od konfiguracji poczatkowej o —2J1, gdzie [ oznacza dlugosé
konturu . Czyli,

HWw") = H(w) — 2J1.
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Mamy

. —BH(w) , —BH(w)
<X(l)> _ Ew:Xl(Z)(w)zl € < Zw:le(w):l € _ 6_2J6l.
kan Zw e PH) Zw*:le(w):l e )
Stad
l2 m(l) " l2 m(l) l2
A i - —2J18 _ 7 agp1
N < 2 152 (x >kan < 2 ett= 2 e m)
1=4,68,..  i=1 1=4,6,8,...  i=1 1=4,6,8,...
r? 3'D| _ |D]
< v =2Jple 1 _ 1= 1(3 —2JB l'
< 2 g TP DR
1=4,6,8,... 1=4,6,8,...

Niech z = (3e~2/8)2. Mamy

Z 1(3e727P) = Z 122 = 2020 4 32% +42® .. ) =2z(2® + 2® +...)
I=4,6,8,... 1=4,6.8,...

() ) ()

Zauwazmy, ze jesli (3 jest duze, czyli x jest mate, mamy

D]
N_ -
< >kan - 4 )
czyli
1 2 1
m+(T7H =0, N) = m <N+ - N‘)Imn =1- m <N_>kan = 5

Oznacza to, ze dla dostatecznie niskich temperatur, niezaleznie od wartosci N = |D|
mamy dodatnia, oddzielong od zera magnetyzacje.

Zauwazmy na koniec, ze funkcja f w granicy termodynamicznej nie jest réznicz-
kowalna. Funkcje f oraz fy sa funkcjami wklestymi zmiennej h. Istotnie, kazda

funkcja postaci
h+— —In (/ g(z)e® du(x))

jest wklesta. Udowadniamy to poprzez dwukrotne rézniczkowanie (zadanie!).
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Rysunek 9: Wybor petli nie jest jednoznaczny.

Mamy
10 =100 ¢y HO= O _ g £ = S0
fr(h) — fx(0)

<1 . _ T . +\/
< lﬂlgf ililg - 1%1£f<fN) (0)

1
lljvrrl>10réfm+(T,H 0,N) < 5

Z symetrii mamy f(—h) = f(h), a zatem granica prawostronna ilorazéw roznicowych
funkcji f w pukcie h = 0 jest nie wieksza niz —%, za$ granica lewostronna jest nie
mniejsza niz % Zatem f nie jest rozniczkowalna w punkcie h = 0, a co za tym idzie
w ukladzie wystepuje przejscie fazowe. Ponadto nieréwnosé

liminfm(T,H =0,N) >
N—o0

N | —

oznacza, ze dla niezerowych temperatur mamy spontaniczng magnetyzacje.
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3 Perkolacje i grafy losowe

3.1 Model Erdosa-Rényi, monotoniczne funkcje boolowskie

Rozwazmy nastepujacy model grafu losowego. Przypusémy ze mamy dane N wierz-
chotkow. Mamy zatem n = (];7 ) par wierzchotkow. Dla kazdej pary wierzchotkéw
(niezaleznie!) rysujemy krawedz z prawdopodobieristwem p. 7 prawdopodobien-
stwem 1 — p wierzchotki te nie sg potaczone krawedzia. Zatem, dla przyktadu, praw-
dopodobieniswo, ze nasz graf losowy G(N,p) jest klika Ky jest rowne p". Opisany
model pochodzi od Erdésa i Rényi, [ER|.

Beda nas interesowaé zdarzenia monotoniczne dla grafu G(N,p). Zdarzenie jest
monotoniczne, jesli dotozenie krawedzi w grafie nie moze spowodowaé, ze zdarze-
nie przestanie zachodzi¢. Przyktadem zdarzenia monotonicznego jest zdarzenie graf
G(N,p) jest spdjny. Oczywiscie, jesli dla pewnego wyboru krawedzi nasz graf jest
spojny, to po dotozeniu nowej krawedzi graf nadal bedzie spdjny.

Opiszemy teraz przestrzen probabilistyczng dla modelu Erdosa-Rényi. Przestrze-
nia ta bedzie zbior {—1,1}" z o-cialem wszystkich podzbioréw i miara produktowa
pr = ((1 = p)o_1 + pd1)®", gdzie n = (JQV) jest liczba wszystkich par wierzchotkow
grafu. Wspotrzedne wektora ze zbioru {—1, 1}" odpowiaja parom wierzchotkow, przy
czym liczba 1 oznacza, ze miedzy wierzchotkami jest krawedz, a liczba —1 oznacza
brak krawedzi. Zatem klice K odpowiada teraz wierzchotek (1,1,...,1).

Zdarzenia losowe to podzbiory naszej przestrzeni probabilistycznej. Zdarzenie
graf G(N,p) jest klikq Ky jest zbiorem jednoelementowym. Zdarzenie graf G(N,p)
zawiera przynajmniel k krawedzi jest zbiorem ztozonym ze wszystkich punktow, ktore
majg przynajmniej k wspotrzednych réwnych 1. Prawdopodobienistwo zdarzenia
A C {—1,1}" jest rowne

P,(A) = Z p\{i: xizl}\(l _p)l{i: zi=—1} (2)

(5817---71»‘n)614

Oczywiscie P (A) = gy (A).

Zostawmy na moment w spokoju model Erdosa-Rényi i zajmijmy sie dowolnymi
zdarzeniami na przestrzeni probabilistycznej {—1,1}" z miara Iy, gdzie n jest pewna
liczba naturalng. Dowolne zdarzenie A C {—1,1}" mozemy identyfikowaé¢ z pewna
funkcja f : {—1,1}" — {—1,1}. Takie funkcje nazywamy funkcjami boolowskimi.
Konkretnie, dla podzbioru A definiujemy funkcje f = fa wzorem fa(x) = 14(x) —
14c(x). Oczywiscie P,(A) = P,(fa =1).
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Rozwazmy nastepujacy przyklad. Niech n bedzie liczba nieparzysta. Przypu-
$¢my, ze spoteczenstwo ztozone z n obywateli musi wybraé prezydenta. Mamy dwéch
kandydatow, Freda i Barniego. Przyjmujemy, ze x; = 1 oznacza, ze i-ty glosujacy
glosuje na Freda, za$ r; = —1 oznacza, ze jego faworytem jest Barney. Metody wy-
boru kandydata moga by¢ réozne. Kazda taka metoda jest pewna funkcja boolowska.
Jesli x = (xq,...,x,) jest wektorem oddanych gltosow i f(x) = 1, to wygrywa Fred.
Jesli f(z) = —1, zwyciezca jest Barney. Dla przykladu, jesli mamy do czynienia z
dyktatura, to o wszystkim decyduje tylko jeden glosujacy (dyktator). Wtedy funkcja
boolowska, na mocy ktore obliczany jest wynik wyboréw zadana jest wzorem

Dicty (21, ..., 2,) = 21.

Przypusémy jednak, ze nasz ustrdj jest oparty na demokracji. Jest to zwiazane z
pewng symetria — gtos kazdego obywatela jest tak samo wazny. Decyduje wickszac,
a zatem tym razem nasza funkcja dana jest wzorem

Majn<x17 S 7$n) = Sgn(ﬂﬁ + ...+ l‘n)
Nasza funkcja jest symetryczna ze wzgledu na permutacje wspolrzednych, mianowicie
Majn(l‘tf(l)a s 7xa(n)) = Majn(ZEh . ,In)

dla dowolnej permutacji o zbioru {1,...,n}. Ogolniej, zdarzenie {f = 1} nazwiemy
symetrycznym, jesli istnieje tranzytywna grupa permutacji I' dzialajagcana {1,...,n}
taka, ze zbior {f = 1} jest niezmienniczy wzgledem dzialania tej grupy. Dla syme-
trycznego zdarzenia grafowego grupa I jest grupa permutujaca wierzchotki grafu. Po-
nadto, funkcja Maj,, jest monotoniczna (funkcja f : {—1,1}" — {—1, 1} jest monoto-
niczna jesli x; < y; dla wszystkich 1 < ¢ < nimplikuje f(z1,...,2,) < f(y1,-- -, Yn))-
Niech 6¢(p) = P,(f = 1). Udowodnimy nastepujacy, intuicyjnie oczywisty lemat.

Lemat 1. Niech f : {—1,1}" — {—1,1} bedzie funkcja monotoniczng. Wowczas
0r(p) =P,(f = 1) jest funkcja niemalejaca.

Dowdd. Zamiast przestrzeni probabilistycznej {—1,1}" z miara f, TOZWazZmy prze-
strzen [0,1]" z o-cialem zbioréw mierzalnych i miara Lebesguea A,. Definiujemy
fukcje )
fp<5131, c. ,%n) = f(]-[O,p] - l(p,l] ((El), NN 1[04,] - l(p,l] (:Cl))
Woéwcezas jesli p; < po, to
Or(p1) =Pp, (f =1) = M fpy = 1) S M(fp, = 1) =P (f = 1) = 04 (p2),

bo {fm = 1} - {fm = 1}'
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Zastosowang technike nazywamy powigzaniem miar. Zamiast rozwazac ustalong
funkcje na r6znych przestrzeniach probabilistycznych, przeszlismy do obrazu, w kto-
rym przestrzeni probabilistyczna jest ustalona, ale funkcje sg rozne.

Ze wrzoru (2) wynika natychmiast nastepujaca uwaga.

Uwaga 1. Niech f: {—1,1}" — {—1,1}. Wowczas 0(p) = P,(f = 1) jest funkcja
ciagta.

Ustalmy ¢ € (0,1). Dla funkcji monotonicznej f{—1,1}" — {—1,1} definiu-
jemy p_(e) i pi(e) poprzez relacje O¢(p_(c)) = ¢ oraz 6;(py(c)) = 1 — e. Okazuje
sie, ze przy dodatkowym zalozeniu symetrii funkcji f, przedzial (p_(g),pi(¢)) ma
dla duzych n bardzo mata dtugosé. Zanim przejdziemy do Scistego sformutowania,
zilustrujemy to twierdzenie przyktadem.

Przyktad 7. Rozwazmy funkcje Maj, (z1,...,2,) = sgn(zy + ... + z,), gdzie n
jest liczba nieparzysta. Naszym celem jest oszacowanie p_(¢) i py(g). Bedzie nam
potrzebny lemat dotyczacy schematu Bernoulliego.

Lemat 2 (Nierownos¢ Bernsteina). Niech S, bedzie liczba sukcesow w schemacie
Bernoulliego z prawdopodobienstwem sukcesu p. Wowcezas

P

Zauwazmy, ze p_(c) < 3. Korzystajac z nieréwnoéci (3) otrzymujemy

Sn
— P
n

> g) < 2e7 % (3)

S, 1
= Oyl =By > 0) = By (22 1)

Sn 1 o1
= Ep-(9) (; >p-(e) + 3 —p(5)> < e 2(z=p-())*,

Zatem
1 1 In(2/e)
- > > — — .
2r-E) 23 on
Oczywiscie pi(e) = 1 — p_(g). Otrzymujemy stad
In(2/e
@) —p-@ <2/ 2D g

n n—oo
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Dowdd nierdwnosci Bernsteina, [JS]. Zauwazmy najpierw, ze dla p,q > 0 takich, ze
p + q = 1 prawdziwa jest nier6wnosc¢

pe® + qe P < eéxQ, xr € R. (4)

Aby udowodnié¢ te nieréwnosé zauwazmy najpierw, ze zamieniajac ewentualnie p i ¢
rolami mozemy bez zmniejszenia ogolnosci zaktadac, ze x > 0. Niech g(z) = In(pe? +
ge™P"). Mamy wykaza¢ nieréwnosé g(z) < g®. Zauwazmy, ze g(0) = ¢'(0) = 0.
Zatem wystarczy udowodnié, ze ¢”(x) < }l dla x > 0. Wynika to z nieréwnosci

pge?® — pge P* ' e —1Y e*(pe® +q) — pe*(e® — 1
g”(ﬁﬁ)Z( ) IPQ( — pg 2t ) ( )

pet” + ge " pe” +q (pe” + q)*
__ pget pge” <1
(pe” +q)*  (pe” — q)* +4pge” ~ 4

Niech A bedzie dowolng liczbg dodatnig. Korzystajac z udowodnionej powyzej nie-
rownosci otrzymujemy
) n—k

IPP<% >p+5> =

k>n(p+e) <
< (”) )ik An(p+e)—k)
- k
k>n(p+e)
< k 1—p)" k —)\(n(p+€) k)
<> ()ra-»
k=0
— —Ane - n Ag\k —Ap\n—k
3 () o)

k=0
— )\na(pe q+q€ p)n S )\na 7,\2

Przyjmujac A\ = 4e trzymujemy

Sn
P, (— >p+ 8) < e e
n

Nieré6wnoscé S
2
]P’p<—" <p-— 5> <e e

n

mozna latwo otrzymac z powyzszej nieréwnosci zamieniajac rolami p i g. Wowcezas
S, odpowiada wyrazenie n — S,,. O]
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Okazuje sie, ze dla dowolnej monotonicznej funkeji boolowskiej f : {—1,1}" —
{—1,1}, dla ktérej zdarzenie {f = 1} jest symetryczne, wyrazenie p, (¢) — p) dazy
do 0 dla n — oo. Konkretnie, prawdziwe jest nastepujace oszacowanie.

Twierdzenie 1 (Kalai, Friedgut). Niech e € (0, 3) i niech p_(g) i p4(e) spelniajg
Or(p_(e)) = € oraz O¢(p4(c)) = 1 —e. Zalozmy ponadto, ze f jest funkcja monoto-
niczna i {f = 1} jest zdarzeniem symetryczna. Wowczas

In(1/2¢)
Inn

p+(e) —p-(e) < (5)

W szczegolnosci, dla symetrycznych zdarzeii w modelu Erdésa-Rényi (czyli zda-
rzen niezmienniczych ze wzgledu na przenumerowanie krawedzi) mamy nastepujace
twierdzenie.

Twierdzenie 2. Rozwazmy graf losowych G(N,p) i niech A bedzie monotonicznym
zdarzeniem symetrycznym. Niech e € (0, 3) iniech p_(¢) i py(¢) speiaja P, ) =¢
oraz P, o) = 1 —e. Wowcezas

In(1/2¢)
p+(e) —p-(e) < TR
n(;)
Zanim przejdziemy do dowodu powyzszych twierdzen, musimy udowodnié kilka
faktow z zakresu tzw. spektralnej teorii funkcji boolowskich.

3.2 Spektralna teoria funkcji boolowskich

3.2.1 Uklad Walsha-Fouriera

Przez pewien czas ograniczymy sie do analizy przypadku p = % Miara p" = ,u’f/Q

jest rozlozona jednostajnie na zbiorze {—1,1}". Czasem, dla wygody, bedzie pisa¢ u

zamiast u”, jesli bedzie jasne, z jakim wymiarem n aktualnie pracujemy. Zatem dla
A C {-1,1}" mamy

" 1

H(A) = Puja(A) = o

gdzie |A| oznacza liczbe elementow zbioru A. Warto$¢ oczekiwana funkcji f :
{—1,1}" — R dana jest wzorem

1A,

Bf=g Y f)

ze{-1,1}"
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Dla p > 1 mozemy réwniez zdefiniowaé¢ p-ta norme funkcji f,

I£1, = (ELf7)"/7.

Funkeje okreslone na zbiorze {—1, 1}" tworzg przestrzen liniowa wymiaru 2. Funkcje
charakterystyczne punktow,

1 z=y
s ={ g 10
tworza baze ortogonalng tej przestrzeni. Wprowadzamy strukture przestrzeni Hil-
berta Ly({—1,1}", u™) za pomoca iloczynu skalarnego

(f.9)=Efg=0 Y Fe)
ze{-1,1}"

W naszych zastosowaniach potrzebna bedzie jednak inna baza, zwana uktadem Wal-
sha-Fouriera. Przyjmujemy oznaczenie [n] = {1,...,n} i dla S C [n] definiujemy
funkcje
wg(T1, ..., Ty) = HQEZ-, S Cln], wy=1.
i€s
Latwo zauwazamy, ze wg - wr = wgar. Miara p” jest miarg produktowa, a zatem
Ez; ... -z, =Ezx;, -... -Ex;, =0.

Wynika stad ortonormalnos¢ uktadu Walsha-Fouriera,

Bpe 1 S=0 . (1 8=T
YST10 sS40 WSAT =10 S£T -

Kazda funkcja f: {—1,1}" — R moze by¢ zatem przedstawiona w postaci sumy
f= Z asWs,
SCln]

gdzie (as)scp) sa pewnymi liczbami rzeczywistymi. Liczby te nazywamy czasem
spektrum funkcji f i piszemy ag = f(.5). Zauwazmy, ze

(f,wr) <Z a ws,wT> =) as (ws,wr) = ar,

SC[n] SC[n]

Mozemy wiec napisac

F=> f(Sws=Y_ (fws)ws.

SC[n] SC[n]
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3.2.2 Hiperkontrakcja

W tym podrozdziale udowodnimy nieréwnosé, ktora okaze sie by¢ kluczowa w do-
wodzie Twierdzenia 1. Przedstawiona ponizej wlasnosé¢ uktadu Walsha-Fouriera nosi
nazwe hiperkontrakcji.

Twierdzenie 3 ([Bo|, [Be|, [G1]). Dla dowolnych liczb rzeczywistych (ag)scpn i
dowolnej liczby ¢ € [0, 1] prawdziwa jest nieréwnosé

Z a5w55|5| S Z aswg

SCn) . ||scinl _

Zanim przystapimy do dowodu tego twierdzenia, wprowadzimy wazne pojecie
operatoréw splotowych. Kostka {—1,1}" posiada naturalng strukture grupy abelo-
wej, zadang przez mnozenie

(xla <o 7'7;71) : <y17 s 7yn> = <.Cl?1y1, .- xnayn)

Miara u" jest tzw. miarg Haara dla grupy ({—1,1}",-), mianowicie u(g- A) = p(A)
dla dowolnego g € {—1,1}™ i dowolnego zbioru A C {—1,1}". PrzyjeliSmy tu notacje
g-A={g-a: ac A}

Dla dowolnej miary v na zbiorze {—1,1}" definiujemy operator T,,

— [ 1y avt),

Jest to operator splotu z miara v. Zauwazmy, ze dla kazdego y € {—1,1}" mamy
y~! =y, a zatem nasz operator mozemy zapisa¢ réwnowaznie wzorem

— [ 1) vty

Operator T, dzialajacy na przestrzeni L,({—1,1}", ) dla p > 1, ma norme 1,
czyli jest staba kontrakcjg. Faktycznie, wykorzystujac fakt, ze p jest miarg Haara,

otrzymujemy
du //|f:cy ‘pdz/ du(z

IT(IE = /‘/fxy ) duly
= [ [ty dute) vt = [ [ 1@ duta) vl = 1117
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Wezmy teraz szczeg6lng miare v, mianowicie

1+0 1—6 o
szglz( 5 01 + 5 51)

i przyjmijmy oznaczenie Ty = T(S(") = T,». Mozemy bardzo latwo stwierdzi¢, w jaki
sposob operator Ty dziata na funkcjach Walsha-Fouriera,

T5(ws)(z) Z/H%yi dvg'(y) = (H Iz) <H/yz dV&(?Ji))

i€S €S €S

= wg(x)o.

Oznacza to, ze funkcja wg jest funkcja wlasng operatora T i odpowiadajaca jest war-
to$¢ wlasna jest rowna 015, Jegli zatem rozwazymy dowolng funkeje f : {—1,1}" —
R, to

Ts5(f) = Z a0 g, gdy f= Z asws.

Scn) SCln]

Twierdzenie 3 mozna zapisa¢ zatem w rOwnowaznej, operatorowej postaci.

Twierdzenie 4 (Bonami-Beckner-Gross). Dla kazdej funkeji f : {—1,1}" — R i
liczby 0 € [0, 1] prawdziwa jest nier6wnosé

1T/l < 1l ee

Mozna teraz tatwo zrozumieé, skad bierze sie nazwa hiperkonstrakcja. Operator
Ts jest staba kontrakcja, a zatem ||T5f]l, < ||f|l,- Nasza nieréwnosé¢ jest jednak
subtelniejsza, gdyz || fll, 5 < IIf|l5-

Nastepujacy lemat pozwoli nam zredukowa¢ dowod powyzszego twierdzenia do
przypadku n = 1.

Lemat 3 (o iloczynie tensorowym operatoréow splotowych). Niech ¢ > p > 1 i
niech (4, p1), (22, o) beda dwoma skoriczonymi przestrzeniami probabilistycznymi.
Niech K, :€); x Q; — R dla ¢ = 1,2. Definiujemy operatory
L@ = [ Ky dul). =12
Q;
Dla funkcji f : €21 x Q5 — R definiujemy iloczyn tensorowy operatoréow 17 i 15,

(Th @ To) (f) (21, 72) = /Q g f(y1,y2) Ky (21, 1) Ko (w2, y2) dpa(y2) dp ().
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Przypus$émy, ze dla i = 1,2 prawdziwe s nieréwnosci

Woéwcezas

1T @ T fll 10 x0menn) < I llLy@ux0m mem)

Dowdd. Niech f: 2y x €y — R. Operator T, dziata na funkcjach jednej zmiennej, f :
Q1 — R. Mozemy jednak zdefiniowa¢ jego dzialanie na funkcjach dwoch zmiennych
wzorem

To(f)(y1, z2) = / J (1, y2) Ka(, y2) dpa(ya).
Zauwazmy, ze zgodnie z tg notacjg mamy dla f: Q; x Qs — R relacje
T @ Taf = Ti(T2(f)),

a precyzyjniej,
(Ty @ To)(f) (w1, v2) = Th (Ta(f) (-, 22)) (21).

7 zalozenia o operatorze T} mamy

172 @ Tof 1Ly 00 x0 @) = /Q ; T3 (To(f)( 22)) (1) dpa(21) dpa(22)

<[ ( [P dmyl))q/p dun(s).

Dla dowolnych skoniczonych przestrzeni probabilistycznych (X, ), (Y, v) i dowolnego
r > 1 prawdziwa jest nier6wnos¢ Minkowskiego,

(/X (/yg(x’y) dy(y))r de))l/r = /Y (/X g(z,y)" du(ﬂf))l/r dv(y).

Faktycznie, zauwazmy, ze calki po przestrzeni Y sa w rzeczywistosci skoriczonymi
sumami. Powyzsza nierownos¢ jest zatem nieréwnoscig postaci

‘ Zaigi < Zai lgill,
i ro

gdzie g; : X — R i (a;) sa liczbami nieujemnymi. Zatem jest to nieréwnosé¢ Minkow-
skiego znana z kursu analizy funkcjonalne;j.
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Skorzystamy z powyzszej nieréwnosci dla funkeji
9(y1, 22) = [(Ta(f) (Y1, 22)) [’

1 (Xv M) = (92’/~L2)7 (Y7 V) = (Qby“l) oraz r = Q/pa

<j£2( QlKYE(fﬂyhab)Npdulﬁh)>qh)dﬂ2@a)>

S(L(QJ@MNMJMVMmWYWWMMO-

p/q

Otrzymujemy

/92 < o, [(To(f) (Y1, 72)) | dul(yl))q/p dpia(2)

S(K%(QJU%ﬂ@u@DV@@@ﬁywdm@ﬁ>

Korzystajac z zatozenia o T, mamy

a/p

1/p

(mW%N%mM%mm0w§<%U%wmwm@0

Stad

p/q
/Q ( o ‘(TQ(f)(yl,l'Q))‘q dM2(iU2)) d,ul(yl)
S/Q g |y, y2)|” dpa(y2) dp (y1)-

Zatem ostatecznie

q/p
177 @ TofII7, () s g o) < (/Q i |f(y1,92)” dpa(ye) d#l(yl))
1 2

_ q
- HfHLp(leﬁz,M@uz) ’
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Okazuje sie, ze operator T(S(n) jest n-ta potega tensorowa operatora Té(l). Aby sie
o tym przekona¢ zauwazmy, ze dla n = 1 mamy

TN = S )+ e = [ () dut)

:/ F) A+ dyz~) duly) :/ FW) K (z,y) duly),
{(-1,1} {-11}

gdzie
K(z,y) =1+ dyz .

Ogolnie otrzymujemy
T (f)(x) = /{ } F@yn, . tayn) dvs? (y)...dvs” (y,)
—1,1}»
- /{ ) Fr )+ Sy o (L + Sy, ) dp (yr)..dp™ (y,)
_171 n

_1’1 n

7 powyzszych rozwazan i z Lematu 3 wynika, ze wystarczy udowodni¢ Twierdze-
nie 4 dla n = 1. W tym przypadku mamy

(T51) (@) = 22 p () + 15 2 ().

Zatem,
175 f1l, = (‘13_6]0(1) + 1;26f<_1)|2 + ‘12i§f(—1) + 1T5f(1)|2> 1/2
5flle = 2
oraz -
1Flhes = (’f<1>|1+62 ; |f<—1>!1+52>
e 2 .
Niech

L)1 I (e ()
2 ’ 2 '

Nierownos¢ (| Tsf|l, < || f|l,,s jest rownowazna

_1_
(|a+ bo|? + |a — bc3|2)1/2 < (|a + 0" + |a — b|1+52> 1
2 2 ’
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Poniewaz
|a + b0 +]a — bo|* _

2
wystarczy udowodni¢ nastepujacy elementarny lemat.

24 6%,

Lemat 4. Dla dowolnych a,b € R i § € [0, 1] prawdziwa jest nier6wnosé

1+5 \a—l—b]H‘SQ—l—]a—b]HéQ
5 .

(a® + b*9?) =

Dowdd. Dla a = 0 nasza ner6wnos¢ ma postac [b|'+9°§149* < |p|1+9° o jest prawda,
bo o1+ < 11+9% = 1, Mozemy zatem zaklada¢, ze a # 0. Dzielgc obydwie strony
nieréwnosci przez |a]1+‘$ i oznaczajac y = b/a otrzymujemy nier6wnos¢

2 1+y’1+52 + |1 _y|1—|—62
14§22 L < ’ '
(I+06%y") 2 < 5

Obydwie strony nieréwnosci sa parzysta funkcja zmiennej y. Mozemy zatem zakta-

da¢, ze y > 0.
Rozwazmy najpierw przypadek y € [0,1). Ze wzoru Taylora mamy

0 2
<1+x>1+52:2<125>f’2 o] < 1,

k=0
gdzie
1+6%\  (1+6)(146°—1)...(1+6*—k+1)
k N k! '
Stad
|1+y!1+52+|1_y,1+52 1 1+5 k 1+ §2 (_ )k
2 2 k Y
k=0
(1407 (1+0%)8% 5  ~ (1+0%)
_Z< 2%k ) sl +Z< 2%k )y
k=0 k=2
2\ 52
Z1+(1+5)5
poniewaz

>0

1467y (1461 +6*—-1)...(1+6*-2k+1)
( 2k >_ (2k)!

45



ze wzgledu na fakt, ze w liczniku mamy 2 liczby dodatnie i 2k liczb ujemnych.
Wystarczy zatem udowodnié¢ nieréwnosé

1452 1+ 62)5?
(o) <1 WD, (©

Zauwazmy, ze (1 +2)* <1+ Az dlaz > 01i X € [0,1]. Jest to wersja nier6wnosci
Bernoulliego. Wynika ona z faktu, ze funkcja g(x) = (1 + z)* — 1 — Az spelnia
g(0) = 0 oraz ¢'(x) < 0 dla z > 0. Przyjmujac x = §%y?
(6).

Przypadek y = 1 wynika z powyzszego przez przejscie graniczne.

Zajmijmy sie teraz przypadkiem y > 1. Niech z = i < 1. Musimy wykazaé
nierdwnosé

oraz A\ = H‘S otrzymujemy

‘1+1‘1+5 _’_‘1 |1+5

52 1+252
1+ — < 2
( + 22> - 2

. . PR . L . 2 . . s s
Mnozac obydwie strony tej nieréwnosci przez P otrzymujemy rownowaznie

14-62 ‘1+52

]1—|—z| +1—=z

2

(z + (52)
Powyzsza nieréwno$¢ wynika z pierwszego przypadku, gdyz

PAH P =1+6%2—(1-22)(1—6%) <1+ 5%

3.2.3 Influencje funkcji boolowskich

Niech p = 1/2. Zdefiniujemy wazne pojecie influencji funkcji boolowskiej. Z kostka
dyskretng {—1,1}" zwigzana jest naturalna struktura grafowa. Mianowicie, punkty
z,y € {—1,1}" sa polaczone krawedzia, jesli |{i : x; # y;}| = 1. Piszemy wtedy = ~
y. Dlaz = (z1,...,2;,...,%,) przyjmujemy oznaczenie ' = (z1,...,1— x4 ..., T,).
Niech f:{-1,1}" — {—1,1}. Wyrazenie

L(f) = P(f(z) # f(a' :v—er{11W~ )}

nazywamy i-ta influencja funkcji f. Catkowita influencja funkcji f nazywamy sume

i=1
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Podamy teraz kombinatoryczng interpretacje liczby I(f). Dla A, B C {—1,1}" defi-
niujemy

E(A,B) = |{(a,b): a€ A, be B,a ~ b}|.
Zbior krawedzi E(A, A°) bedziemy nazywacé brzegim zbioru A. Zdefiniujmy funkcje
fa:{-1,1}" = {—1,1} wzorem fq4 = 14 — 14.. WoOwczas

[E(A, A 2B(A A o e fa(e) # fa(a’)

i > (fa) = 1(6a),

2n—1 - 2n 2n
Zatem B(A, A9)
I(fa) = 2n—’_1

Pojecie influencji mozemy rozszerzy¢ na przypadek p # 1/2, definiujac
IP(f) = By(f(x) # f (o) Z I (f

3.2.4 Influencje vs. spektrum

Przypomnijmy, ze kazda funkcje f: {—1,1}" — R mozemy przedstawi¢ w postaci

f Z asWgs,

SCln]
gdzie (wg)scfy sa funkcjami Walsha-Fouriera. Zauwazmy, ze
I1£15 = <Z asws, ZaTwT> = asar (ws,wr) =Y a3
S T ST S

Jest tzw. tozsamo$¢ Parsevala. Niech f;(z) = f(x) — f(2'). Latwo zauwazy¢, ze
mamy

. 0 i¢ s

7 S = A . .

filS) { 2§(S) €S

Zatem

1]l = 4 Z ag.

S:ies
[0 1@ =)
i ={ 3 J 7 e
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Stad ‘
1fill, = 2°P(f () # f(2)) = 2°L(f).
Przyjmujac p = 2 otrzymujemy

a zatem

=3 Y a =Yl

i=1 S:1e8 S

Tozsamosé ta wigze influencje funkcji boolowskiej z jej spektrum.

Zdefiniujmy
Var,(f) =E,f* — (E.f)*.
Zauwazmy, ze

Ef = ZaS]EwS = ay.
S

Stad

Var,(f) :Za%—a%: Z a%.

S S:|S|>1
Z drugiej strony, przyjmujac u(f) = P(f = 1), otrzymujemy

Var, (f) = B, f* — (Euf)’ = 1— (B(f = 1) = P(f =
— 11— (2u(f) = 1) = 4u(f)(1 - u(f).

_1))2

Mozemy teraz wykorzysta¢ wprowadzone pojecia w celu wykazaia, ze funkcja
Dict,(z1,...,x,) = 1 ma najmniejsza influencje sposrod wszystkich funkeji o $red-
niej 0. Innymi stowy, brzeg kazdego podzbioru kostki majacego 2"~ ! elementéw

sktada sie z conajmniej 2"~ ! krawedzi.

Twierdzenie 5. Niech f: {—1,1}" — {—1,1} i niech u(f) = P(f = 1). Wowczas

mamy
I(f) = 4p(f)(X = pu(f))-
W szcezegolnosci dla pu(f) = 1/2 otrzymujemy I(f) > 1.

Dowadd. Mamy

(N = p(f) =Var(f) = Y ax < Y [Slad =)
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3.2.5 Twierdzenia KKL i Twierdzenia Talagranda

Mozemy teraz sformutowaé gtowne twierdzenia tego rozdziatu.

Twierdzenie 6 (Kahn-Kalai-Linial, [KKL|). Niech p = 1/2 i niech f: {-1,1}" —
{—1,1}. Wowczas
Inn

max [;(f) > 3Vaur(f)—.

1<i<n 15 n
Powyzsze twierdzenie mozna rozszerzy¢ na przypadek p # 1/2.

Twierdzenie 7 (Bourgain, Kahn, Kalai, Katznelson, Linial, [BKKKL]). Niech f :
{—1,1}" — {—1,1} bedzie funkcja monotoniczna. Wowczas

max I7(f) > EVarp(f)lnTn.

1<i<n — 15

Prawdziwe sa réwniez wzmocnione wersje tych oszacowaé, patrz |T]. Przyjmu-

jemy tutaj notacje m = 0 oraz 1/log(1) = +o0.

Twierdzenie 8 (Talagrand). Niech p = 1/2 i niech f: {-1,1}" — {—1,1}. Wow-
czas

J(f)Z%varq)m( ! )

max <i<n Li(f)

Twierdzenie 9 (Talagrand). Niech p = 1/2 i niech f: {—1,1}" — {—1,1}. Wow-
czas

L) A
> gy 2 5

Twierdzenie 10 (Talagrand). Niech f: {—1,1}" — {—1, 1} bedzie funkcja mono-
toniczna. Wowczas

P(f) > ¢ Var,(f) In ( ! ) |

max;<j<n Ij (f)

Nasza strategia dowodu wymienionych twierdzen jest nastepujaca. Najpierw udo-
wodnimy Twierdzenie 9. Nastepnie, korzystajac z tego twierdzenia wykazenie Twier-
dzenie 8. Potem wywnioskujemy Twierdzenie 10. Nastepnie udowodnimy Twierdze-
nia 6 i 7. Naszym najwazniejszym narzedziem bedzie hiperkontrakcja.

Bedzie nam potrzebny nastepujacy lemat.
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Lemat 5. Niech g : {—1,1}"n — R oraz ||g[[3, # [lgll, (réwnowaznie |g| nie jest
stala). Wowczas

150 2108 (lglly /Nlgls2)

Dowdd. Skorzystajmy z hiperkostrakeji

S U2 5ol

1Ts9lly < lgllis2 5
przyjmujac 62 = 1/2. Otrzymujemy

ST Ay < 23 sy = 2|7
S

2 & 9
) <2 Hg“3/2'
S: |S|=k

Niech m > 0. Mamy

- §(S)? g m 2k ||9|| §(S
g g g 2 gl g( )
Z + <Y 0 Z
S£0 —15: |S|=k S: [S|>m k=1 1S]>
4 H9H3/2 + ngz
m—+1 ’

gdzie skorzystaliSmy z elementarnej nieréwnoéci
>
k
k=1

ktora mozna wykazac¢ indukcyjnie.
Przyjmijmy

. m

m 2 2
m = max{m >0 [ 2" [|g[[3,» < [lg]l5}-

Wiedy 27 ]2, > [lg]2. Zatem,

m+ 1> 2log <||Hgg||H2 ) :
3/2

2 2
ZQ S)? 5”9”2 <§ lgll5
5 151 =1 2 (gl gl

Otrzymujemy
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Dowdd Twierdzenia 9. Niech g(z) = f(x) — f(2'). Zalozmy, ze I;(f) € (0,1). Zatem
funkcja |g| nie jest stata. Mamy

lglly _ 2L(f)"2

— = L(f)~C.
lgllsye  2L:(f)*?
Korzystajac z lematu mamy
Z ZQ lgll> _ 5 AL()) 60 Li(f)
o (£)-1/6) 1 V"
s |5 'S| 2log(ugu [llglly,) 2 1oslh(H)™) log(7)
Nier6wnos¢

457 _ 0 )
Sgs S|~ log(vp)

jest rowniez prawdziwa w przypadku I;(f) € {0,1}. Otrzymujemy
164(f)(1 = u(f)) = 4 Var,(f) = Y 4f Z v 602
Snel) i=1 S: i€S |S’ log )
Wynika stad juz dowodzona nier6wnosc. O
Pokazemy teraz, ze Twierdzenie 9 implikuje Twierdzenie 8.
Dowod Twierdzenia 8. Wystarczy zauwazyc¢, ze

I(f) > i Li(f 4
In <1/ maXlSiS” ]T(f)) Z In (1/maX1<z<n z Z ln Z B Var(f)

Pokazemy, w jaki sposéb z Twierdzenia 8 mozna uzyska¢ Twierdzenie 10.

Dowod Twierdzenia 10. Po pierwsze zauwazmy, ze Twierdzenie 10 wystarczy wyka-
za¢ dla p = 2%, gdzien > 110 < k < 2". Wynika to z ciaggtosci obydwu stron
nieréwnosci wzgledem parametru p. Rozpatrzmy przeksztalcenie kodujace (a w za-
sadzie dekodujace) 7 : {0,1} — {0,1/2!, ..., (2" — 1)/2!} zadane wzorem

m(xy,...,x sz/T
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To przeksztalcenie jest bijekcja, a zatem jesli # ma rozklad jednostajny na {0, 1}, to
7(z) ma rozklad jednostajny na {0,1/2,..., (2" —1)/2'}, a zatem P (7(z > i/2")) =
(2! —4)/2". Definiujemy przeksztalcenie g : {0,1}" — {0,1} zadane wzorem g(x) =
l{w(z)21_p}. Oczywiécie

P(g(x) =1)=P(x(z) =1 —p) =p.
Definiujemy f : {0,1}" — {0,1} wzorem

f(at, coxpwd ko al L a)) = fg(xl, o x)), g(@d L al),  g(ah L o).

Z powyzszych uwag wynika natychmiast, ze f , jako funkcja zdefiniowana na prze-
strzeni probabilistycznej <{0, 1}, (%(50 + %(51)nl> ma taki sam rozktad jak funkcja f

zdefiniowana na przestrzeni probabilistycznej ({0,1}", (pdo + (1 — p)d1)"). W szcze-
golnosci Var,(f) = Varyo(f).

Udowodnimy nieréwnosé

Loy(f) <IP(F)/27Y, r=1,....n, j=1,...,1 (7)
Mozemy zaklada¢, ze r = 1. Niech 2" = (27,...,2%), r = 1,...,n. Zauwazmy, 7e
Loy () = B(f(x1, s 2)y oy, ) # Flad, o 1 =2,z )

Niech

oraz
B = {f(0,g(«?), ... g(a")) # f(L g(a?), ... g(a™))}.
Zdarzenia A i B sg niezalezne. Zatem I(u)(f) =P (A)P(B). Zauwazmy, ze zmienne
g(z?),...,g(z") sa niezalezne i maja rozktad pdy + (1 — p)d;. Zatem P (B) = IP(f).
Pozostaje wykazaé, ze P (A) < 1/277!. Zauwazmy, ze
‘7?(91:%, s x}, o)) — (], 1 — x]l, ,CCll)| =1/27.

Stad

(g(a:i, ...,l’]l-, o)) # gy, .1 — :L’Jl-, ,xll))
(r(z)e[l—p—1/27,1—p+1/27)) =1/27"1.

22



Twierdzenie 6 wynika z Twierdzenia 8 w identyczny sposob, w jaki Twierdzenie
7 wynika z Twierdzenia 10. Udowodnimy Twierdzenie 7.
Tog(i/a) =
¢ > 0toa > 3clog(l/c). Poniewaz (0,1) 3 a +— —A4— jest rosnaca, wystarczy

log(1/a)
zakltada¢, ze —2%—~ = c. Musimy zatem wykazac¢ nier6wnosé
» 7% log(1/a)

g ()

Biorac z = 1/a > 1 widzimy, ze nier6wno$¢ ta jest rGwnowazna z

Twierdzenie 10 implikuje Twierdzenie 7. Zauwazmy, ze jesli a € (0, 1) oraz

1 1 1
log(z) > 5 log(xzlog(x)) = 5 log z + 5 loglog .
Wystarczy zatem wykaza¢ x > log z. Wynika to z nier6wnoéci Bernoulliego,
22=(1+1)">14+z>u.

Niech ||I?]|,, = maxi<, I} (f). Z Twierdzenia 10 mamy

nufpumzf%f)ziVarp<f>1n( : )

15 e
Przyjmujac a = ||I?|| i c= w%’;(f) otrzymujemy
177 2 2V1a;2(f) hn (4\/1&1?:(1‘)) = 2Vf;2(f) .
Skorzystalismy z faktu, ze Var,(f) < 1. ]

3.3 Lemat Russo

W tym podrozdziale sformutujemy i udowodnimy stynny Lemat Margulisa-Russo.
Pozwoli on nam kontrolowa¢ funkcje 6¢(p) za pomoca wielkosci I7(f).

Lemat 6 (Margulis-Russo lemma). Niech f : {—1,1}" — {—1,1} bedzie funkcja

monotoniczng. Wtedy
d

d—pup(f) = I7(f).

23



Dowod. Zdefiniujmy

Wowcezas otrzymamy

dﬂp(f) _ Z aﬂpl ..... Pn(f) _ Z[i(p ,,,,, p)(f) _ Z[f(f)

dp apl pP1=...=Pn=Pp

Bez zmniejszenia ogolnosci mozemy zalozyé, ze i = 1. Niech fi(z) = f(z)— f(z!).
Mamy

Definiujemy zbior A C {—1,1}""1,

A={ze{-1,1}"""| f(1,2) =1, fi(1,2) = 0}.
Jesli f(1,z) =11 fi(l,z) =0to f(—1,z) =11 fi(—1,2) = 0. Zatem

{f=0,f=0} ={-1,1} x A.

Stad
Ppl ----- pn(f =1,/ = O) = Pm ----- pn(A):

a zatem jest to wyrazenie niezalezne od p;.
Ze wzgledu na to, ze f jest monotoniczna, otrzymujemy

{f=1LA#0={(z1,...,2n) | ;1 =1, f(1,...,2,) =1, f(—1,...,2,) = =1, }.
Definiujemy B C {—1,1}"7},
B={re{-11)"" | f(La) =L fi(1.x) £0}.

Mamy
{f=1fAH=0}={1} xB.
Stad,
Pppn(f =111 #0) =piPp, 5. (B)
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Zauwazmy roéowniez, ze

3.4 Dowdd Twierdzenia Friedguta-Kalaia

Dowdd. Zauwazmy, ze p,(f) = 0¢(p). Z symetrii funkcji f mamy I7(f) = ... =
IP(f). Z Twierdzenia 7 i z Lematu Margulisa-Russo otrzymujemy

%(;» =IP(f) = nlrgg};]p(f) > %Q(p)(l —6(p))Inn > %min{@(p), 1—6(p)}Inn.

Niech p, spelnia 6(p,) = 1/2. Oczywiscie p_(e) < p, < p.(¢). Dla p € [p_(g), ps]

mamy de(p) > 20(p) Inn, czyli dlnf)(p) > = Inn. Wynika stad

4

n(1/2¢) = nb(p.) — mb(p-(c)) = = (e —p-(e)) Inn.

Podobnie dla p € [py, p+] mamy —% In(1 —60(p)) > 7t Inn, czyli

In(1/2¢) = = (In(1 = 0(p+(c))) — In(1 = 0(p.)))

> 15 (P+(e) = pi) Inn.

Zatem
5

pe(e) = p(e) < 2 (1/2)
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Rysunek 10: Krata Z2.

4 Perkolacje na kracie Z*

4.1 Prawdopodobienstwo krytyczne i nieré6wnosé FKG

W tym rozdziale zajmiemy sie perkolacja na kracie calkowitoliczbowej Z2. Wprowa-
dzamy na tej kracie strukture grafu — punkty z,y € Z? sg polaczone krawedzig jesli
|z —y| =1 (Rysunek 10).

Wprowadzamy nastepujacy model grafu losowego. Kazda krawedz (nieskonczo-
nej!) kraty Z? jest otwarta z prawdopodobiefistwem p i zamknieta z prawdopodo-
bieristwem 1—p (w modelu Erdésa-Renyi pisaliSmy jest z prawdopodobieristwe p i nie
ma jej z prawdopodobieristwem 1 — p). Przestrzenia probabilistyczna dla tego grafu
losowego jest zbior {O, Z}2 (gdzie symbol O oznacza krawedz otwarta, zas symbol
7 krawedz zamknieta) wraz z o-ciatem produktowym i miara produktowa.

Otwartym klastrem nazywamy spojna sktadowa ztozong z punktow kraty Z2, po-
taczonych otwartymi krawedziami. Innymi stowy, dwa punkty leza w jednej spdjnej
sktadowej, jesli da sie przejé¢ od jednego punktu do drugiego, poruszajgc sie jedy-
nie po otwartych krawedziach. Niech E., oznacza zdarzenie, ze w opisanym grafie
losowym istnieje nieskoniczony spdjny klaster. Zauwazmy, ze jesli dla pewnej konfi-
guracji (czyli wyboru otwartych i zamknietych krawedzi) E,, zachodzi, to po zmianie
skoriczonej liczby krawedzi z otwartych na zamkniete (lub na odwroét) zdarzenie E.,
nadal zachodzi. Podobnie, jesli zdarzenie F., nie zachodzi to nic sie z tym nie da
zrobi¢, zmieniajac jedynie skoniczenie wiele krawedzi. Wynika stad, ze F., nalezy do
o-ciala resztkowego, a zatem z prawa 0 — 1 Kotomogorowa P, (Ew) € {0,1}. Okazuje
sie, ze P, (Es) = 0dlap <1/2 oraz P, (Ey) =1 dla p > 1/2. Jest to stynne twier-
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Rysunek 11: Przykladowa konfiguracja krawedzi w modelu perkolacji na kracie Z2.

dzenie Harrisa-Kestena. Pierwsza czesé sformutowania zostata udowodniona w 1960
roku przez Harrisa. Druga czeS¢ jest znacznie trudniejsza i zostata udowodniona w
1980 roku przez Kestena. Celem tego rozdziatu jest przedstawienie prostego dowodu
twierdzenia Harrisa-Kestena, pochodzacego od Bollobasa i Riordana, [BR).

Niech v € Z? i niech C, oznacza otwarty klaster zawierajacy punkt v. Niech
0(p) = P, (|Cy| = o0), gdzie 0 oznacza punkt (0,0) € Z?. Funkcja 6(p) jest nie-
malejaca funkcja p € [0,1]. Zauwazmy, ze 7 translacyjnej niezmienniczo$ci mamy
P, (|Co| = 00) = 0(p) dla kazdego wierzcholka v € Z2. Oczywiscie

By = | J{IC| = o0}
veZ?
Zatem jesli 6(p) =0, to P, (Ex) = 0 oraz jesli 6(p) > 0, to P, (Ex) = 1.
Definiujemy prawdopodobieristwo krytyczne,

pe =1inf{p: 0(p) > 0} =inf{p: P, (Ex) > 0} =inf{p: P, (E) = 1}.

W dowodzie twierdzenia skorzystamy z Twierdzenia 1.

Niech X bedzie zbiorem N-elementowym. Niech X, bedzie losowym podzbiorem
zbioru X, przy czym, niezaleznie, kazdy element jest w zbiorze X, z prawdopodo-
bieistwem p. Rodzina A C P(X) jest rosnaca, jesi A € Aoraz A C B C X
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implikuja B € A. Rodzina A jest malejaca, jesli P(X)\A jest rosnaca. Bedzie nam
potrzebny nastepujacy lemat.
Lemat 7. (Nierownos¢ FKG) Niech A, B beda dwiema rosnacymi lub dwiema ma-
lejacymi rodzinami podzbioréw zbioru X. Wowcezas w modelu losowego podzbioru
X, mamy

P,(ANB) > P, (A)B, (B).
Dowdd. Udowodnimy wiecej. Wprowadzimy pojecie rosnacej zmiennej losowej. Zmienna
losowa S okreslona na P(X) jest rosnaca jesli A C B C X implikuje S(A) < S(B).
Oczywiscie rodzina A jest rosnaca wtedy i tylko wtedy gdy 14 jest rosnacag zmienng
losowa. Poniewaz PP, (A) = E1 4 nasza nier6wnos¢ jest rownowazna z

E,ST > E,SE,T, (8)

gdzie S = 14 oraz T = 1z. Wykazemy (8) dla dowolnych rosnacych zmiennych
losowych X,Y. Bez straty ogolnosci mozemy przyja¢, ze X = {1,2,..., N}. Prze-
prowadzimy dowdd indukcyjny ze wzgledu na N. Podzbiér A C X bedziemy identy-
fikowali z N-elementowym ciggiem binarnym, przy czym 0 na ¢-tym miejscu oznacza,
ze elementu ¢ nie ma w zbiorze A. Np., dla N =4 ciag (1,1,0, 1) oznacza podzbior
{1,2,4}. Bedziemy tez pisali X(1,1,0,1) zamiast X ({1,2,4}).
(N =1) Mamy
E,ST — E,SE,T = 5( )T(1)p + S(O)T(0)(1 —p) = ST (1)p* = S(O)T(0)(1 - p)*
SO)T(1)p(1 — p) — ST (O)p(1 - p)
= p(l —p)(S(1) = S(0))(T'(1) = T(0)) = 0,
bo S(1) > 5(0) 1 T(1) > T(0), ze wzgledu na monotonicznos¢ 7'i S.
(Krok indukcyjny n = n + 1) Definiujemy
Sl = pS(€1,€2, s Eny 1) + (1 — p)S(é‘l, €9, «..,E&n, 0)
Tl = pT(€1752, ey Eny 1) + (]_ —p)T(€1762, e Eny O) ’
Zmienne S; i T, jako kombinacje zmiennych monotonicznych na P({1,2,...,n,n+
1}) sa monotoniczne na P({1,2,...,n}). Stad

]EpslTl Z EplepTl = EPSEPT
Wystarczy teraz pokaza¢ nieréwnosé¢ E,ST > [E,S;T). Mamy
E,ST —E, STy = pE,S(-, 1)T'(-,1) + (1 — p)E,S(-,0)T°(-, 0)

=B, (pSC, 1) + (1 =p)S(,0) (0T (-, 1) + (1 = p)T(-,0)))
=p(1 =p)E, (5(-,1) = 5(-,0) (T'(-,1) = T(-,0)) = 0.
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Rysunek 12: Krata Z? i krata dualna Z% + (1/2,1/2).

Nier6wnos¢ dla rodzin malejacych udowadniamy biorac rosnace zmienne losowe S =
—1, 17T = —1p i korzystajac z (8). O

4.2 Krata dualna

Krata dualng do kraty Z2 nazywamy graf, ktorego wierzchotkami sg érodki $cian
kraty Z?, czyli punkty nalezace do zbioru Z?+(1/2,1/2), za$ krawedzie poprowadzone
sa miedzy wierzchotkami odlegtymi o 1 w odlegtosci euklidesowej”. Oczywiscie krata
dualna do kraty Z? jest z ta krata izomorficzna (Rysunek 12).

Zauwazmy, ze kazda krawedz kraty dualnej przecina dokltadnie jedna krawedz
kraty Z2. Zatem dla dowolnej konfiguracji krawedzi na kracie Z? mozemy zdefiniowaé
dualng do niej konfiguracje krawedzi na kracie dualnej — krawedz w kracie dualnej jest
otwarta wtedy i tylko wtedy, gdy przecinajaca ja krawedz jest zamknieta (Rysunek
13).

Niech a, b, ¢, d beda liczbami catkowitymi, przy czym a < bi c < d. Zbior postaci
R = ([a,b] X [c,d]) N Z* nazywamy prostokatem. Jesli k = b—ail =d—c, to
prostokat R ma szeroko$¢ k i wysoko$¢ [. Powiemy wowczas, ze R jest prostokate
k x 1. Zbior {a} x {c,...,d} nazywamy lewym bokiem prostokata R. Analogicznie
definiujemy prawy, gorny i dolny bok.

"Podobnie mozna zdefiniowaé¢ graf dualny do dowolnego grafu planarnego.
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Rysunek 13: Przyktadowa konfiguracja krawedzi na kracie Z? (linie ciagle) i odpo-
wiadajaca jej konfiguracja dualna na kracie Z? + (1/2,1/2) (linie przerywane).
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Rysunek 14: Przyktad $ciezki taczacej lewy i prawy bok prostokata.

Dla prostokata R definiujemy prostokat dualny
RY=([a+1/2,b—1/2] x [c—1/2,d+1/2)) N (Z* + (1/2,1/2)).

Prostokat dualny do prostokata k x [ jest prostokatem (k — 1) x (I +1).

Dla prostokata R niech H(R) bedzie zdarzeniem polegajacym na istnieniu $ciezki
ztozonej z otwartych krawedzi, taczacej lewy i prawy bok (Rysunek 14). Analogicznie
V' (R) jest zdarzeniem polegajacym na istnieniu $ciezki ztozonej z otwartych krawedzi,
taczacej gorny i dolny bok.

Udowodnimy intuicyjnie oczywisty (ale nietrywialny w dowodzie!) lemat mo-
wigcy, ze dla ustalonego prostokata R albo istnieje otwarta $ciezka taczaca lewy i
prawy bok w R albo istnieje otwarta $ciezka taczaca goérny i dolny bok w R,

Lemat 8. Dla ustalonego prostokata R i dla ustalonej konfiguracji krawedzi oraz
indukowanej przez nia konfiguracji krawedzi na kracie dualnej zachodzi doktadnie
jedno ze zdarzen H(R), V(R?).

Dowdd. Wprowadzamy pomocniczy prostokat ([a+1/4,0—1/4] x[c—1/4,d+1/4])N
(327 + (1/4,1/4)) (patrz Rysunek 15). Bez zmniejszenia ogélno$ci mozemy przyjac,
ze sasiadujace ze soba punkty z lewego i prawego boku prostokata R sa potaczone
otwartymi krawedziami. Pododnie przyjmujemy, ze otwartymi krawedziami pota-
czone sa sgsiadujace ze soba punkty gérnego i dolnego boku R?. Miedzy sasiednimi
wierzchotkami pomocniczego prostokata prowadzimy zorientowana krawedz, jesli kra-
wedz ta nie przetnie zadnej otwartej krawedzi w R i R?. Ponadto poprowadzona
krawed? jest skierowana tak, aby po lewej jej stronie w odlegltosci 1/4 znajdowal sie
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Rysunek 15: Fragment kraty Z? i kraty dualnej. Prostokat R na kracie Z? (wierz-
chotki to mate wypekione kropki), prostokat R? (duze wypelnione kropki) i pomoc-
niczy prostokat (biate kropki).

punkt z R lub po prawej stonie w odlegtosci 1/4 znajdowal sie punkt z RY. Przykla-
dowa konfiguracje pokazano na Rysunku 16.

Latwo zauwazy¢, ze kazdy punkt pomocniczego prostokata ma stopien 2, poza
punktami naroznymi x,y, w, z. Poniewaz stopien wierzchotka zalezy od konfiguracji
w jego bliskim otoczeniu, prawdziwo$é powyzszej uwagi mozna sprawdzi¢ analizujac
kilka prostych przypadkéw. Zauwazmy, ze wierzchotki stopnia 1, z ktorych wychodzi
krawedz to wierzchotki x oraz z. Wierzcholki stopnia 1, do ktérych krawedz wcho-
dzi to wierzcholki y oraz w. Sciezka rozpoczynajaca sie w x musi zatem skonczy¢
sic w punkcie y lub w. Tak samo rzecz sie ma dla Sciezki wychodzacej z punktu
z. Ostatecznie nasz pomocniczy graf jest suma roztacznych cykli i dwoch $ciezek
zaczynajacych sie w zbiorze {x,z} i koniczacych sie w zbiorze {y,w}. Jesli sciezka
wychodzaca z x konczy sie w y, to krawedzie grafu R? lezace na lewo od tej §ciezki
wyznaczaja zbior spojny laczacy gorny bok z dolnym. Woéwcezas zachodzi zdarzenie
V(R?). Jedli natomiast $ciezka wychodzaca z x koticzy sie w w, to krawedzie grafu R
lezgce na prawo od tej $ciezki wyznaczaja zbior spojny laczacy lewy bok z prawym.
Wowcezas zachodzi zdarzenie H(R) (patrz Rysunek 17).

Musimy jeszcze udowodnié, 7e zdarzenia H(R) i V(R?) nie moga zaj$¢ jednocze-
$nie. Stwierdzenie to jest w zasadzie intuicyjnie bardzo jasne, jednak jego formalne
uzasadnienie wymaga np. twierdzenia o krzywej Jordana. Jesli np. istnieje $ciezka
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Rysunek 16: Grafy R, R? oraz graf pomocniczy (biate wierzchotki) ze zorientowanymi
krawedziami.

z = do vy, to idac lewg krawedzig prostokata R? mozemy ja uzupeini¢ do krzywej
Jordana v (Rysunek 18). Przypusémy, ze istnieje Sciezka taczaca lewa krawedz pro-
stokata z prawa. Wowczas Krzywa ~y obiega punkt poczatkowy tej Sciezki doktadnie
raz, a punkt konicowy zero razy. Zatem punkt koncowy znajduje sie poza obszarem
ograniczonym krzywa -, czyli nasza $ciezka (z twierdzenia o krzywej Jordana!) musi
przecia¢ krzywa . Oznacza to, ze pewna krawedz grafu R przecina krawedz grafu
pomocniczego, co przeczy konstrukeji tego grafu. Otrzymana sprzecznos$é¢ konczy
dowdd. [

Zauwazmy, ze jesli krawedz kraty jest otwarta z prawdopodobieristwem p, to
przecinajgca ja krawedz kraty dualnej jest otwarta z prawdopodobienstwem 1 — p.
Zatem z Lematu 8 wynika nastepujacy wniosek.

Whniosek 1. Niech R bedzie prostokgtem k na [ — 11 R’ prostokgtem k — 1 na [.
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Rysunek 17: Sciezka wychodzaca z punktu z i koniczaca sie w punkcie y oraz wyzna-
czony przez nig zbior krawedzi w grafie dualnym R4

Wowczas
B, (H(R)) +Pi_,(V(R)) = 1.

Jeslik =1 =n+1, to Ri R sa obrucone wzgledem siebie 0 90°, a zatem P, (H(R)) =
P, (V(R')). Zatem w tym przypadku Py,(H(R)) = P,o(V(R')) = 1/2. Niech
S =1[0,n] x [0,n]. Wtedy oczywiscie P, (H(R)) <P, (H(S)) =P, (V(95)), a zatem

Pryo(H(S)) = P12(V(5)) 2 1/2.

4.3 Dowdbd twierdzenia Harrisa
W tym rozdziale udowodnimy, ze p. > 1/2. Rozpoczniemy od nastepujacego lematu.
Lemat 9. Niech m > n iniech S = [0,n] x [0,n] oraz R = [0, m] x [0,2n]. Niech

X (R) oznacza nastepujace zdarzenie: istnieja $ciezki Py i P, zlozone z otwartych
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Rysunek 18: Zamknieta krzywa Jordana wyznaczona przez Sciezke od x do y.

krawedzi takie, ze P; lezy w S i taczy gorny i dolny bok S oraz P lezy w R i laczy
pewien punkt $ciezki P, z prawym bokiem R. Woéwczas

By (X(R) > S, (H(R)) B, (V(S)).

Dowdd. Niech LV (S) bedzie wertykalnym cieciem S polozonym najbardzie po lewej
stronie S. Niech P; bedzie ustalonym cieciem wertykalnym S. Woéwczas zdarzenie
{LV(S) = Py} nie zalezy od krawedzi potozonych na prawo od Sciezki P;. Rozwazmy
Sciezke P bedaca symetrycznym obrazem $ciezki P; w symetrii wzgledem prostej
{y = n}. Oczywiscie jesli P, jest $ciezka otwarta, Sciezka P, nie musi by¢ otwarta.
Niech P bedzie $ciezka powstala przez polaczenie $ciezek Py i P (Rysunek 19).
Kazde horyzontalne ciecie R musi przecina¢ $ciezke P (argument podobny do dowodu
drugiej czesci Lemat 8). Poniewaz P jest symetryczna wzgledem prostej {y = n},
zdarzenie polegajace na istnieniu ciecia horyzontalnego R przecinajacego P po raz
ostatni w punkcie nalezacym do krzywej P, ma prawdopodobiefistwo przynajmniej
P, (H(R)). Niech

Y (P,) = {istnieje §ciezka P, w R na prawo od P laczaca P, z prawym bokiem R} .

Wowczas z powyzszego mamy P, (Y (P1)) > 3P, (H(R)). Zdarzenie Y (Py) zalezy
tylko od krawedzi lezacych na prawo od P, a zatem zdarzenia {LV (S) = P} i Y (FP)
sa niezalezne. Stad

P, (Y(P) | LV(S) = 1) =P, (Y(1)) >

> 5P, (H(R)),
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Rysunek 19: Prostokat R i kwadrat S wraz ze $ciezkami P, P, oraz P,.

Py

gdzie P; jest ustalone. Zauwazmy, ze zdarzenia {LV(S) = P} i Y(P)) implikuja
X(R). Zatem

B, (Y(P) i LV(S) = P)
Pp (LV(S) = Pl)

5Py (H(R) <P, (Y(P1) | LV(S) = 1) =

_ B (X(R) i LV(S) = P1)
ST R@VE) =R)

Stad, uwzgledniajac fakt, ze V(S) = Up {LV(S) = P1} i jest to suma roztaczna,

Py (X(R)) _ By (X(R)1V(S)) _ 3 P, (X(R) i LV(S) = P)

BVE) " BRIVE) 4 B(VB)
1 P,(LV(S)=P) 1
> 3B (H(R) Y =g e = 3By (H(R)

Korzystajac z Lematu 9 udowodnimy nastepujacy lemat.

Lemat 10. Niech p > 1 bedzie liczba naturalna. Istnieje stala co(p) > 0 taka, ze
dla R = [0,2pn] x [0, 2n] mamy

P1j2(H(R)) = ca(p).

Dowdd. Dla R = [0,m] x [0,n] niech Ay, = P19 (H(R)). Udowodnimy nier6wnosé

h2m—n,2n - 25 hgn 2n m Z n. (9)
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Z nierownosci (9) wynika juz teza lematu. Faktycznie, poniewaz hay, 2, > 1/2 na mocy
Wniosku 1, bez trudu udowadniamy przez indukcje nier6wnos¢ hyor1yn,2, > 262%
dla I > 0. Niech ly(p) = inf{l: 2 +1 > 2p}. Wowcezas

1 1
h2np,2n > h(210+1)n,2n > 96-2l0—5 2 224p—5’

gdyz 2m0~1 < 2mo=1 11 < 2p.

(n —m,2n) (0,2n) (n,2n) (m, 2n)

o D
C

(n —m,0) 0,0) (,0) (m, 0)

Rysunek 20: Prostokaty R i1 R’ oraz zdarzenia Ey i Es.

Przystepujemy do dowodu nieréwnosci (9). Niech R = [0,m] x [0,2n] i niech
R = [n—m,n] x [0,2n]. Niech F; = X(R) i niech Ey bedzie odbitym zdarzeniem
X(R') (patrz Rysunek 20). Dodatkowo dla S = [0,n] x [0,n] niech E3 = H(S).
Oczywiscie zdarzenia F1, Ey, E'5 sa zdarzeniami monotonicznymi oraz ich koniunkcja
implikuje zdarzenie H(R U R’). Stad z Lematu 7 mamy

Pijo (HRUR')) > Pyjg (E1 N Ey N E3) > Py (E) Pyjo (Es) Pryo (Es)
=Py (X(R))’ Py (H(S)).

z Lematu 9 mamy
Puja (X(R)) 2 5Py (H(R) By (V(S)).
Ponadto z Wniosku 1 mamy Py /5 (V(5)) = P12 (H(S)) > 1/2. Stad
Pyjp (H(RU R)) = ipl/z (H(R))* Py (V(9)) Brjz (H(S)) = 2Py (H(R))*.
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Rysunek 21: Prostokaty R;, Rs, Rs i R4 oraz odpowiadajace im ciecia
H(Ry),V(Rs),H(R3),V(Ry).

Oczywiscie R U R’ ma szeroko$¢ 2m — n i wysoko$¢ 2n, a zatem udowodniliSmy
nier6wnosé (9). O

Dowadd turerdzenia Harrisa. Rozwazmy pierscien ograniczony dwoma kwadratami o
bokach dtugosci 6n oraz 2n. PiersScien ten da sie pokry¢ czterema prostokatami
Ry, Ry, R3, Ry. Zauwazmy, ze zdarzenia H(Ry),V(Rz), H(R3) i V(R4) implikuja ist-
nienie otwartego cyklu otaczajacego srodek pierscienia (Rysunek 21). Z Lematu 7 i
z Lematu 10 dla p = 3 mamy

Py sy (H(Ry) NV (Ry) N H(Rs) NV (Ry)) > Py (H(Ry)) > ¢4,

gdzie co = ¢2(3). Rozwazmy ciag roztacznych pierscieni Aq, As, ... o $rodkach w 0,
gdzie Ay jest ograniczony kwadratami o bokach 4% i 3-4%. Niech C}, oznacza zdarzenie
polegajace na tym, ze pierscienn Ay nie zawiera cyklu otaczajacego srodek tego pier-
$cienia. Zdarzenie to ma prawdopodobieristwo nie wigksze niz 1 — ¢j < 1. Zdarzenia
C1, Cy, ... sa niezalezne, a zatem ich koniunkcja ma prawdopodobienistwo 0. Wynika
stad, ze z prawdopodobienstwem 1 istnieje cykl C otaczajacy punkt (1/2,1/2) na
kracie dualnej. Wynika stad, ze spojna sktadowa punktu (1/2,1/2) w kracie dualnej
jest skoniczona i ograniczona cyklem C. Stad 0(1/2) = 0, a zatem Py /5 (Ey) = 0. [

4.4 Dowbdd twierdzenia Kestena

Rozpoczniemy od nastepujacego lematu, mowiacego, ze dla p > 1/2 prawdopodo-
bienstwo istnienia otwartego ciecia dla duzych prostokatow 12n x 4n jest bardzo
bliskie 1.
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Rysunek 22: Dyskretny torus Tog wraz z zaznaczonym prostokatem 5 x 3.

Lemat 11. Dla p > 1/2 istnieja state 6 = d(p) > 01 ng = no(p) takie, ze dla n > ny
i prostokata R,, o szerokosci 12n i wysokosci 4n mamy

P,(H(R,))>1—-n""’.

Dowdd. Jesli R jest prostokatem 14n na 2n to Py/o (H(R)) > ¢, dla statej c; = c5(7)
z Lematu 8. Aby jednak moc skorzysta¢ z Twierdzenia 1, musimy skonstruowaé od-
powiednie symetryczne zdarzenia losowe. W tym celu rozwazmy dyskretny torus T,,,
czyli zbior Z2/(nZ x nZ), przy czym wierzchotki (ki,11) i (ko,l2) taczymy krawedzia
jesli |k — k1l =1 modn oraz I3 —l; = 0 mod n lub |l; — ;] = 1 mod n oraz
ki — ko = 0 mod n. Mamy zatem n? wierzchotkéw i N = 2n? krawedzi (Rysunek
22).

Niech 1 < k1 < n — 2. Prostokatem k£ x [ w T,, nazywamy graf indukowany
z podgrafu Z? bedacego prostokatem k x [ w tym grafie. Poniewaz k,l < n — 2,
prostokaty k na | w T,, sa izomorficzne z prostokatami k x [ w Z2. Sa one zbyt male,
zeby mogty sie na torusie zawing¢. Innymi stowy, mamy do czynienia z normalnymi
prostokatami, ale narysowanymi na torusie. Kazda krawedz w T, jest otwarta z
prawdopodobienstwem p i zamknieta z prawdopodobienstwem 1 — p, oczywiscie nie-
zaleznie dla kazdej krawedzi. Odpowiadajaca temu modelowi miare na przestrzeni
konfiguracji krawedzi {O, Z}" oznaczamy przez P)». Niech E, bedzie zdarzeniem
polegajacym na tym, ze na T, istnieje prostokat 14n X 2n z otwartym cieciem hory-
zontalnym lub prostokat 2n x 14n z otwartym cieciem wertykalnym. Zauwazmy, ze
E,, jest zdarzeniem symetrycznym. Dla T = Ty, liczba krawedzi wynosi N = 512n2.
Niech R bedzie ustalonym prostokatem 14n x 2n na T i niech R’ bedzie odpowiada-
jacym mu prostokatem na Z2. Wowczas

]P)’]IT/Q(ER) > PTE/Q(H(R)) = IED1/2 (H(R/)) > Co.
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1
Niech § = 22 gdzie ¢; jest stalyg z Twierdzenia 1 i niech ¢ = n Istnieje

64cy
no = no(p) takie, ze dla n > ny mamy € < ¢5 < 1/2. Oczywiscie

In(1/e) In(1/2¢)
In(n?) “ In(512n2)

1
— — =064c10 =
p B 1 1
Korzystajac z notacji uzyte] w Twierdzeniu 1 wprowadzamy liczby p_(g),pi(e) €
[0, 1] spetniajace rownosci

T _ T _
IP’p_(E)(En) =, Pp+(5)(En) =1-c.

Poniewaz IPﬂlr/z(En) > ¢o > ¢, mamy p_(¢) < 1/2. Korzystajac z Twierdzenia 1
otrzymujemy

1 In(1/2¢) 1

p+(e) — B} <py(e) —p-(e) < CIW <p-— 3

a zatem p > p, (¢). Wynika stad, ze

T _ —1285
P (E,)>1-e=1-n .

; |

(n,n) (p,n)
| | |
(p,p) (n,p)

Rysunek 23: Prostokaty R i R; oraz ich wzajemne polozenie w zaleznosci od wspol-
rzednej lewego dolnego rogu prostokata R (czarna kropka). Litera n oznacza wspol-
rzedna nieparzysta zas litera p wspolrzedng parzysta.

Musimy teraz przejs¢ od zdarzenia F, do zdarzenia H(R). Rozwazmy pokrycie
torusa T = T4, za pomoca 64 prostokatow Ry, ..., Rgs 0 wymiarach 12n x 4n, z
ktorych kazdy ma lewy dolny rog w punkcie (k, 1) o wspotrzednych parzystych. Oczy-
wiscie niektore prostokaty przecinaja sie wzajemnie. Zauwazmy, ze dla dowolnego
prostokata R o wymiarach 14n x 2n istnieje 1 < ¢ < 64 takie, ze RN R; jest pro-
stokatem o wymiarach 12n x 2n (Rysunek 23). W tym przypadku H(R) implikuje
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H(R;). Pododnie, istnieja prostokaty Regs, .. ., Riss wymiarow 4n x 12n pokrywajace
T takie, ze dla kazdego prostokata R wymiaréw 2n x 14n istnieje 65 < ¢ < 128 takie,
ze RN R; jest prostokatem o wymiarach 2n x 12n. W tym przypadku V(R) implikuje
V(R;). Niech E,; = H(R;) dla1 < i < 64 oraz E,; = V(R;) dla 65 <i < 128. Z
powyzszego wynika, ze jesli F,, zachodzi to zachodzi réwniez jedno ze zdarzen £, ;,
1 < < 128. Przechodzac do dopelnien mamy

128

(E;: C E;.
=1

Zdarzenia EY ; sa zdarzeniami malejacymi. Stad na mocy Lematu 7 mamy

128 128
B > B (m E) > T[P (e, — (s .
=1

i=1

Zatem )

PE(ES,) < PL(ES) S = (1-FN(B,))™ <o’

Stad
P (Ep1) >1—n"".

Zdarzenie L, 1, polegajace na istnieniu horyzontalnego ci¢cia dla ustalonego pro-
stokata 12n x 2n na torusie, moze by¢ utozsamione ze zdarzeniem polegajacym na
istnieniu analogicznego ciecia dla ustalonego prostokata 12n x 2n na kracie Z2. Zatem

P, (H(R)) =P} (E,1) >1—n"".
O

Oczywiscie z powyzszego lematu wynika analogiczny lemat dla prostokatow 8n x
4n.

Lemat 12. Dla p > 1/2 istnieja state § = §(p) > 01 ng = no(p) takie, ze dla n > ny
i prostokata R,, o szerokosci 8n i wysokosci 4n mamy

P,(H(R,))>1—-n""’.

JesteSmy gotowi to udowodnienia twierdzenia Kestena.
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Dowdd twierdzenia Kestena. Niech p > 1/2. Niech § = §(p) i ng = no(p) beda dane
przez Lemat 12. Niech m > ng i niech n = 4m. Dla k£ = 0,1,... definiujemy
prostokaty Ry = [0,2%n] x [0,2"!n] gdy k jest parzyste i Ry = [0,25 1n] x [0, 2%n]
gdy k jest nieparzyste (Rysunek 24).

Niech Ej = H(Ry) dla k nieparzystych i E, = V(Ry) dla k parzystych. Jesli
zachodza wszystkie zdarzenia Ej, k > 0 to zachodzi rowniez zdarzenie E,, (ciecia
horyzontalne i wertykalne dla prostokatow Ry i Ry, 1 musza sie spotkaé). Stad

P, (E%) <P, (U Ek> <D OB (EY <Y ()70 =+ f;s <1,

k>0 k>0 k>0

o ile n = 4m jest dostatecznie duze. Wynika stad, ze P, (E) > 0.

Ry

R
RO

Rysunek 24: Prostokaty Ry, Ry, Ry i R3 oraz odpowiadajace im otwarte ciecia Ej,
Eb E2 oraz Eg.
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