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Przej±cia fazowe

Piotr Nayar ∗

16-22 wrze±nia 2013, Maªe Ciche

Streszczenie

Opiszemy wybrane aspekty teorii przej±¢ fazowych. Zilustrujemy najwa»-

niejsze idee tej teorii i ich uniwersalny charakter. Posªu»¡ nam do tego przy-

kªady naczerpni¦te nie tylko z �zyki, ale równie» z matematyki i informatyki

teoretycznej. W szczególno±ci omówimy przej±cia fazowe zwi¡zane z modelem

Isinga i modelem perkolacji na kracie caªkowitoliczbowej Z2.

1 Wst¦p

Przej±cia fazowe, rozumiane jako procesy �zyczne, to procesy termodynamiczne po-
legaj¡ce na przej±ciu jednej fazy materii w drug¡. Przykªadem mo»e by¢ tutaj przej-
±cie fazowe ciecz-gaz (parowanie). Tego typu przej±cia fazowe mo»emy opisywa¢ przy
pomocy wielko±ci makroskopowych, bez wnikania w wewn¦trzn¡ struktur¦ materii.
Innymi sªowy, mo»emy opisywa¢ parowanie nie wiedz¡c, »e woda skªada si¦ z cz¡-
steczek H2O. Opis ten jest mo»liwy na gruncie termodynamiki fenomenologicznej,
gdzie posªugujemy si¦ parametrami termodynamicznymi, takimi jak obj¦to±¢ lub ci-
±nienie. Czytelnik powinien rozumie¢, »e ci±nienie jest wielko±ci¡, która w zasadzie
ma sens jedynie w odniesieniu do eksperymentalnego badania ukªadu zªo»onego z
wielu cz¡stek. Nie mo»emy przecie» powiedzie¢, »e gaz zªo»ony np. z dziesi¦ciu cz¡-
stek zamkni¦tych w szczelnym naczyniu ma jakie± ci±nienie. Przez wi¦kszo±¢ czasu
cz¡steczki te nie maj¡ kontaktu ze ±ciankami naczynia, a zatem nie oddziaªuj¡ z
nim »adnymi siªami. Nie mo»emy wi¦c wtedy mówi¢ o dodatnim ci±nieniu. Cz¡-
steczka wywiera ci±nienie na ±ciank¦ naczynia tylko w krótkim czasie jej zderzenia
z t¡ ±ciank¡. Je±li gaz skªada si¦ z wielu cz¡stek, to obserwujemy staªe jego ci±nie-
nie, poniewa» urz¡dzenie pomiarowe nie jest tak dokªadne, aby wyªapa¢ i zmierzy¢
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zachodz¡ce szybko w czasie zmiany ci±nienia. W efekcie obserwowane wskazania s¡
wielko±ciami u±rednionymi po czasie (mówimy, »e urz¡dzenie posiada bezwªadno±¢).

Wiemy, »e w wysokich temperaturach woda przyjmuje form¦ gazow¡, a w niskich
jest ciaªem staªym. Korzystamy z tego wielokrotnie, np. je»d»¡c zim¡ na nartach.
Je±li mamy okre±lon¡ ilo±¢ wody (np. 1 mol) w stanie równowagi1, to mo»emy opisa¢
stan tej ilo±ci materii za pomoc¡ maªej liczby parametrów, zwanych parametrami
stanu. Co wi¦cej, mi¦dzy parametrami stanu wyst¦puj¡ zwi¡zki, zwane równaniami
stanu. Np. równanie stanu gazu doskonaªego (tzw. równanie Clapeyrona) ma posta¢

pV = NRT,

gdzie p jest ci±nieniem gazu, T jego temperatur¡ oraz V � obj¦to±ci¡ gazu. Staªa R
jest to tzw. staªa gazowa. Oczywi±cie N oznacza liczb¦ moli. Stan gazu doskonaªego
(zªo»onego z N moli materii) mo»emy opisa¢ za pomoc¡ parametrów p, V, T , przy
czym wyst¦puje zwi¡zek mi¦dzy tymi parametrami. W efekcie, mo»emy poda¢ tylko
dwa z tych parametrów, aby opisa¢ stan, w którym aktualnie znajduje si¦ nasz gaz.

Wró¢my do opisu stanów wody. Przypu±my, »e chcemy opisywa¢ wod¦ przy po-
mocy ci±nienia i temperatury, przyjmuj¡c, »e obj¦to±¢ nie jest kolejnym niezale»nym
parametrem (podobnie jak to byªo dla gazu doskonaªego). Je±li zechcemy spróbo-
wa¢ uwzgl¦dni¢ rozmiary cz¡stek i fakt, »e cz¡stki ze sob¡ oddziaªuj¡, to otrzymamy
(stosuj¡c przybli»enia tzw. pola ±redniego) równanie stanu gazu van der Waalsa(

p+N2 a

V 2

)
(V −Nb) = NRT,

ale nawet to równanie nie opisuje wszystkich subtelno±ci gazu rzeczywistego, którego
wªasno±ci zale»¡ mi¦dzy innymi od skªadu atomowego i symetrii cz¡stek.

Na Rysunku 1 pokazano diagram fazowy argonu2 na pªaszczy¹nie stanów (T, p).
Wyró»nione zostaªy trzy fazy � staªa (s), ciekªa (l) i gazowa (g). Gdy ci±nienie wynosi
1 atm, w miar¦ zwi¦kszania temperatury przechodzimy najpierw przez faz¦ staª¡,
potem przez ciekª¡, a nast¦pnie przez gazow¡. Mamy zatem dwa przej±cia fazowe.
Dla ci±nie« ni»szych ni» 0,7 atm lód przechodzi od razu w faz¦ gazow¡, czyli nast¦puje
tzw. sublimacja. Je±li ci±cienie jest wy»sze ni» 48 atm, nie b¦dziemy potra�li wskaza¢
»adnego konkretnego momentu, w którym podczas zwi¦kszania temperatury ciecz
zamieni si¦ w gaz. Je±li po diagramie fazowym b¦dzie poruszali si¦ po krzywej

1Tzn. w stanie o ustalonych parametrach takich jak ci±cienie, temperatura, obj¦to±¢, w którym

to stanie nie ma makroskopowych przepªywów materii, energii...
2Zajmujemy si¦ tutaj argonem, a nie wod¡, poniewa» argon jest jednoatomowym gazem szla-

chetnym, a zatem ma mo»liwie prost¡ struktur¦ mikroskopow¡. Okazuje si¦, »e lód wodny ma wiele

ró»nych odmian przy wysokich ci±nieniach.
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γ1, zauwa»ymy gwaªtowne przej±cie wody ze stanu ciekªego w gazowy. Natomiast
poruszaj¡c si¦ po krzywej γ2 przej±cie to b¦dzie pªynne.

p

T

48atm

0.7atm

Tc = 151KTt = 84K

punkt krytyczny
punkt potrójny

γ1

γ2

c
g

l

Rysunek 1: Diagram fazowy argonu na pªaszczy¹nie (T, p).

Na diagramie zaznaczono dwa charakterystyczne punkty � punkt potrójny i punkt
krytyczny. W punkcie potrójnym mog¡ wspóªistnie¢ ze sob¡ wszystkie trzy fazy.
Punkt krytyczny jest punktem, w którym ko«czy si¦ linia wspóªistnienia fazy ciekªej
i gazowej. Ten drugi punkt b¦dzie nas interesowaª w sposób szczególny.

Mo»emy równie» narysowa¢ diagram fazowy wody na pªaszczy¹nie (v, T ), gdzie
v = V/N jest obj¦to±ci¡ molow¡ substancji (Rysunek 2). Na tym diagramie obszary
wspóªistnienia faz nie s¡ ju» liniami. Interesuje nas linia ograniczaj¡ca obszar wspóª-
istnienia fazy ciekªej i gazowej w otoczeniu punktu krytycznego. Okazuje si¦, »e linia
ta mo»e by¢ opisana za pomoc¡ zale»no±ci pot¦gowych,

v(−) ≈ v
(−)
0 |T − Tc|β, v(+) ≈ v

(+)
0 |T − Tc|β,

przy czym v(−) i v(+) oznaczaj¡ odpowiednio lew¡ i praw¡ gaª¡¹ krzywej. Ekspery-
mentalnie ustalono warto±¢ parametru β = 0.3265.

Zmie«my na chwil¦ temat i zajmijmy si¦ substancjami o wªasno±ciach magnetycz-
nych. Tym razem, zamiast ci±nienia, b¦dziemy rozpatrywa¢ pole magnetyczne H, w
którym znajduje si¦ ukªad. Analogiem obj¦to±ci molowej b¦dzie magnetyzacja ma-
teriaªu3. Tak jak zwi¦kszaj¡c ci±nienie gazu w balonie zwi¦kszamy jego obj¦to±¢, tak

3Czytelnik, który nie wie czym jest magnetyzacja, nie powinien si¦ tym w tej chwili przejmowa¢.
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v

T

Tc

Tt

s+g

g+l

s

l g

s+l

punkt krytyczny

Rysunek 2: Diagram fazowy argonu na pªaszczy¹nie (v, T ).

zwi¦kszaj¡c pole magnetyczne zwi¦kszamy magnetyzacj¦ materiaªu. Na tej zasadzie
dziaªaj¡ kasety VHS. Zapis informacji na takiej kasecie odbywa sie poprzez dziaªanie
na ta±m¦ zewn¦trznym polem magnetycznym, przez co ta±ma ulega magnetyzacji.
Okazuje si¦, »e (w temperaturach pokojowych) usuni¦cie pola magnetycznego nie
powoduje rozmagnesowania materiaªu ta±my. Wytworzona magnetyzacja nie znika.
Takie materiaªy nazywamy ferromagnetykami.

Magnetyzacja (czyli wypadkowy moment magnetyczny) jest w ogólno±ci wekto-
rem. Nas b¦dzie interesowa¢ model jednoosiowego ferromagnetyka, czyli model, w
którym magnetyzacja dowolnego atomu (uwaga: zacz¦li±my mówi¢ o atomach...) jest
wektorem równolegªym do ustalonej osi. Rysunek 3 pokazuje diagram fazowy jedno-
osiowego ferromagnetyka na pªaszczy¹nie (T,H). Jest to analog diagramu (T, p) dla
wody. Analogiem fazy ciekªej jest tu faza o dodatniej magnetyzacji, za± analogiem
fazy gazowej jest faza o ujemnej magnetyzacji. Pododnie jak w przypadku wody, id¡c
krzyw¡ γ1 zauwa»ymy gwaªtowne przej±cie od fazy (+) do fazy (−). W szczególno±ci

lim
H→0+

m(T,H) > lim
H→0−

m(T,H), T < Tc,

gdzie m(T,H) jest magnetyzacj¡. Natomiast magnetyzacja na krzywej γ2 jest ci¡gªa.
Rozwa»my teraz diagram fazowy na pªaszczy¹nie (m,T ), Rysunek 4. Jest to

analog diagramu na pªaszczy¹nie (v, T ) dla wody. Mo»emy zastanawia¢ si¦ nad

Zostanie to wyja±nione pó¹niej przy opisie mikroskopowym magnetyka.
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H

TTc

punkt krytyczny
(+)

(−)

γ1

γ2

Rysunek 3: Pogladowy diagram fazowy jednoosiowego ferromagnetyka na pªaszczy¹-
nie (T,H).

ksztaªtem linii wspóªistnienia faz (+) oraz (−). Ponownie linia ta w pobli»u punktu
krytycznego jest opisywana zale»no±ci¡ pot¦gow¡,

m(T, 0+) ≈ m
(+)
0 |T − Tc|β, m(T, 0−) ≈ m

(−)
0 |T − Tc|β.

I tu dzieje si¦ rzecz niewiarygodna. Okazuje si¦, »e warto±¢ eksperymentalna wy-
kªadnika β wynosi 0.3265. Wykªadnik β jest przykªadem wykªadnika krytycznego
(czyli wykªadnika opisuj¡cego prawa pot¦gowe odnosz¡ce si¦ do wielko±ci �zycznych
w otoczeniu punktu krytycznego). Mówi¡c troch¦ nieprecyzyjnie, wykªadniki kry-
tyczne maj¡ charakter uniwersalny � nie zale»¡ one od szczegoªów ukªadu. Wa»ny
jest jedynie wymiar ukªadu i wymiar tzw. parametru uporz¡dkowania. Temperatura
krytyczna Tc oraz amplitudy m(+)

0 i m(−)
0 nie s¡ uniwersalne. Uniwersalno±¢ wykªad-

ników krytycznych jest gª¦bokim faktem, który mo»na zrozumie¢ (przynajmniej z
�zycznego, nie±cisªego punktu widzenia) za pomoc¡ tzw. grupy renormalizacji.

Zajmiemy si¦ teraz opisem mikroskopowym jednoosiowego ferromagnetyka. Za-
ªó»my, »e ferromagnetyk zbudowany jest z N atomów, umiejscowionych w w¦zªach
pewnej sieci lub, ogólniej � pewnego grafu (G,E). Spin (wewn¦trzny moment magne-
tyczny) atomu znajduj¡cego si¦ w wierzchoªku v to sv ∈ R. Jest to liczba rzeczywista,
a nie wektor, poniewa» nasz ferromagnetyk jest jednoosiowy. Teraz musimy skon-
struowa¢ tzw. hamiltonian. Wi¦cej na temat tego wa»nego poj¦cia mo»na b¦dzie
przeczyta¢ w Podrozdziale 2.1. W tej chwili, jako »e jest to pogl¡dowy wst¦p, mu-
simy zadowoli¢ si¦ stwierdzeniem, »e w naszym przypadku hamiltonian jest energi¡
caªkowit¡ ukªadu, wyra»on¡ za pomoc¡ spinów. Nasza naczelna zasada jest taka:
spiny lubi¡ by¢ skierowane zgodnie z zewn¦trznym polem magnetycznym H i lubi¡
by¢ do siebie równolegªe. Przyjmijmy zatem, »e energia odziaªywania spinów sv i sw
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m

T

Tc

punkt krytyczny

(+)(−)

(+) + (−)

Rysunek 4: Pogladowy diagram fazowy jednoosiowego ferromagnetyka na pªaszczy¹-
nie (m,T ).

jest równa −Jvwsvsw, gdzie Jvw jest tzw. staª¡ sprz¦»enia. Wówczas energetycznie
korzystne (ukªady �zyczne lubi¡ d¡»y¢ do minimu energii...) jest, aby spiny sv i
sw miaªy ten sam znak (czyli ten sam zwrot). Przyjmijmy, »e oddziaªuj¡ ze sob¡
wyª¡cznie spiny znajduj¡ce si¦ w w¦zªach poª¡czonych kraw¦dzi¡. Podobnie, niech
energia oddziaªywania spinu sv z zewn¦trznym polem magnetycznym wynosi −Hvsv,
gdzie Hv jest warto±ci¡ pola w wierzchoªku v. Nasz hamiltonian ma zatem posta¢

H = −
∑

v,w: (v,w)∈E

Jvwsvsw −
∑
v∈G

Hvsv.

Nale»y by¢ ±wiadomym, »e w rzeczywistym ukªadzie �zycznym wielko±ci �zyczne
zmieniaj¡ si¦ w czasie (np. ci±nienie wywierane przez cz¡stki na ±cianki naczy-
nia). Mamy zatem obserwowan¡ warto±¢ ±redni¡ obserwabli A, ale faktycznie nasza
wielko±¢ �zyczna �uktuuje wokóª swej warto±ci ±redniej. Zaªó»my, »e chcemy zna¢
warto±¢ ±redni¡ pewnej wielko±ci �zycznej A, zale»¡cej od kon�guracji spinów sv.
Dla przykªadu, cz¦sto bedzie nas interesowa¢ ±rednia magnetyzacja przypadaj¡ca na
jeden spin,

m({sv}) =
1

|G|
∑
v∈G

sv.

W powy»szym wzorze zapis {sv} oznacza pewn¡ konkretn¡ kon�guracj¦ spinów, czyli
wybór warto±ci wszystkich zmiennych sv, v ∈ G. Okazuje si¦, »e obserwowan¡
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warto±¢ ±redni¡ mo»na policzy¢ za pomoc¡ wzoru

〈A〉kan =

∫
G
e−βH({sv})A({sv}) dΓ({sv})∫
G
e−βH({sv}) dΓ({sv})

,

gdzie Γ jest miar¡ jednostajn¡ na zbiorze G. Miar¦ probabilistyczn¡

µH =
1

Z
e−βH({sv})dΓ,

gdzie

Z =

∫
G

e−βH({sv}) dΓ({sv})

jest tzw. sum¡ statystyczn¡, nazywamy miar¡ Gibbsa. Innymi sªowy (to zdanie jest
kierowane do tych Czytelników, którzy jeszcze nie spotkali si¦ z poj¦ciem miary),
warto±¢ ±rednia obserwabli A jest wa»on¡ ±redni¡ arytmetyczn¡ warto±ci A({sv}) z
wagami e−βH({sv}).

Ale zaraz, moment! Sytuacja �zyczna jest taka, »e spiny zmieniaj¡ swoje war-
to±ci w czasie, a zatem warto±¢ obserwabli A podlega �uktuacjom. Rzecz si¦ ma
dokªadnie tak samo, jak w przypadku ci±nienia gazu zamkni¦tego w naczyniu � z mi-
kroskopowego punktu widzenia ci±nienie jest pewn¡ bardzo skomplikowan¡ funkcj¡
czasu, a nas interesuje tylko warto±¢ ±rednia tej wielko±ci, któr¡ mierzy urz¡dzenie
pomiarowe. Ale jest to ±rednia po czasie, a my przecie» de�niuj¡c miar¦ Gibbsa i
podaj¡c reguª¦ liczenia ±redniej warto±ci A nic o czasie nie mówili±my! Wszystko
dlatego, »e podstaw¡ mechaniki statystycznej jest przyj¦cie nast¦puj¡cego zaªo»enia,
zwanego hipotez¡ ergodyczn¡,

Dla ukªadu znajduj¡cego si¦ w temperaturze T warto±¢ ±rednia ob-
serwabli liczona wzgl¦dem czasu jest dla du»ych czasów równa war-
to±ci ±redniej tej obserwabli wzgl¦dem miary Gibbsa.

Prawdziwo±¢ tego zaªo»enia mo»na zwery�kowa¢ w sposób ±cisªy jedynie dla kilku
bardo prostych ukªadów. Wi¦cej informacji na temat opisanego sposobu obliczania
±rednich warto±ci obserwabli znajdzie Czytelnik w Podrozdziaªach 2.2 i 2.3.

Interesowa¢ nas b¦dzie tzw. model Isinga. W modelu tym graf (G,E) jest pod-
zbiorem kraty caªkowitoliczbowej Zd, przy czym wierzchoªki v, w s¡ poª¡czone kra-
w¦dzi¡ wtedy i tylko wtedy gdy |w − v| = 1, gdzie | · | jest odlegªo±ci¡ euklidesow¡.
Mówimy czasem, »e oddziaªuj¡ ze sob¡ jedynie spiny b¦d¡ce najbli»szymi s¡siadami
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Rysunek 5: Krata Z2.

(Rysunek 5). Przyjmujemy równie», »e spiny mog¡ przyjmowa¢ wyª¡cznie warto±ci ze
zbioru dwuelementowego {−1, 1}. B¦dziemy dalej przyjmowa¢, »e V = {1, . . . , N}d.
W Rozdziale 2.4 rozwa»ymy ukªad jednowymiarowy (d = 1). Rozwa»ymy przypa-
dek periodycznych warunków brzegowych (czyli przypadek N spinów na dyskretnym
okr¦gu) i dodatnich warunków brzegowych. Zbadamy te ukªady wyznaczaj¡c sumy
statystyczne.

Wa»ne b¦dzie dla nas poj¦cie tzw. granicy termodynamicznej. Procedura przej-
±cia do granicy termodynamicznej polega na rozwa»eniu ukªadu o sko«czonych roz-
miarach, obliczeniu interesuj¡cej nas wielko±ci �zycznej, np. ±redniej magnetyzacji
przypadaj¡cej na jeden spin, a nast¦pnie na przej±ciu z rozmiarem ukªadu do nie-
sko«czono±ci. Chodzi nam o to, aby wydoby¢ czªony zwi¡zane z zachowaniem si¦
ukªadu w jego wn¦trzu, a nie przy ±ciankach ograniczaj¡cych ukªad. W przypadku
modelu Isinga przej±cie do granicy termodynamicznej bedzie oznaczaªo wzi¦cie gra-
nicy N → ∞. Niech m(N,H, T ) bedzie ±redni¡ magnetyzacj¡ obliczon¡ za pomoc¡
miary Gibbsa dla skonczonego ukªadu. De�niujemy

m(H,T ) = lim
N→∞

m(N,H, T ).

Funkcja m(H,T ) opisuje ±redni¡ magnetyzacj¦ w ukªadzie jednorodnym. Mo»emy
teraz powróci¢ do Rysunku 4. Równania krzywej ograniczaj¡cej obszar wspóªistnie-
nia faz (+) oraz (−) maj¡ posta¢

m(T, 0+) = lim
H→0+

m(H,T ), m(T, 0−) = lim
H→0−

m(H,T ).

Dla T > Tc mamy m(T, 0+) = m(T, 0−) = 0. Posiªkuj¡c si¦ przykªadem kasety
VHS mo»emy stwierdzi¢, »e w du»ych temperaturach na takiej kasecie nie mo»e
by¢ nic nagrane. Niezerowa warto±¢ m(H,T ) powstaje w momencie zapisu, przy
pomocy oddziaªywania z zewn¦trznym polem magnetycznym. Je±li jednak czynnik
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ten zostanie usuni¦ty, magnetyzacje powróci do warto±ci zerowej. Odpowiada to
braniu granic m(T, 0±). Je±li jednak T < Tc, mamy m(T, 0+) > 0 > m(T, 0−),
czyli dziaªaj¡c np. dodatnim polem magnetyczny, a nast¦pnie usuwaj¡c to pole,
otrzymamy ukªad z dodatni¡ magnetyzacj¡. Temperatura Tc jest cz¦sto nazywana
temperatur¡ Curie.

W Podrozdziale 2.4 udowodnimy, »e dla modelu jednowymiarowego obszar ten
jest zdegenerowany, czyli m(T, 0+) = m(T, 0−) = 0 dla T > 0. Zatem w tym przy-
padku ukªad nie przejawia wªasno±ci ferromagnetycznych i nie jest mo»liwe wspóª-
istnienie fazy (+) i fazy (−). Poka»emy równie», »e magnetyzacja w ukªadzie z
zerowym polem i z dodatnimi warunkami brzegowymi znika w granicy termodyna-
micznej. Policzymy g¦sto±¢ tzw. energii swobodnej ukªadu w temperaturze T i polu
magnetycznym H przypadaj¡cej na jeden spin,

f(H,T ) = −kBT lim
N→∞

lnZN(T,H)

N

i wyka»emy, »e jest to analityczna funkcja parametrów T,H. W my±l ogólnej teorii
przej±¢ fazowych oznacza to brak punktu krytycznego dla T > 0.

W Podrozdziale 2.5 zajmiemy si¦ dwuwymiarowym modelem Isinga z dodat-
nimi warunkami brzegowymi i z zerowym polem magnetycznym. Zaprezentujemy
tzw. argument Peierlsa i wyka»emy, »e magnetyzacja w granicy termodynamicz-
nej jest dodatnia. W przypadku swobodnych warunków brzegowych poka»emy, »e
g¦sto±¢ energia swobodnej w granicy termodynamicznej nie jest ró»niczkowaln¡ funk-
cj¡ zmiennej H. Oznacza to obecno±¢ linii wspóªistnienia fazy (+) o ±ci±le dodatniej
magnetyzacji i fazy (−) o ±ci±le ujemnej magnetyzacji.

Warto tu doda¢, »e dwuwymiarowy model Isinga dla H = 0 mo»e by¢ ±ci±le
zbadany, tzn. mo»liwe jest wyznaczenie g¦sto±ci energii swobodnej f = f(T, 0) dla
tego ukªadu,

− f

kBT
= ln 2 +

1

2π2

∫ π

0

∫ π

0

ln
(
(cosh(2K)2 − sinh(2K)(cosx+ cos y))

)
dx dy,

gdzie K = J
kBT

. Zauwa»my, »e

cosh(2K)2 − sinh(2K)(cosx+ cos y) ≥ cosh(2K)2 − 2 sinh(2K)

= 1 + sinh2(2K)− 2 sinh(2K)

= (1− sinh(2K))2 ≥ 0.

Widzimy, »e je±li dla temperatury T mamy sinh(2K) 6= 1, bo funkcja f jest anali-
tyczna w otoczeniu tego punktu. Istnieje zatem dokªadnie jedna warto±¢ K, czyli
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dokªadnie jedna warto±¢ T , dla której funkcja f posiada osobliwo±¢4. Rozwi¡zuj¡c
równanie sinh(2K) = 1 otrzymujemy

Tc =
2J

kB
· 1

ln(1 +
√

2)
.

Mo»liwe jest równie» wyznaczenie ±redniej magnetyzacji przypadaj¡cej na jeden spin,

m(T, 0+) = −m(T, 0−) =

{ (
1− sinh−4

(
2J
kBT

))1/8

gdy T < Tc

0 gdy T ≥ Tc
.

Zauwa»my, »e wzór dla T < Tc mo»emy zapisa¢ w formie

m(T, 0+) =

(
1− sinh−4

(
T

Tc
ln(1 +

√
2)

))1/8

.

Na Rysunku 6 pokazano wykresy m(T, 0+) i m(T, 0−) w funkcji T/Tc. Krzywe ogra-
niczaj¡ obszar wspóªistnienia faz (+) oraz (−). Otrzymali±my wykres zgodny z
pogl¡dowym Rysunkiem 4.

0.5 1.5 2

-1

-0.5

0.5

1

T/Tc

m(T, 0+)

m(T, 0−)

Rysunek 6: Wykresy m(T, 0+) i m(T, 0−) w funkcji T/Tc.

Mo»emy równie» wyznaczy¢ z ªatwo±ci¡ wykªadnik krytyczny β, czyli wykªadnik
opisuj¡cy zachowanie si¦ funkcji m(T, 0+) w otoczeniu T = Tc. Okazuje si¦, »e

m(T, 0+) ∝ |T − Tc|1/8,
4Trzeba chwil¦ popracowa¢, »eby stwierdzi¢, »e faktycznie nie mamy analityczno±ci dla tej kry-

tycznej warto±ci temperatury.
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czyli β = 1/8. Dlaczego nie otrzymali±my β = 0.3265? Bo rozwa»yli±my ukªad
dwuwymiarowy, a podane warto±ci eksperymentalne odnosiªy si¦ do ukªadów trój-
wymiarowych � wspomnieli±my ju», »e wykªadnik β zale»y od wymiaru ukªadu.

Do tej pory, z matematycznego punktu widzenia, badali±my wªasno±ci miary Gib-
bsa na zbiorze {−1, 1}n, gdzie M byªo liczb¡ spinów w ukªadzie. W drugiej cz¦±ci
wykªadu, Rozdziaª 3 zajmiemy si¦ badaniem miar produktowych na kostce {−1, 1}n
i funkcji f : {−1, 1}n → R. Naszym pierwszym celem b¦dzie udowodnienie przybli-
»onego prawa 0-1 Koªmogorowa dla modelu grafu losowego Erdösa-Renyi. W modelu
tym rozwa»amy zbiór zªo»ony z N wierzchoªków. Ka»da para wierzchoªków jest po-
ª¡czona kraw¦dzi¡ z prawdopodobie«stwem p ∈ [0, 1], niezale»nie. Niech xi b¦dzie
zmienn¡ przyjmuj¡c¡ warto±¢ 1, je±li i-ta kraw¦d¹ wyst¦puje w gra�e oraz −1, je±li
i-tej kraw¦dzi w gra�e nie ma. Zde�niowali±my graf losowy, którego rozkªad kraw¦-
dzi jest miar¡ Pp = (pδ1 + (1− p)δ1)⊗n, gdzie n =

(
N
2

)
. Interesuj¡ nas symetryczne

zdarzenia monotoniczne zwi¡zane z tym grafem. Zdarzenie jest monotoniczne, je±li
doªo»enie kraw¦dzi nie mo»e spowodowa¢, »e zdarzenie przestanie zachodzi¢. Zdarze-
nie A jest symetryczne, je±li jest ono niezmiennicze ze wzgl¦du na przenumerowanie
wierzchoªków. Przykªadem symetrycznych zdarze« monotonicznych s¡ zdarzenia graf
jest spójny oraz w gra�e istnieje klika K5. Zauwa»my, »e nasz model zale»y od pa-
rametrów p i n. Interesuje nas zachowanie funkcji [0, 1] 3 p 7→ Pp(A). Oczywi±cie
spodziewamy si¦, »e funkcja ta jest ci¡gªa i monotoniczna dla zdarze« monotonicz-
nych. Niech ε ∈ (0, 1/2). De�niujemy p−(ε) i p+(ε) za pomoc¡ relacji Pp−(ε) = ε
oraz Pp+(ε) = 1− ε. Okazuje si¦, »e przedziaª (p−(ε), p+(ε)) jest dla du»ych n bardzo
krótki, mianowicie

|p+(ε)− p−(ε)| ≤ c1
ln(1/2ε)

lnn
.

Jest to wªa±nie przybli»one prawo 0-1 Koªmogorowa. Mo»emy zatem powiedzie¢, »e
monotoniczne zdarzenia symetryczne podlegaj¡ przej±ciom fazowym. Mamy zasad-
niczo dwie fazy � faz¦ 0, w której zdarzenie A nie zachodzi i faz¦ 1, w której zdarzenie
zachodzi. Dla maªych prawdopodobie«stw p wyst¡pienie zdarzenia A jest maªo praw-
dopodobne, za± dla du»ych p jest bliskie 1, przy czym funkcja [0, 1] 3 p 7→ Pp(A)
ro±nie gwaªtownie na bardzo krótkim przedziale. Fakt ten zostanie udowodniony w
Podrozdziale 3.4 (Twierdzenie 2). Dowód zostanie sformuªowany w j¦zyku funkcji
boolowskich f : {−1, 1}n → {−1, 1}. B¦dzie on od nas wymagaª wypracowania
technik zwi¡zanych z analiz¡ spektraln¡ funkcji na kostce dyskretnej. Ka»d¡ funkcj¦
f : {−1, 1}n → R mo»emy zapisa¢ jednoznacznie w postaci wielomianu

f =
∑

S⊂{1,...,n}

aSwS,
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gdzie wS(x1, . . . , xn) =
∏

i∈S xi. Wspóªczynniki (aS)S⊂S nazywamy spektrum funkcji
f . Kluczowy b¦dzie dla nas operator szumu,

Tδ(f) =
∑

S⊂{1,...,n}

aSwSδ
|S|.

Wyka»emy, »e operator ten jest hiperkontraktywny, czy speªnia nierówno±¢

‖Tδf‖2 ≤ ‖f‖1+δ2 ,

gdzie ‖f‖p = (E|f |p)1/p. Ostatnim krokiem po±rednim w dowodzie Twierdzenia 2
b¦dzie Twierdzenie KKL. W sformuªowaniu tego twierdzenia wyst¦puj¡ wielko±ci

Ipi (f) = Pp
(
f(x) 6= f(xi)

)
,

gdzie xi = (x1, . . . ,−xi, . . . , xn) dla x = (x1, . . . , xn). Wielko±ci Ipi , i = 1, . . . , n
nazywamy in�uencjami funkcji f . Opisuj¡ one ±redni wpªyw i-tego bitu na warto±¢
funkcji f . Poka»emy nierówno±¢ Talagranda

n∑
i=1

Ipi (f) ≥ cVarp(f) ln

(
1

maxi=1,...,n I
p
i (f)

)
.

Nierówno±¢ ta, w poª¡czeniu z tzw. Lematem Russo, w ªatwy sposób implikuje
Twierdzenie 2. Zgodnie z Lematem Russo dla funkcji monotonicznych zmiany funkcji
[0, 1] 3 p 7→ Pp(A) mo»emy kontrolowa¢ przez sum¦ in�uencji funkcji f , a konkretnie

d
dp

Pp (f = 1) =
n∑
i=1

Ipi (f).

W Rozdziale 4 b¦dziemy bada¢ pewien graf losowy o niesko«czonej liczbie wierz-
choªków. Rozwa»my krat¦ Z2 ze struktur¡ grafu, w której kraw¦dziami poª¡czone
s¡ s¡siednie wierzchoªki (ka»dy punkt ma 4 s¡siednie wierzchoªki � rzecz si¦ ma po-
dobnie jak w modelu Isinga). Nast¦pnie, niezale»nie, o ka»dej kraw¦dzi decydujemy,
czy jest ona otwarta (z prawdopodobie«stwem p), czy te» zamkni¦ta (z prawdo-
podobie«stwem 1 − p). Otrzymali±my model podobny do modelu Erdösa-Renyi, z
tym »e przestrze« kraw¦dzi jest teraz niesko«czona i nie ka»dej parze wierzchoªków
odpowiada kraw¦d¹. Niech E∞ b¦dzie zdarzeniem polegaj¡cym na istnieniu niesko«-
czonej otwartej spójnej skªadowej. Otwarta spójna skªadowa (czyli otwarty klaster)
jest zbiorem wierzchoªków V o tej wªasno±ci, »e dla dowolnych a, b ∈ V wierzchoªki
a, b da si¦ poª¡czy¢ ±cie»k¡ zªo»on¡ z otwartych kraw¦dzi. Z klasycznego prawa 0-
1 Koªmogorowa wynik, »e Pp (E∞) ∈ {0, 1}. Okazuje si¦, »e dla p ≤ 1/2 mamy
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θ(p)

p

pc = 1/2

punkt krytyczny

1

Rysunek 7: Pogladowy wykres funkcji p 7→ θ(p).

Pp (E∞) = 0 oraz dla p > 1/2 jest Pp (E∞) = 1. Jest to sªynne twierdzenie Harrisa-
Kestena. Naszym celem jest podanie dowodu tego twierdzenia.

Posªu»ymy si¦ parametrem θ(p) = Pp (|C0| =∞), gdzie C0 jest otwart¡ spójn¡
skªadow¡ punktu 0. Na Rysunku 7 pokazano pogl¡dowy wykres funkcji p 7→ θ(p).
Wielko±¢ θ(p) mo»emy traktowa¢ jak parametr uporz¡dkowania, który rozró»nia dwie
fazy � faz¦ bez nieskonczonego otwartego klastra (p ≤ 1/2) i faz¦ z niesko«czonym
otwartym klastrem (p > 1/2). Analogiem obserwabli

m({sv}) =
1

|G|
∑
v∈G

sv

w modelu Isinga jest tutaj wielko±¢ 1{|C0|=∞}. Podobnie jak m({sv}) zale»y od
konkretnej kon�guracji spinów, tak 1{|C0|=∞} zale»y od wyboru otwartych kraw¦dzi.
Natomiast m = 〈m({sv})〉kan i θ(p) = E1{|C0|=∞} s¡ wielko±ciami u±rednionymi
rozró»niaj¡cymi fazy. Parametr p mo»e by¢ porównany do parametru T w modelu
Isinga. Punkt pc nazywamy prawdopodobie«stwem krytycznym � w modelu Isinga
odpowiada mu temperatura krytyczna Tc. Zachowanie si¦ funkcji p 7→ θ(p) mo»na
opisa¢ zale»no±ci¡ pot¦gow¡

θ(p) ≈ (p− pc)
5
36 .

Zatem β = 5/36 jest odpowiednim wykªadnikiem krytycznym. Okazuje si¦, »e jest on
uniwersalny, tzn. nie zale»y od szczegóªów sieci. Oznacza to, »e wykªadnik β bedzie
taki sam dla kraty heksagonalnej, kraty trójk¡tnej i wielu innych dwuwymiarowych
krat na R2.

Zwró¢my uwag¦ na wa»ne poj¦cie funkcji korelacji dla modelu Isinga,

G(x, y) = 〈sxsy〉kan − 〈sx〉kan 〈sy〉kan .
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nazwa de�nicja zachowanie wyk.
warto±¢
na Z2

funkcja per-

kolacji
θ(p) = Pp (|C0| =∞) θ(p) ≈ (p− pc)β β 5/36

±rednia wiel-

ko±¢ C0
χf (p) = Ep(|C0|; |C0| <∞) χf (p) ≈ |p− pc|−γ γ 43/18

liczba

otwartych

klastrów na

wierzchoªek

κ(p) = Ep(|C0|−1) κ′′′(p) ≈ |p− pc|−1−α α −2/3

momenty

|C0| χfk(p) = Ep(|C0|k; |C0| <∞)
χfk+1(p)

χfk(p)
≈ |p− pc|−∆ ∆ 91/36

dªugo±¢ kore-

lacji
ξ(p)−1 = −1

n
limn→∞ ln τ fp (ne1) ξ(p) ≈ |p− pc|−ν ν 4/3

rozkªad |C0| Ppc(|C0| = n)
Ppc(|C0| = n) ≈
n−1−1/δ δ 91/5

±rednica |C0| rad(C0) = max{|x| : x ∈ C0}
Ppc(rad(C0) = n) ≈
n−1−1/ρ ρ 96/10

funkcja spój-

no±ci
τ fp (x) = Pp (x ∈ C0; |C0| <∞) τ fpc(ne1) ≈ n2−d−η η 5/24

Tablica 1: Prawa pot¦gowe i odpowiadaj¡ce im wykªadniki krytyczne wraz z warto-
±ciami liczbowymi dla perkolacji na kracie Z2.
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nazwa de�nicja zachowanie wyk.
warto±¢
na Z2

spontaniczna

magnetyza-

cja
m(T,H) = −

(
∂f
∂H

)
T

m(T, 0+) ≈ |T − Tc|β β 1/8

podatno±¢

magnetyczna
χ(H,T ) =

(
∂m
∂H

)
T

χ(0, T ) ≈ |T − Tc|−γ γ 7/4

ciepªo

wªa±ciwe
CH = T 2

(
∂2g
∂T 2

)
H

CH=0 ≈ |T − Tc|−α α 0

magnetyzacja

w T = Tc
m(T,H) = −

(
∂f
∂H

)
T

m(Tc, H) ≈ |H|1/δ δ 15

gs(λ
aτ, λbh) = λgs(τ, h) ∆ = b/a ∆ 15/8

dªugo±¢ kore-

lacji
g(x, y)H=0 ≈T→Tc e−|x−y|/ξ

|x−y|d−2+η

ξ(T > Tc, H = 0) ≈
|T − Tc|−ν

ν 1

funkcja kore-

lacji
g(x, y)H=0 = Cor(sx, sy) g(x, y) ≈T→Tc e−|x−y|/ξ

|x−y|d−2+η η 1/4

Tablica 2: Prawa pot¦gowe i odpowiadaj¡ce im wykªadniki krytyczne wraz z warto-
±ciami liczbowymi dla modelu Isinga na kracie Z2.

Okazuje si¦, »e funkcja ta ma nast¦puj¡ce asymptotyczne zachowanie dla H = 0,

g(x, y)H=0 ≈T→Tc
e−|x−y|/ξ

|x− y|d−2+η
.

Parametr ξ jest tzw. dªugo±ci¡ korelacji. Jego zachowanie w otoczeniu punktu
krytycznego mo»e by¢ opisane zale»no±ci¡ pot¦gow¡,

ξ(T,H = 0) ≈ |T − Tc|−ν .

W przypadku modelu dwuwymiarowe mamy ν = 1. Zauwa»my, »e dla T > Tc korela-
cja spinów maleje wykªadniczo wraz z ich odlegªo±ci¡. Gdy jednak znajdziemy si¦ w
punkcie krytycznym, otrzymujemy ξ(Tc) = +∞ i funkcja korelacji zanika pot¦gowo,

g(x, y)H=0,T=Tc ≈
1

|x− y|d−2+η
.

Funkcj¦ ξ mo»emy interpretowa¢ jako charakterystyczn¡ skal¦ dªugo±ci, wyst¦-
pujac¡ w ukªadzie. Spiny, których wzajemna odlegªo±¢ jest rz¦du ξ maj¡ korelacj¦,
która jeszcze nie jest eksponencjalnie maªa wzgl¦dem |x − y|. Ten fakt le»y u pod-
staw stosowalno±ci metody renormalizacji, za pomoc¡ której mo»na wyprowadzi¢
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relacje skalowania relacje hiperskalowania
γ = ν(2− η) dρ = δ + 1
2− α = γ + 2β = β(δ + 1) dν = 2− α
∆ = δβ

Tablica 3: Relacje skalowania i hiperskalowania w modelu perkolacji i modelu Isinga
dla wymiaru d.

tzw. relacje hiperskalowania. Natomiast relacje skalowania niezale»ne od wymiaru
wynikaj¡ z hipotezy skalowania cz¦±ci osobliwej energii swobodnej Gibbsa. Wedªug
hipotezy skalowania, istnieje rozkªad energii swobodnej Gibbsa na cz¦±¢ regularn¡ i
cz¦±¢ singularn¡,

g(τ,H) = greg(τ,H) + gs(τ,H), τ =
T − Tc
Tc

,

czy czym cz¦±¢ singularna ma charakter uniwersalny i podlega skalowaniu

gs(λ
aτ, λbH) = λgs(τ,H).

Zde�niujmy ∆ = b/a. Mo»na wówczas pokaza¢ (zainteresowanemu Czytelnikowi
polecamy to zadanie jako ¢wiczenie), licz¡c wielko±ci podane w Tabeli 2, »e prawdziwe
s¡ relacje

α = 2− 1/a
β = 1/a−∆
γ = 2η − 1/a
δ = ∆/β

.

Mo»na st¡d otrzyma¢ trzy spo±ród czterech relacji skalowania podanych w Tabeli 3.
Analogiczna wielko±¢ ξ dla modelu perkolacji opisuje zachowanie si¦ funkcji

τ fp (x) = Pp(x ∈ C0; |C0| <∞),

gdzie C0 jest otwart¡ spojn¡ skªadow¡ punktu 0. Niech e1 = (1, 0, . . . , 0). Dªugo±¢
korelacji de�niujemy jako

ξ(p)−1 =
−1

n
lim
n→∞

ln τ fp (ne1).

Oznacza to, »e τ fp (ne1) maleje wykªadniczy, przy czym charakterystyczna skala dªu-
go±ci jest zadana wªa±nie funkcj¡ ξ. Dla p→ p−c mamy

ξ(p) ≈ |p− pc|−ν
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i ponownie dªugo±¢ korelacji d¡»y do +∞, gdy zbli»amy si¦ do punktu krytycznego.

Bardzo wiele wa»nych tematów nie zostaªo poruszonych w tym wst¦pie, nad czym
autor bardzo ubolewa. W szczególno±ci, nie zostaªa przedstawiona teoria renorma-
lizacji (która nie jest teori¡ ±cisª¡ z matematycznego punktu widzenia) i nie zostaªy
opisane twierdzenia zwi¡zane z konforemn¡ niezmienniczo±ci¡ perkolacji i modelu
Isinga. Nie zostaªy wprowadzone procesy SLE, opisuj¡ce krzywe ograniczaj¡ce kla-
stry w granicy δ → 0, gdzie δ jest staª¡ sieci. Wreszcie, nie zostaªa wyja±niona
przyczyna istnienia gª¦bokich zwi¡zków mi¦dzy modelem Isinga i perkolacjami. Nie
ma na te rzeczy miejsca w niniejszym wykªadzie.
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2 Przej±cia fazowe w mechanice statystycznej

2.1 Mechanika hamiltonowska

Rozwa»my zespóª cz¡stek podlegaj¡cych prawom mechaniki klasycznej. W chwili
czasowej t ukªad ten mo»e by¢ opisany poprzez podanie uogólnionych poªo»e« cz¡-
stek5 x1, . . . , xN ∈ R oraz ich uogólnionych p¦dów p1, . . . , pN . Oznacza to, »e zacho-
wanie ukªadu w czasie opisane jest przez równania Hamiltona

dpi
dt

= −∂H
∂qi

dqi
dt

= ∂H
∂pi
.
,

gdzie H jest tzw. hamiltonianem. Rozwi¡zanie tego ukªadu 2N równa« opisuje
ewolucj¦ czasow¡ w przestrzeni fazowej Γ ⊂ R2N .

W przypadku n cz¡stek swobodnych poruszaj¡cych si¦ w przestrzeni eulidesowej
R3 mamy Xi = (x

(1)
i , x

(2)
i , x

(3)
i ) ∈ R3 oraz Pi = (p

(1)
i , p

(2)
i , p

(3)
i ) ∈ R3, i = 1, . . . , n. W

tej sytuacji N = 3n. Mamy wówczas 3N poªo»e« x(j)
i , i = 1, . . . , n, j = 1, 2, 3 oraz

3N p¦dów p
(j)
i , i = 1, . . . , n, j = 1, 2, 3. W danej chwili czasowej poªo»enie ukªadu

opisuje punkt w przestrzeni fazowej Γ = R6n. W przypadku braku odziaªywa¢ ukªadu
z otoczeniem, hamiltonian H jest energi¡ ukªadu wyra»on¡ przy pomocy poªo»e« i
p¦dów.

Przykªad 1. Rozwa»my swobodn¡ cz¡stk¦ poruszaj¡c¡ si¦ po prostej rzeczywistej
R. W tej sytuacji mamy jedno poªo»enie uogólnione x ∈ R oraz jeden p¦d uogólniony
p ∈ R. Przetrzeni¡ fazow¡ jest zatem Γ = R2. Energia cz¡stki skªada si¦ wyª¡cznie
z energii kinetycznej 1

2
mv2, gdzie v jest pr¦dko±ci¡ cz¡stki. Pami¦tamy, »e p = mv,

a zatem hamiltonian wyra»ony przez p¦d i poªo»enie jest równy

H(x, p) =
p2

2m
,

a zatem nie zale»y od x. Równania Hamiltona maj¡ posta¢

dp
dt

= 0
dx
dt

= p
m
.
,

Wynika st¡d, »e p(t) = p0 i x(t) = p0
m
t+x0. Zauwa»my, »e v0 = p0/m jest pr¦dko±ci¡

naszej cz¡stki swobodnej. Otrzymali±my ruch jednostajny.

5Je±li cz¡stka porusza si¦ po okr¦gu, poªo»eniem uogólnionym mo»e by¢ wtedy zmienna k¡towa

θ ∈ [0, 2π) opisuj¡ca pozycj¦ cz¡stki na tym okr¦gu.
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Przykªad 2. Zaªó»my, »e nasza cz¡stka nie jest swobodna, ale porusza si¦ w pewnym
potencjale V (x). Caªkowita energia cz¡stki jest teraz równa

H(x, p) =
p2

2m
+ V (x).

Równania Hamiltona maj¡ posta¢

dp
dt

= −V ′(x)
dx
dt

= p
m
.

,

Podstawiaj¡c drugie równanie do pierwszego otrzymujemy

m
d2x

dt2
= −V ′(x).

W powy»szym równaniu d2x
dt2

ma interpretacj¦ przyspieszenia a za± −V ′(x) jest siª¡
dziaªaj¡c¡ na nasz¡ cz¡stk¦. Otrzymali±my zatem drug¡ zasad¦ dynamiki Newtona,
F = ma.

Podamy ogóln¡ metod¦ rozwi¡zywania tego równania. Niech v(t) = dx
dt

(t). Wów-
czas nasze równanie jest równowa»ne z

d
dt

(
mv2

2
+ V (x)

)
= 0.

Zatem wielko±¢

E =
mv2

2
+ V (x)

jest zachowana podczas ruchu. Zauwa»my, »e E jest caªkowit¡ energi¡ ukªadu.
Otrzymali±my zachowanie hamiltonianu w czasie. Ogólnie, przy braku siª zewn¦trz-
nych, hamiltonian jest zawsze wielko±ci¡ zachowan¡. Brak siª zewn¦trznych oznacza
brak jawnej zale»no±ci hamiltonianu od czasu. Mo»emy bardzo ªatwo udowodni¢
powy»szy fakt korzystaj¡c z reguªy ªa«cuchowej,

dH
dt

=
N∑
i=1

∂H

∂pi

dpi
dt

+
∂H

∂qi

dqi
dt

=
N∑
i=1

−∂H
∂pi

∂H

∂qi
+
∂H

∂qi

∂H

∂pi
= 0.

Skorzystali±my z równa« Hamiltona.
Bior¡c pod uwag¦ fakt, »e v = dx

dt
, otrzymujemy∣∣∣∣dxdt

∣∣∣∣ =

√
2

m
(E − V (x)).

Jest to w zasadzie równanie ró»niczkowe 1-rz¦du o rozdzielonych zmiennych.
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Przykªad 3. Rozwa»my Przykªad 2 z potencjaªem V (x) = 1
2
kx2. Jest to tzw.

potencjaª oscylatora harmonicznego. Otrzymujemy równanie ró»niczkowe liniowe
rz¦du 2,

m
d2x

dt2
+ kx = 0.

Czytelnik zaznajomiony z teori¡ równa« ro»niczkowych zwyczajnych bez trudu znaj-
dzie rozwi¡zanie tego równania,

x(t) = A sin(ωt+ α),

gdzie ω =
√
k/m, za± A i α s¡ pewnymi staªymi, zale»¡cymi od poªo»enia i pr¦dko±ci

pocz¡tkowej.

Przykªad 4. Ostatni przykªad dotyczy cz¡stki poruszaj¡cej si¦ w polu grawitacyj-
nym. W tym przypadku cz¡stka opisywana jest przez wspóªrz¦dne x, y, z oraz p¦dy
px, py, pz. Hamiltonian ma posta¢

H(x, y, z, px, py, pz) =
p2
x

2m
+

p2
y

2m
+

p2
z

2m
+mgz.

Czytelnik zechce samodzielnie napisa¢ i rozwi¡za¢ równania Hamiltona oraz prze-
kona¢ si¦, »e otrzymujemy znane ze szkoªy równania rzutu uko±nego (nale»y jednak
pami¦ta¢, »e w szkole zwykle rzut uko±ny rozpatrywany jest jedynie w pªaszczy¹nie
rzutu i dlatego mamy wtedy tylko dwa wymiary).

2.2 Zespóª mikrokanoniczny

Rozwa»my teraz podzbiór A przestrzeni fazowej Γ ⊂ Rm. Równania Hamiltona
mo»na zapisa¢ ogólnie w postaci dx

dt
= A(x), gdzie A : Rm → Rm jest pewnym polem

wektorowym (w naszym przypadku pole to jest generowane przez zadany hamilto-
nian). Równanie to generuje potok fazowy (φt)t≥0, tzn. φt(x) jest rozwi¡zaniem
ukªadu równa« z warunkiem pocz¡tkowym x(0) = x. Zauwa»my, »e dla równa«
Hamiltona pole A ma zerow¡ dywergencj¦. Istotnie, mamy

divA =
m∑
j=1

∂Aj
∂xj

=
N∑
i=1

∂

∂pi

(
−∂H
∂qi

)
+

∂

∂qi

(
∂H

∂pi

)
= 0.

Okazuje si¦, »e potok generowany przez pole wektorowe o zerowej dywergencji za-
chowuje obj¦to±¢, tzn.

|A| = |φt(A)|, t ≥ 0.
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Jest to tzw. Twierdzenie Liouville'a, znane z kursu równa« ró»niczkowych zwyczaj-
nych. Zatem potok równa« Hamiltona zachowuje miar¦ Lebesguea. Ze wzgl¦du
na fakt, »e energia E = H jest zachowana podczas ewolucji ukªadu, ukªad w prze-
strzeni fazowej porusza si¦ po zwartych poziomicach {H = E0}. Na tych poziomicach
równie» istnieje miara niezmiennicza, proporcjonalna do dS

|∇H| , gdzie dS jest miar¡
powierzchniow¡.

Podstawowym zaªo»eniem mechaniki statystycznej jest przyjecie, »e unormowana
do jedno±ci miara µE = dS

|∇H| na powierzchni {H = E0} jest równie» miar¡ ergodyczn¡
wzgl¦dem potoku Hamiltona, tzn. dla A ⊂ {H = E0} mamy

µ(φt(A)∆A) = 0 =⇒ µ(A) = 0 lub µ(A) = 1.

Stwierdzenie to zostaªo udowodnione jedynie w kilku najprostrzych przypadkach.
Okazuje si¦, »e dla niezmienniczej miary ergodycznej µ prawdziwa jest równo±¢

lim
T→∞

1

T

∫ T

0

f(φt(x0)) dt =

∫
f dµ,

dla ka»dego punktu x0 i dowolnej funkcji ci¡gªej f . Oczywi±cie pomijamy tutaj
±cisªe sformuªowanie tego twierdzenia. Jest to tzw. twierdzenie ergodyczne Birkho�a.
Równo±¢ ta jest niezwykle wa»na, gdy» lew¡ stron¦ mo»na zinterpretowa¢ jako wynik
pomiaru wielko±ci f w naszym ukªadzie. Faktycznie, mierz¡c pewn¡ wielko±¢ za
pomoc¡ urz¡dzenia posiadaj¡cego bezwªadno±¢, nie mierzymy jej w okre±lonej chwili
czasowej. Otrzymujemy raczej u±rednienie czasowe tej wielko±ci.

Miara µE = dS
|∇H| na poziomicy staªej energii ΓE = {H = E0} ∩ Γ nazywana jest

zespoªem mikrokanonicznym. Je±li A : ΓE → R jest pewn¡ obserwabl¡ (wielko±ci¡
�zyczn¡), to mamy

< A >mik=

∫
ΓE

A dµE.

Przykªad 5. Prostym przykªadem przeksztaªcenia ergodycznego jest obrót o k¡t
niewymierny na okr¦gu. Niezmiennicz¡ miar¡ ergodyczn¡ jest tu miara Lebesguea.
Mówi¡c sci±le, rozwa»my przeksztaªcenie T : [0, 1) → [0, 1) zadane wzorem T (x) =
x+α mod 1, gdzie α jest liczb¡ niewymiern¡. Wówczas dla dowolnej funkcji ci¡gªej
f : [0, 1)→ R prawdziwa jest równo±¢

lim
n→∞

f(x) + f(T (x)) + . . .+ f(T n−1(x))

n
=

∫ 1

0

f(x) dx.

Dowód tego faktu pozostawiamy jako zadanie. Wskazówka: wystarczy udowodni¢
powy»sz¡ równo±¢ dla funkcji fk(x) = e2πkix, k ∈ Z.
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2.3 Zespóª kanoniczny

Do tej pory zajmowali±my si¦ zamkni¦tymi ukªadami �zycznymi. Na ukªad nie od-
dziaªywaªy »adne siªy zewn¦trzne. Bardzo cz¦sto mamy jednak do czynienia z ukªa-
dem znajduj¡cym si¦ w pewnym otoczeniu o temperaturze T . Ale co to jest ta
temperatura...? Zrozumienie tego poj¦cia wymaga zapoznania si¦ z koncepcjami ter-
modynamiki fenomenologicznej. Na nasz u»ytek przyjmijmi, »e ukªad znajduj¡cy
si¦ w otoczeniu o staªej temperaturze T (takie otoczenie nazywamy czasem termo-
statem) nie ma ±ci±le okre±lonej energii (ukªad w przestrzeni fazowej nie porusza si¦
po poziomicach hamiltonianu), ale jego energia zmienia si¦ w czasie ze wzgl¦du na
oddziaªywanie z termostatem. Dla T = 0 ukªad po oddaniu caªej mo»liwej energii do
otoczenia znajduje si¦ w poªo»eniu o najni»szej energii, czyli w poªo»eniu w którym
hamiltonian osi¡ga minimum. Je±li T > 0, oddziaªywanie z termostatem powoduje,
»e ukªad jest wytr¡cany z poªo»enia o najmniejszej energii (zachodz¡ tzw. �uktu-
acje termicznych. Okazuje si¦, »e prawdopodobie«stwo znalezienia ukªadu w stanie
o energii H jest proporcjonalne do

e−βH , β =
1

kBT
,

gdzie kB jest staª¡ Boltzmanna. Odpowiednikiem miary µE jest teraz miara

νT =
e−βH∫

Γ
e−βH dΓ

dΓ,

gdzie Γ jest miar¡ Lebesguea na przestrzeni fazowej Γ. Miara ta nazywana jest miar¡
Gibbsa lub zespoªem kanonicznym. Mamy

< A >kan=

∫
Γ
Ae−βH dΓ∫

Γ
e−βH dΓ

,

Wida¢ wyra¹nie, »e je±li T → 0+, preferowany jest stan ukªadu odpowiadaj¡cy mi-
nimu energii. Zobaczymy to wyra¹niej w nast¦pnym podrozdziale. Je±li T → ∞,
czynnik e−βH zbiega do 1 i otrzymujemy miar¦ jednostajn¡ na Γ. Widzimy równie»,
»e dla sko«czonych T > 0 preferowane s¡ poªo»enia o niskich energiach.

2.4 Jednowymiarowy model Isinga

W tym podrozdziale rozwa»ymy ukªad dyskretny o sko«czonej liczbie dost¦pnych
stanów. W tym przypadku nie mamy dynamiki zadanej przez hamiltonian6. Mamy

6W teorii procesów Markova wprowadza si¦ sztuczn¡ dynamik¦ zwan¡ dynamik¡ Glaubera
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jednak zamiar bada¢ zachowanie ukªadu, tzn. oblicza¢ warto±ci ±rednie pewnych
obserwabli, korzystaj¡c z zespoªu kanonicznego.

Rozwa»my ukªad N spinów s1, s2, . . . , sN , z których ka»dy mo»e przyjmowa¢ war-
to±¢ 1 lub −1. Je±li si = 1, to i-ty spin jest ustawiony "do góry", a je±li si = −1, to
jest on ustawiony "w dóª". Rozwa»my nast¦puj¡cy hamiltonian

H(s1, . . . , sn) = −J
N∑
i=1

sisi+1 − h
N∑
i=1

si,

gdzie przyjmujemy sN+1 = s1. Pierwsza cz¦±¢ opisuje energi¦ oddziaªywania mi¦dzy
spinami. Staªa J > 0 opisuje siª¦ tego oddziaªywania i jest nazywana staª¡ sprz¦-
»enia. Staªa h jest warto±ci¡ zewn¦trznego pola magnetycznego, w którym znajduje
si¦ ukªad. Mo»emy wyobra»a¢ sobie, »e spiny tworz¡ dyskretny okr¡g i zachodzi od-
dziaªywanie jedynie mi¦dzy s¡siednimi spinami. Minimum energii wyst¦puje wtedy,
gdy wszystkie spiny s¡ równolegªe i ustawione zgodnie z polem magnetycznym.

Nasza przestrze« fazowa skªada si¦ teraz ze wszystkich mo»liwych wyborów usta-
wie« spinów. Jest to zatem zbiór {−1, 1}N . Zespóª kanoniczny przyjmuje teraz
posta¢ dyskretnej miary na {−1, 1}N

νT ({s1, . . . , sN}) =
e−βH(s1,...,sN )

ZN
,

gdzie ZN jest czynnikiem normalizuj¡cym zwanym suma statystyczn¡,

ZN =
∑

(s1,...,sN )∈{−1,1}N
e−βH(s1,...,sN ).

Rozwa»my ukªad w temperaturze T = 0. Aby wyznaczy¢ zespoª kanoniczny w
granicy T → 0+ zauwa»my, »e

lim
T→0+

νT ({s1, . . . , sN}) =

{
1 H(s1, . . . , sN) = mins1,...,sN H
0 H(s1, . . . , sN) 6= mins1,...,sN H

.

Zatem w T = 0 rozs¡dnie jest przyj¡¢, »e zespóª kanoniczny jest delt¡ Diraca w
punkcie przestrzeni fazowej, w którym hamiltonian przyjmuje minimum.

Interesuje nas ±rednia magnetyzacja ukªadu przypadaj¡ca na jeden spin, czyli

〈m(N, T, h)〉kan =

〈
s1 + . . .+ sN

N

〉
kan

.
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Je±li h > 0 mamy m(N, T = 0, h) = 1, gdy» minimum hamiltonianu odpowiada
kon�guracji (1, . . . , 1). Je±li h < 0 to m(N, T = 0, h) = −1, bo tym razem mi-
nimum hamiltonianu odpowiada kon�guracji (−1, . . . ,−1). Dla h = 0 mamy dwa
minima hamiltonianu. Wracaj¡c do przypadku T > 0 widzimy, »e dla h = 0 hamil-
tonian ma symetri¦ ze wzgl¦du na odbicie spinów (s1, . . . , sN) → (−s1, . . . ,−sN),
czyli H(s1, . . . , sN) = H(−s1, . . . ,−sN). Zatem bez trudu otrzymujemy równo±¢
〈m(N, T, h = 0)〉kan = 0 dla wszystkich T ≥ 0. Otrzymali±my, »e m(N, T = 0, h) =
sgnh. Funkcja m jest zatem nieci¡gª¡ funkcj¡ zmiennej h. W szczególno±ci nie jest
to funkcja analityczna. W takiej sytuacji mówimy, »e w ukªadzie wyst¦puje przej±cie
fazowe. Faktycznie, dla h < 0 mamy faz¦ (−) ze wszystkimi spinami ustawionymi
do doªu, za± dla h > 0 mamy faz¦ (+). Dla h = 0 mamy dwie kon�guracje mini-
malizuj¡ce energi¦. Tak¡ sytuacj¦ nazywamy spontanicznym ªamaniem symetrii � z
�zycznego punktu widzenia ukªad wybiera jedn¡ z dwóch faz i »adna z tych faz nie
ma symetrii, któr¡ ma hamiltonian.

Przypadek T = 0 jest nieco nie�zyczny. Wykorzystali±my go jedynie dla prostego
zilustrowania, czym jest przej±cie fazowe i spontaniczne ªamanie symetrii. Wpro-
wad¹my oznaczenia K = βJ oraz H = βh. Wówczas

ZN(T,H) =
∑

s1,...,sn∈{−1,1}

eK
∑N
i=1 sisi+1+H

∑N
i=1 si .

Oczywi±cie dla T > 0 funkcja m(N, T, h) jest ci¡gª¡, a nawet analityczna. Mo»na si¦
o tym przekona¢ zauwa»aj¡c, »e

m(N, T, h) =
1

N

d
dH

lnZN(T,H) (1)

oraz ZN(N, T,H) jest sko«czon¡ sum¡ funkcji analitycznych zmiennych T > 0 i H.
Zatem w sko«czonych ukªadach nie mo»emy obserwowa¢ przej±¢ fazowych. Jednak»e
przej±cie fazowe mo»e zaj±¢ w ukªadzie po przej±ciu do granicy termodynamicznej.
Oznacza to wzi¦cie granicy N → ∞. De�niujemy g¦sto±¢ energii swobodnej dla
ukªadu jednorodnego,

f(T,H) = −kBT lim
N→∞

lnZN(T,H)

N
.

Analityczno±¢ tej funkcji oznacza brak przej±cia fazowego w ukªadzie niesko«czonym.
Obliczymy magnetyzacj¦ w granicy termodynamicznej,

m(T,H) = lim
N→∞

m(N, T,H).
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Poka»emy, »e dla T > 0 funkcja m(T,H) jest ci¡gªa. W szczególno±ci mamy
limH→0m(T,H) = 0. Nasza strategia b¦dzie bardzo prosta. Wyznaczymy sum¦
statystyczn¡ ZN(T,H), a nast¦pnie obliczymy m(T,H,N) za pomoc¡ wzoru (1). Na
ko«cu bez trudu wyznaczymy f(T,H) i przekonamy si¦, »e jest to funkcja analityczna
zmiennych T,H.

Zastosujemy metod¦ macierzy przej±cia. Niech

V (sa, sb) = exp(Ksasb +
1

2
h(sa + sb)), sa, sb ∈ {−1, 1}.

Wyra»enie V mo»emy napisa¢ w postaci macierzy

V =

[
eK−h e−K

e−K eK+h

]
.

Wówczas

ZN =
∑

s1,...,sN

V (s1, s2)V (s2, s3) · . . . · V (sN−1, sN)V (sN , s1).

Teraz pora na kluczow¡ obserwacj¦. Zauwa»my, »e∑
s2,...,sN

V (i, s2)V (s2, s3) · . . . · V (sN−1, sN)V (sN , j)

jest wyrazem (i, j) macierzy V N . Zatem∑
s1,...,sN

V (s1, s2)V (s2, s3) · . . . · V (sN−1, sN)V (sN , s1) = TrV N .

Otrzymali±my wzór ZN(T,H) = Tr(V N). Je±li λ−, λ+ s¡ warto±ciami wªasnymi
macierzy V , to λN− , λ

N
+ s¡ warto±ciami wªasnymi macierzy V N , a zatem

ZN(T,H) = λN− + λN+ .

Warto±ci wªasne λN− , λ
N
+ wyznaczamy bardzo ªatwo znajduj¡c miejsca zerowe wielo-

mianu charakterystycznego macierzy V . Uwa»ny czytelnik sprawdzi, »e

λ− = eK coshH−(e2K sinh2H+e−2K)1/2, λ+ = eK coshH+(e2K sinh2H+e−2K)1/2.

�atwo si¦ przekona¢, »e 0 < λ− < λ+ <∞ oraz, »e warto±ci wªasne s¡ analitycznymi
funkcjami T > 0 i H.
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Mamy

lim
N→∞

m(N, T,H) = lim
N→∞

1

N

d
dH

lnZN(T,H) = lim
N→∞

1

N

∂ZN (T,H)
∂H

ZN(T,H)

= lim
N→∞

λN−1
−

∂λ−
∂H

+ λN−1
+

∂λ+
∂H

λN− + λN+
=

1

λ+

∂λ+

∂H
.

Po krótkich obliczeniach otrzymujemy

m(T,H) =
eK sinhH(

e2K sinh2H + e−2K
)1/2

.

Oczywi±cie funkcja m(T,H) jest ci¡gªa, m(T, 0) = 0 oraz limH→∞m(T,H) = 1,
limH→−∞m(T,H) = −1. Oznacza to, »e silne pole wymusza ustawianie si¦ spinów
zgodnie z jego kierunkiem.

Zauwa»my, »e

lnλ+ =
1

N
ln(λN+ ) ≤ 1

N
ln(λN− + λN+ ) ≤ 1

N
ln(2λN+ ) =

1

N
ln 2 + lnλ+ −−−→

N→∞
lnλ+.

St¡d
f(H,T ) = −kBT ln

(
eK coshH + (e2K sinh2H + e−2K)1/2

)
.

Jest to funkcja jawnie analityczna.
Rozwa»ymy teraz przypadek dodatnich warunków brzegowych. Rozwa»my ukªad

N spinów z hamiltonianem

H(s1, . . . , sn) = −J
N−1∑
i=1

sisi+1 − h
N∑
i=1

si,

przy czym s1 = sN = 1. Tym razem mamy

ZN =
∑

(s2,...,sN−1)∈{−1,1}N
e−βH(s1=1,s2,...,sN−1,sN=1).

Zauwa»my, »e

ZN =
∑

s2,...,sN−1

V (1, s2)V (s2, s3) · . . . · V (sN−2, sN−1)V (sN−1, 1) = (V N)11.

Aby obliczy¢ sum¦ statystyczn¡ musimy zatem przedstawi¢ macierz V w postaci

V = U

[
λ− 0
0 λ+

]
U−1.
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Wówczas

V N = U

[
λN− 0
0 λN+

]
U−1.

St¡d
ZN = (V N)11 = w1(K,H)λN− + w2(K,H)λN+ ,

gdzie w1, w2 s¡ pewnymi wspóªczynnikami, które mo»na wyznaczy¢, znajduj¡c ma-
cierz U . Polecamy to ¢wiczenie miªo±nikom GALu. Konkluzja jest nast¦puj¡ca.
Mamy

m(N, T,H) =
1

N

d
dH

ln
(
w1(K,H)λN− + w2(K,H)λN+

)
.

Podobnie jak poprzednio bez trudu otrzymujemy

lim
N→∞

m(N, T,H) =
1

λ+

∂λ+

∂H
,

a zatem przyj¦cie dodatnich warunków nie wymusza zmiany ±redniej magnetyzacji
przypadaj¡cej na jeden spin w granicy termodynamicznej. W szczególno±ci w granicy
termodynamicznej otrzymanej poprzez zadanie dodatnich warunków brzegowych w
zerowym polu zewn¦trznym ±rednia magnetyzacja jest równa 0.

Okazuje si¦, »e w przypadku dwuwymiarowego modelu Isinga sytuacja wyglad¡
inaczej. Tutaj zadanie dodatnich warunków brzegowych b¦dzie miaªo wpªyw na
±redni¡ magnetyzacj¦ w granicy termodynamicznej.

Przykªad 6. Rozwa»my jednowymiarowy model Isinga ze swobodnymi warunkami
brzegowymi z z hamiltonianem

H(s1, . . . , sn) = −J
N−1∑
i=1

sisi+1 − h
N∑
i=1

si.

Wyznacz sum¦ statystyczn¡ dla tego ukªadu i oblicz ±redni¡ magnetyzacj¦.

2.5 Dwuwymiarowy model Isinga. Argument Peierlsa.

Rozwa»my kwadratow¡ podsie¢ D = {0, 1, . . . , N,N + 1}2 kraty caªkowitoliczbowej
Z2. Zadajmy dodatnie warunki brzegowe, tzn. spiny w w¦zªach sieci ze zbioru

∂D = {(x, y) | x ∈ {0, N + 1} lub y ∈ {0, N + 1}}
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maj¡ warto±¢ +1. Hamiltonian ukªadu jest równy

H+ = −J
∑

i, j ∈ D,
|i− j| = 1

sisj − h
∑
i∈D

si.

Zauwa»my, »e zadanie dodatnich warunków brzegowych nie ma wpªywu na g¦sto±¢
energii swobodnej w granicy termodynamicznej. Istotnie, je±li chcemy porówna¢
hamiltonian H+ z hamiltonianem

H = −J
∑

i, j ∈ D\∂D,
|i− j| = 1

sisj − h
∑

i∈D\∂D

si,

odpowiadaj¡cym swobodnym warunkom brzegowym, otrzymamy

H − 4(J + h)
√
|D| ≤ H+ ≤ H + 4(J + h)

√
|D|

dla dowolnej kon�guracji spinów na kracie D\∂D. Wynika st¡d nierówno±¢ dla sum
statystycznych

ZNe
−4β(J+h)

√
|D| ≤ Z+

N ≤ ZNe
+4β(J+h)

√
|D|.

De�niujemy g¦sto±ci energii swobodnych,

fN = − 1

β|D\∂D|
lnZN , f+

N = − 1

β|D|
lnZ+

N .

otrzymujemy

fN

√
|D\∂D|
|D|

− 4(J + h)√
|D|

≤ f+
N ≤ fN

√
|D\∂D|
|D|

+
4(J + h)√
|D|

.

Zauwa»my, »e |D| = (N + 2)2. Bior¡c N → ∞ otrzymujemy lim supN→∞ f
+
N =

lim supN→∞ fN . W granicy termodynamicznej rozwa»amy granic¦ górn¡, poniewa»
chcemy tu pomin¡¢ kwesti¦ istnienia peªnej granicy.

Rozwa»my ukªad z dodatnimi warunkami brzegowymi. Wprowadzamy poj¦cie
kraty dualnej, tzn.

D̃ =

{
1

2
,
3

2
, . . . , N +

1

2

}2

.
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Rysunek 8: Przykªadowa kon�guracja spinów i kraw¦dzie na kracie dualnej.

Dwa s¡siednie wierzchoªki na kracie D̃ s¡ poª¡czone kraw¦dzi¡, je±li kraw¦d¹ nor-
malnej kraty t¦ kraw¦d¹ przecinaj¡ca ª¡czy spiny o przeciwnym znaku. Na Rysunku
8 pokazano przykªadow¡ kon�guracj¦ spinów wraz z kraw¦dziami na kracie dualnej.

Zauwa»my, »e ka»dy wierzchoªek na kracie dualnej ma stopie« 0, 2 lub 4 (tu klu-
czowe s¡ dodatnie warunki brzegowe!). Graf, którego ka»dy wierzchoªek ma stopie«
parzysty mo»na podzieli¢ na kraw¦dziowo rozª¡czne cykle. W tym celu bierzemy
dowolny wiecholek o niezerowym stopniu i idziemy dowolnie po jeszcze nie u»ytych
kraw¦dziach a» do momentu ponownego spotkania z wierzchoªkiem startowym. Pro-
cedura ta jest wykonalna ze wzgl¦du na parzysto±¢ stopni wierzchoªków � je±li do
jakiego± wierzchoªka tra�my, to zawsze mo»emy z niego wyj±¢, chyba, »e tra�li±my
do pocz¡tkowego wierzchoªka. Otrzymany cykl usuwamy. Otrzymany graf ma nadal
parzyste stopnie wierzcoªków. Nast¦pnie powtarzamy procedur¦ a» do wyczerpania
wszystkich kraw¦dzi.

Je±li dodatkowo za»¡damy, aby zawsze wykonywa¢ skr¦t w lewo, je±li jest na
skrzy»owaniu taka mo»liwo±¢, otrzymamy kon�guracj¦ p¦tli, które si¦ wzajemnie nie
przecinaj¡ i nie maj¡ samoprzeci¦¢ (przeci¦cie to sytuacja, w które w wierzchoªku
stopnia 4 spotykaj¡ si¦ dwie drogi id¡ce przez skrzy»owanie na wprost � je±li skr¦camy
zawsze w lewo, to przez tego typu skrzy»owanie nigdy na wprost nie przejdziemy).
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Oczywi±cie wybór p¦tli które si¦ wzajemnie nie przecinaj¡ i nie maj¡ samoprzeci¦¢
nie jest jednoznaczny (patrz Rysunek 9). Wynika to z faktu, »e przez wierzchoªek
stopnia 4 mo»emy przej±¢ na dwa sposoby � skr¦ci¢ w lewo lub w prawo. Je±li jednak
zawsze skr¦camy w lewo, ta niejednoznaczno±¢ zostaje usuni¦ta. �atwo te» zauwa»y¢,
»e zbiór konturów zadaje w sposób jednoznaczny kon�guracj¦ spinów.

Ka»dej kon�guracji spinów odpowiada pewien zbiór rozª¡cznych konturów. Kon-
tury mog¡ mie¢ dªugo±ci 4, 6, 8, . . .. Przypu±my, »e jest m(l) konturów dªugo±ci l.
Zauwa»my, »e

m(l) ≤ |D| · 4 · 3l−1 · 1

2l
≤ 3l|D|

l
.

Wynika to z faktu, »e kontur mo»emy budowa¢ odcinkami. Na mniej ni» |D| sposobów
wybieramy wierzchoªek pocz¡tkowy. Nast¦pnie mo»emy i±¢ w czterech mo»liwych
kierunkach. W kolejnym kroku mamy ju» do wyboru tylko 3 kierunki, bo nie mo»emy
si¦ wraca¢. Oczywi±cie nie dbamy w tej chwili o to, czy kontur si¦ zamknie, czy nie.
Je±li jednak nasza ±cie»ka si¦ zamkn¦ªa, to mo»na byªo j¡ uzyska¢ na 2l sposobów
(bior¡c ró»ne punkty pocz¡tkowe i uwzgl¦dniaj¡c mo»liwe dwa kierunki obiegania
konturu). St¡d czynnik 1/2l.

Niech ω oznacza pewn¡ kon�guracj¦ spinów. Odpowiada jej pewna kon�guracja
konturów. Niech X(i)

l , i = 1, 2, . . . ,m(l) b¦dzie zde�niowane nast¦puj¡co,

X
(i)
l (ω) =

{
1 je±li i-ty kontur o dªugo±ci l wyst¦puje w kon�guracji ω
0 w przeciwnym przypadku

.

Niech N−(ω) oznacza liczb¦ ujemnych spinów w kon�guracji ω. Ka»dy ujemny spin
jest otoczony przez pewien kontur. Liczba spinów zawarta wewn¡trz konturu dªugo±ci
l nie przekracza l2

16
. Zatem

N−(ω) ≤
∑

l=4,6,8,...

l2

16

m(l)∑
i=1

X
(i)
l (ω).

Zauwa»my, »e 〈
X

(i)
l

〉
kan

=

∑
ω:X

(i)
l (ω)=1

e−βH(ω)∑
ω e
−βH(ω)

.

Je±li kontur γ odpowiadaj¡cy zmiennej X(i)
l wyst¦puje w kon�guracji ω, to odwraca-

j¡c wszystkie spiny wewn¡trz tego konturu otrzymujemy kon�guracj¦ ω?, w której ju»
kontur γ nie wyst¦puje. Inne kontury pozostaj¡ bez zmian. Energia tak otrzymanej
kon�guracji ró»ni si¦ od kon�guracji pocz¡tkowej o −2Jl, gdzie l oznacza dªugo±¢
konturu γ. Czyli,

H(ω?) = H(ω)− 2Jl.

31



Mamy

〈
X

(i)
l

〉
kan

=

∑
ω:X

(i)
l (ω)=1

e−βH(ω)∑
ω e
−βH(ω)

≤

∑
ω:X

(i)
l (ω)=1

e−βH(ω)∑
ω?:X

(i)
l (ω)=1

e−βH(ω)
= e−2Jβl.

St¡d

〈N−〉kan ≤
∑

l=4,6,8,...

l2

16

m(l)∑
i=1

〈
X

(i)
l

〉
kan
≤

∑
l=4,6,8,...

l2

16

m(l)∑
i=1

e−2Jlβ =
∑

l=4,6,8,...

l2

16
e2Jβlm(l)

≤
∑

l=4,6,8,...

l2

16
e−2Jβl 3

l|D|
l

=
|D|
16

∑
l=4,6,8,...

l(3e−2Jβ)l.

Niech x = (3e−2Jβ)2. Mamy∑
l=4,6,8,...

l(3e−2Jβ)l =
∑

l=4,6,8,...

lxl/2 = 2x(2x+ 3x2 + 4x3 . . .) = 2x(x2 + x3 + . . .)′

= 2x

((
1

1− x

)′
− 1

)
= 2x

(
1

(1− x)2
− 1

)
.

Zauwa»my, »e je±li β jest du»e, czyli x jest maªe, mamy

〈N−〉kan ≤
|D|
4
,

czyli

m+(T,H = 0, N) =
1

|D|
〈N+ −N−〉kan = 1− 2

|D|
〈N−〉kan ≥

1

2
.

Oznacza to, »e dla dostatecznie niskich temperatur, niezale»nie od warto±ci N = |D|
mamy dodatni¡, oddzielon¡ od zera magnetyzacj¦.

Zauwa»my na koniec, »e funkcja f w granicy termodynamicznej nie jest ró»nicz-
kowalna. Funkcje f oraz fN s¡ funkcjami wkl¦sªymi zmiennej h. Istotnie, ka»da
funkcja postaci

h 7→ − ln

(∫
g(x)ehf(x) dµ(x)

)
jest wkl¦sªa. Udowadniamy to poprzez dwukrotne ró»niczkowanie (zadanie!).
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Rysunek 9: Wybór p¦tli nie jest jednoznaczny.

Mamy

f(h)− f(0)

h
≤ sup

h>0

f(h)− f(0)

h
= sup

h>0
lim inf
N→∞

f+
N (h)− f+

N (0)

h

≤ lim inf
N→∞

sup
h>0

f+
N (h)− f+

N (0)

h
= lim inf

N→∞
(f+
N )′(0)

= − lim inf
N→∞

m+(T,H = 0, N) ≤ −1

2
.

Z symetrii mamy f(−h) = f(h), a zatem granica prawostronna ilorazów ró»nicowych
funkcji f w pukcie h = 0 jest nie wi¦ksza ni» −1

2
, za± granica lewostronna jest nie

mniejsza ni» 1
2
. Zatem f nie jest ró»niczkowalna w punkcie h = 0, a co za tym idzie

w ukªadzie wyst¦puje przej±cie fazowe. Ponadto nierówno±¢

lim inf
N→∞

m+(T,H = 0, N) ≥ 1

2

oznacza, »e dla niezerowych temperatur mamy spontaniczn¡ magnetyzacj¦.
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3 Perkolacje i grafy losowe

3.1 Model Erdösa-Rényi, monotoniczne funkcje boolowskie

Rozwa»my nast¦puj¡cy model grafu losowego. Przypu±¢my »e mamy dane N wierz-
choªków. Mamy zatem n =

(
N
2

)
par wierzchoªków. Dla ka»dej pary wierzchoªków

(niezale»nie!) rysujemy kraw¦d¹ z prawdopodobie«stwem p. Z prawdopodobie«-
stwem 1− p wierzchoªki te nie s¡ poª¡czone kraw¦dzi¡. Zatem, dla przykªadu, praw-
dopodobie«swo, »e nasz graf losowy G(N, p) jest klik¡ KN jest równe pn. Opisany
model pochodzi od Erdösa i Rényi, [ER].

B¦d¡ nas interesowa¢ zdarzenia monotoniczne dla grafu G(N, p). Zdarzenie jest
monotoniczne, je±li doªo»enie kraw¦dzi w gra�e nie mo»e spowodowa¢, »e zdarze-
nie przestanie zachodzi¢. Przykªadem zdarzenia monotonicznego jest zdarzenie graf
G(N, p) jest spójny. Oczywi±cie, je±li dla pewnego wyboru kraw¦dzi nasz graf jest
spójny, to po doªo»eniu nowej kraw¦dzi graf nadal b¦dzie spójny.

Opiszemy teraz przestrze« probabilistyczn¡ dla modelu Erdösa-Rényi. Przestrze-
ni¡ t¡ b¦dzie zbiór {−1, 1}n z σ-ciaªem wszystkich podzbiorów i miar¡ produktow¡
µnp = ((1 − p)δ−1 + pδ1)⊗n, gdzie n =

(
N
2

)
jest liczb¡ wszystkich par wierzchoªków

grafu. Wspóªrz¦dne wektora ze zbioru {−1, 1}n odpowiaj¡ parom wierzchoªków, przy
czym liczba 1 oznacza, »e mi¦dzy wierzchoªkami jest kraw¦d¹, a liczba −1 oznacza
brak kraw¦dzi. Zatem klice KN odpowiada teraz wierzchoªek (1, 1, . . . , 1).

Zdarzenia losowe to podzbiory naszej przestrzeni probabilistycznej. Zdarzenie
graf G(N, p) jest klik¡ KN jest zbiorem jednoelementowym. Zdarzenie graf G(N, p)
zawiera przynajmniej k krawedzi jest zbiorem zªo»onym ze wszystkich punktów, które
maj¡ przynajmniej k wspóªrz¦dnych równych 1. Prawdopodobie«stwo zdarzenia
A ⊆ {−1, 1}n jest równe

Pp(A) =
∑

(x1,...,xn)∈A

p|{i: xi=1}|(1− p)|{i: xi=−1}|. (2)

Oczywi±cie Pp(A) = µnp (A).
Zostawmy na moment w spokoju model Erdösa-Rényi i zajmijmy si¦ dowolnymi

zdarzeniami na przestrzeni probabilistycznej {−1, 1}n z miar¡ µnp , gdzie n jest pewn¡
liczb¡ naturaln¡. Dowolne zdarzenie A ⊂ {−1, 1}n mo»emy identy�kowa¢ z pewn¡
funkcj¡ f : {−1, 1}n → {−1, 1}. Takie funkcje nazywamy funkcjami boolowskimi.
Konkretnie, dla podzbioru A de�niujemy funkcj¦ f = fA wzorem fA(x) = 1A(x) −
1Ac(x). Oczywi±cie Pp(A) = Pp(fA = 1).
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Rozwa»my nast¦puj¡cy przykªad. Niech n b¦dzie liczb¡ nieparzyst¡. Przypu-
±¢my, »e spoªecze«stwo zªo»one z n obywateli musi wybra¢ prezydenta. Mamy dwóch
kandydatów, Freda i Barniego. Przyjmujemy, »e xi = 1 oznacza, »e i-ty gªosuj¡cy
gªosuje na Freda, za± xi = −1 oznacza, »e jego faworytem jest Barney. Metody wy-
boru kandydata mog¡ by¢ ró»ne. Ka»da taka metoda jest pewn¡ funkcj¡ boolowsk¡.
Je±li x = (x1, . . . , xn) jest wektorem oddanych gªosów i f(x) = 1, to wygrywa Fred.
Je±li f(x) = −1, zwyci¦zc¡ jest Barney. Dla przykªadu, je±li mamy do czynienia z
dyktatur¡, to o wszystkim decyduje tylko jeden gªosuj¡cy (dyktator). Wtedy funkcja
boolowska, na mocy które obliczany jest wynik wyborów zadana jest wzorem

Dictn(x1, . . . , xn) = x1.

Przypu±¢my jednak, »e nasz ustrój jest oparty na demokracji. Jest to zwi¡zane z
pewn¡ symetri¡ � gªos ka»dego obywatela jest tak samo wa»ny. Decyduje wi¦ksz¡¢,
a zatem tym razem nasza funkcja dana jest wzorem

Majn(x1, . . . , xn) = sgn(x1 + . . .+ xn).

Nasza funkcja jest symetryczna ze wzgl¦du na permutacj¦ wspoªrz¦dnych, mianowicie

Majn(xσ(1), . . . , xσ(n)) = Majn(x1, . . . , xn)

dla dowolnej permutacji σ zbioru {1, . . . , n}. Ogólniej, zdarzenie {f = 1} nazwiemy
symetrycznym, je±li istnieje tranzytywna grupa permutacji Γ dziaªaj¡ca na {1, . . . , n}
taka, »e zbiór {f = 1} jest niezmienniczy wzgl¦dem dziaªania tej grupy. Dla syme-
trycznego zdarzenia grafowego grup¡ Γ jest grupa permutuj¡ca wierzchoªki grafu. Po-
nadto, funkcja Majn jest monotoniczna (funkcja f : {−1, 1}n → {−1, 1} jest monoto-
niczna je±li xi ≤ yi dla wszystkich 1 ≤ i ≤ n implikuje f(x1, . . . , xn) ≤ f(y1, . . . , yn)).
Niech θf (p) = Pp(f = 1). Udowodnimy nast¦puj¡cy, intuicyjnie oczywisty lemat.

Lemat 1. Niech f : {−1, 1}n → {−1, 1} b¦dzie funkcj¡ monotoniczn¡. Wówczas
θf (p) = Pp(f = 1) jest funkcj¡ niemalej¡c¡.

Dowód. Zamiast przestrzeni probabilistycznej {−1, 1}n z miar¡ µnp rozwa»my prze-
strze« [0, 1]n z σ-ciaªem zbiorów mierzalnych i miar¡ Lebesguea λn. De�niujemy
fukcj¦

f̃p(x1, . . . , xn) = f(1[0,p] − 1(p,1](x1), . . . ,1[0,p] − 1(p,1](x1)).

Wówczas je±li p1 ≤ p2, to

θf (p1) = Pp1(f = 1) = λn(f̃p1 = 1) ≤ λn(f̃p2 = 1) = Pp1(f = 1) = θf (p2),

bo {f̃p1 = 1} ⊂ {f̃p2 = 1}.
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Zastosowan¡ technik¦ nazywamy powi¡zaniem miar. Zamiast rozwa»a¢ ustalon¡
funkcj¦ na ró»nych przestrzeniach probabilistycznych, przeszli±my do obrazu, w któ-
rym przestrze« probabilistyczna jest ustalona, ale funkcje s¡ ró»ne.

Ze wzoru (2) wynika natychmiast nast¦puj¡ca uwaga.

Uwaga 1. Niech f : {−1, 1}n → {−1, 1}. Wówczas θf (p) = Pp(f = 1) jest funkcj¡
ci¡gª¡.

Ustalmy ε ∈ (0, 1
2
). Dla funkcji monotonicznej f{−1, 1}n → {−1, 1} de�niu-

jemy p−(ε) i p+(ε) poprzez relacje θf (p−(ε)) = ε oraz θf (p+(ε)) = 1 − ε. Okazuje
si¦, »e przy dodatkowym zaªo»eniu symetrii funkcji f , przedziaª (p−(ε), p+(ε)) ma
dla du»ych n bardzo maª¡ dªugo±¢. Zanim przejdziemy do ±cisªego sformuªowania,
zilustrujemy to twierdzenie przykªadem.

Przykªad 7. Rozwa»my funkcj¦ Majn(x1, . . . , xn) = sgn(x1 + . . . + xn), gdzie n
jest liczb¡ nieparzyst¡. Naszym celem jest oszacowanie p−(ε) i p+(ε). B¦dzie nam
potrzebny lemat dotycz¡cy schematu Bernoulliego.

Lemat 2 (Nierówno±¢ Bernsteina). Niech Sn b¦dzie liczb¡ sukcesów w schemacie
Bernoulliego z prawdopodobie«stwem sukcesu p. Wówczas

Pp
(∣∣∣∣Snn − p

∣∣∣∣ > ε

)
≤ 2e−2nε2 . (3)

Zauwa»my, »e p−(ε) < 1
2
. Korzystaj¡c z nierówno±ci (3) otrzymujemy

ε = θf (p−(ε)) = Pp−(ε) (x1 + . . .+ xn > 0) = Pp−(ε)

(
Sn
n
>

1

2

)
= Pp−(ε)

(
Sn
n
> p−(ε) +

1

2
− p−(ε)

)
≤ 2e−2n( 1

2
−p−(ε))2 .

Zatem
1

2
≥ p−(ε) ≥ 1

2
−
√

ln(2/e)

2n
.

Oczywi±cie p+(ε) = 1− p−(ε). Otrzymujemy st¡d

|p+(ε)− p−(ε)| ≤ 2

√
ln(2/e)

2n
−−−→
n→∞

0.
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Dowód nierówno±ci Bernsteina, [JS]. Zauwa»my najpierw, »e dla p, q ≥ 0 takich, »e
p+ q = 1 prawdziwa jest nierówno±¢

peqx + qe−px ≤ e
1
8
x2 , x ∈ R. (4)

Aby udowodni¢ t¦ nierówno±¢ zauwa»my najpierw, »e zamieniaj¡c ewentualnie p i q
rolami mo»emy bez zmniejszenia ogólno±ci zakªada¢, »e x ≥ 0. Niech g(x) = ln(peqx+
qe−px). Mamy wykaza¢ nierówno±¢ g(x) ≤ 1

8
x2. Zauwa»my, »e g(0) = g′(0) = 0.

Zatem wystarczy udowodni¢, »e g′′(x) ≤ 1
4
dla x ≥ 0. Wynika to z nierówno±ci

g′′(x) =

(
pqeqx − pqe−px

peqx + qe−px

)′
= pq

(
ex − 1

pex + q

)′
= pq

ex(pex + q)− pex(ex − 1)

(pex + q)2

=
pqex

(pex + q)2
=

pqex

(pex − q)2 + 4pqex
≤ 1

4
.

Niech λ b¦dzie dowoln¡ liczb¡ dodatni¡. Korzystaj¡c z udowodnionej powy»ej nie-
równo±ci otrzymujemy

Pp
(Sn
n
> p+ ε

)
=

∑
k>n(p+ε)

(
n

k

)
pk(1− p)n−k

≤
∑

k>n(p+ε)

(
n

k

)
pk(1− p)n−ke−λ(n(p+ε)−k)

≤
n∑
k=0

(
n

k

)
pk(1− p)n−ke−λ(n(p+ε)−k)

= e−λnε
n∑
k=0

(
n

k

)
(peλq)k(qe−λp)n−k

= e−λnε(peλq + qe−λp)n ≤ e−λnεe
1
8
λ2n.

Przyjmuj¡c λ = 4ε trzymujemy

Pp
(Sn
n
> p+ ε

)
≤ e−2nε2 .

Nierówno±¢

Pp
(Sn
n
< p− ε

)
≤ e−2nε2

mo»na ªatwo otrzyma¢ z powy»szej nierówno±ci zamieniaj¡c rolami p i q. Wówczas
Sn odpowiada wyra»enie n− Sn.
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Okazuje si¦, »e dla dowolnej monotonicznej funkcji boolowskiej f : {−1, 1}n →
{−1, 1}, dla której zdarzenie {f = 1} jest symetryczne, wyra»enie p+(ε)− p(ε) d¡»y
do 0 dla n→∞. Konkretnie, prawdziwe jest nast¦puj¡ce oszacowanie.

Twierdzenie 1 (Kalai, Friedgut). Niech ε ∈ (0, 1
2
) i niech p−(ε) i p+(ε) speªniaj¡

θf (p−(ε)) = ε oraz θf (p+(ε)) = 1 − ε. Zaªó»my ponadto, »e f jest funkcj¡ monoto-
niczn¡ i {f = 1} jest zdarzeniem symetryczn¡. Wówczas

p+(ε)− p−(ε) ≤ c1
ln(1/2ε)

lnn
. (5)

W szczególno±ci, dla symetrycznych zdarze« w modelu Erdösa-Rényi (czyli zda-
rze« niezmienniczych ze wzgl¦du na przenumerowanie kraw¦dzi) mamy nast¦puj¡ce
twierdzenie.

Twierdzenie 2. Rozwa»my graf losowych G(N, p) i niech A b¦dzie monotonicznym
zdarzeniem symetrycznym. Niech ε ∈ (0, 1

2
) i niech p−(ε) i p+(ε) speªniaj¡ Pp−(ε) = ε

oraz Pp+(ε) = 1− ε. Wówczas

p+(ε)− p−(ε) ≤ c1
ln(1/2ε)

ln
(
N
2

) .

Zanim przejdziemy do dowodu powy»szych twierdze«, musimy udowodni¢ kilka
faktów z zakresu tzw. spektralnej teorii funkcji boolowskich.

3.2 Spektralna teoria funkcji boolowskich

3.2.1 Ukªad Walsha-Fouriera

Przez pewien czas ograniczymy si¦ do analizy przypadku p = 1
2
. Miara µn = µn1/2

jest rozªo»ona jednostajnie na zbiorze {−1, 1}n. Czasem, dla wygody, b¦dzie pisa¢ µ
zamiast µn, je±li b¦dzie jasne, z jakim wymiarem n aktualnie pracujemy. Zatem dla
A ⊆ {−1, 1}n mamy

µn(A) = P1/2(A) =
1

2n
|A|,

gdzie |A| oznacza liczb¦ elementów zbioru A. Warto±¢ oczekiwana funkcji f :
{−1, 1}n → R dana jest wzorem

Ef =
1

2n

∑
x∈{−1,1}n

f(x).
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Dla p ≥ 1 mo»emy równie» zde�niowa¢ p-t¡ norm¦ funkcji f ,

‖f‖p = (E|f |p)1/p .

Funkcje okre±lone na zbiorze {−1, 1}n tworz¡ przestrze« liniow¡ wymiaru 2n. Funkcje
charakterystyczne punktów,

δy(x) =

{
1 x = y
0 x 6= y

,

tworz¡ baz¦ ortogonaln¡ tej przestrzeni. Wprowadzamy struktur¦ przestrzeni Hil-
berta L2({−1, 1}n, µn) za pomoc¡ iloczynu skalarnego

〈f, g〉 = Efg =
1

2n

∑
x∈{−1,1}n

f(x)g(x).

W naszych zastosowaniach potrzebna b¦dzie jednak inna baza, zwana ukªadem Wal-
sha-Fouriera. Przyjmujemy oznaczenie [n] = {1, . . . , n} i dla S ⊆ [n] de�niujemy
funkcj¦

wS(x1, . . . , xn) =
∏
i∈S

xi, S ⊂ [n], w∅ ≡ 1.

�atwo zauwa»amy, »e wS · wT = wS∆T . Miara µn jest miar¡ produktow¡, a zatem

Exi1 · . . . · xik = Exi1 · . . . · Exik = 0.

Wynika st¡d ortonormalno±¢ ukªadu Walsha-Fouriera,

EwS =

{
1 S = ∅
0 S 6= ∅ , EwS∆T =

{
1 S = T
0 S 6= T

.

Ka»da funkcja f : {−1, 1}n → R mo»e by¢ zatem przedstawiona w postaci sumy

f =
∑
S⊆[n]

aSwS,

gdzie (aS)S⊆[n] s¡ pewnymi liczbami rzeczywistymi. Liczby te nazywamy czasem
spektrum funkcji f i piszemy aS = f̂(S). Zauwa»my, »e

〈f, wT 〉 =

〈∑
S⊂[n]

aswS, wT

〉
=
∑
S⊂[n]

aS 〈wS, wT 〉 = aT ,

Mo»emy wi¦c napisa¢

f =
∑
S⊂[n]

f̂(S)wS =
∑
S⊂[n]

〈f, wS〉wS.
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3.2.2 Hiperkontrakcja

W tym podrozdziale udowodnimy nierówno±¢, która oka»e si¦ by¢ kluczow¡ w do-
wodzie Twierdzenia 1. Przedstawiona poni»ej wªasno±¢ ukªadu Walsha-Fouriera nosi
nazw¦ hiperkontrakcji.

Twierdzenie 3 ([Bo], [Be], [G1]). Dla dowolnych liczb rzeczywistych (aS)S⊆[n] i
dowolnej liczby δ ∈ [0, 1] prawdziwa jest nierówno±¢∥∥∥∥∥∥

∑
S⊆[n]

aSwSδ
|S|

∥∥∥∥∥∥
2

≤

∥∥∥∥∥∥
∑
S⊆[n]

aSwS

∥∥∥∥∥∥
1+δ2

.

Zanim przyst¡pimy do dowodu tego twierdzenia, wprowadzimy wa»ne poj¦cie
operatorów splotowych. Kostka {−1, 1}n posiada naturaln¡ struktur¦ grupy abelo-
wej, zadan¡ przez mno»enie

(x1, . . . , xn) · (y1, . . . , yn) = (x1y1, . . . xn, yn).

Miara µn jest tzw. miar¡ Haara dla grupy ({−1, 1}n, ·), mianowicie µ(g ·A) = µ(A)
dla dowolnego g ∈ {−1, 1}n i dowolnego zbioru A ⊂ {−1, 1}n. Przyj¦li±my tu notacj¦
g · A = {g · a : a ∈ A}.

Dla dowolnej miary ν na zbiorze {−1, 1}n de�niujemy operator Tν ,

Tν(f)(x) =

∫
f(xy−1) dν(y).

Jest to operator splotu z miar¡ ν. Zauwa»my, »e dla ka»dego y ∈ {−1, 1}n mamy
y−1 = y, a zatem nasz operator mo»emy zapisa¢ równowa»nie wzorem

Tν(f)(x) =

∫
f(xy) dν(y).

Operator Tν , dziaªaj¡cy na przestrzeni Lp({−1, 1}n, µ) dla p ≥ 1, ma norm¦ 1,
czyli jest sªab¡ kontrakcj¡. Faktycznie, wykorzystuj¡c fakt, »e µ jest miar¡ Haara,
otrzymujemy

‖Tν(f)‖pp =

∫ ∣∣∣∣∫ f(xy−1) dν(y)

∣∣∣∣p dµ(x) ≤
∫ ∫ ∣∣f(xy−1)

∣∣p dν(y) dµ(x)

=

∫ ∫ ∣∣f(xy−1)
∣∣p dµ(x) dν(y) =

∫ ∫
|f(x)|p dµ(x) dν(y) = ‖f‖pp .
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We¹my teraz szczególn¡ miar¦ ν, mianowicie

ν = νnδ =

(
1 + δ

2
δ1 +

1− δ
2

δ−1

)⊗n
i przyjmijmy oznaczenie Tδ = T

(n)
δ = Tνnδ . Mo»emy bardzo ªatwo stwierdzi¢, w jaki

sposób operator Tδ dziaªa na funkcjach Walsha-Fouriera,

Tδ(wS)(x) =

∫ ∏
i∈S

xiyi dν
n
δ (y) =

(∏
i∈S

xi

)(∏
i∈S

∫
yi dνδ(yi)

)
= wS(x)δ|S|.

Oznacza to, »e funkcja wS jest funkcj¡ wªasn¡ operatora Tδ i odpowiadaj¡ca jest war-
to±¢ wªasna jest równa δ|S|. Je±li zatem rozwa»ymy dowoln¡ funkcj¦ f : {−1, 1}n →
R, to

Tδ(f) =
∑
S⊂[n]

asδ
|S|wS, gdy f =

∑
S⊂[n]

aSwS.

Twierdzenie 3 mo»na zapisa¢ zatem w równowa»nej, operatorowej postaci.

Twierdzenie 4 (Bonami-Beckner-Gross). Dla ka»dej funkcji f : {−1, 1}n → R i
liczby δ ∈ [0, 1] prawdziwa jest nierówno±¢

‖Tδf‖2 ≤ ‖f‖1+δ2 .

Mo»na teraz ªatwo zrozumie¢, sk¡d bierz¦ si¦ nazwa hiperkonstrakcja. Operator
Tδ jest sªab¡ kontrakcj¡, a zatem ‖Tδf‖2 ≤ ‖f‖2. Nasza nierówno±¢ jest jednak
subtelniejsza, gdy» ‖f‖1+δ2 ≤ ‖f‖2.

Nast¦puj¡cy lemat pozwoli nam zredukowa¢ dowód powy»szego twierdzenia do
przypadku n = 1.

Lemat 3 (o iloczynie tensorowym operatorów splotowych). Niech q ≥ p ≥ 1 i
niech (Ω1, µ1), (Ω2, µ2) b¦d¡ dwoma sko«czonymi przestrzeniami probabilistycznymi.
Niech Ki : Ωi × Ωi → R dla i = 1, 2. De�niujemy operatory

Ti(f)(x) =

∫
Ωi

Ki(x, y) dµi(y), i = 1, 2.

Dla funkcji f : Ω1 × Ω2 → R de�niujemy iloczyn tensorowy operatorów T1 i T2,

(T1 ⊗ T2)(f)(x1, x2) =

∫
Ω1

∫
Ω2

f(y1, y2)K1(x1, y1)K2(x2, y2) dµ2(y2) dµ1(y1).
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Przypu±¢my, »e dla i = 1, 2 prawdziwe s¡ nierówno±ci

‖Tif‖Lq(Ωi,µi) ≤ ‖f‖Lp(Ωi,µi)
, dla wszystkich f : Ωi → R.

Wówczas
‖T1 ⊗ T2f‖Lq(Ω1×Ω2,µ1⊗µ2) ≤ ‖f‖Lp(Ω1×Ω2,µ1⊗µ2) .

Dowód. Niech f : Ω1×Ω2 → R. Operator T2 dziaªa na funkcjach jednej zmiennej, f :
Ω1 → R. Mo»emy jednak zde�niowa¢ jego dziaªanie na funkcjach dwóch zmiennych
wzorem

T2(f)(y1, x2) =

∫
f(y1, y2)K2(x2, y2) dµ2(y2).

Zauwa»my, »e zgodnie z t¡ notacj¡ mamy dla f : Ω1 × Ω2 → R relacj¦

T1 ⊗ T2f = T1(T2(f)),

a precyzyjniej,
(T1 ⊗ T2)(f)(x1, x2) = T1 (T2(f)(·, x2)) (x1).

Z zaªo»enia o operatorze T1 mamy

‖T1 ⊗ T2f‖qLq(Ω1×Ω2,µ1⊗µ2) =

∫
Ω2

∫
Ω1

|T1 (T2(f)(·, x2)) (x1)|q dµ1(x1) dµ2(x2)

≤
∫

Ω2

(∫
Ω1

|(T2(f)(y1, x2))|p dµ1(y1)

)q/p
dµ2(x2).

Dla dowolnych sko«czonych przestrzeni probabilistycznych (X,µ), (Y, ν) i dowolnego
r ≥ 1 prawdziwa jest nierówno±¢ Minkowskiego,(∫

X

(∫
Y

g(x, y) dν(y)

)r
dµ(x)

)1/r

≤
∫
Y

(∫
X

g(x, y)r dµ(x)

)1/r

dν(y).

Faktycznie, zauwa»my, »e caªki po przestrzeni Y s¡ w rzeczywisto±ci sko«czonymi
sumami. Powy»sza nierówno±¢ jest zatem nierówno±ci¡ postaci∥∥∥∥∥∑

i

aigi

∥∥∥∥∥
r

≤
∑
i

ai ‖gi‖r ,

gdzie gi : X → R i (ai) s¡ liczbami nieujemnymi. Zatem jest to nierówno±¢ Minkow-
skiego znana z kursu analizy funkcjonalnej.
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Skorzystamy z powy»szej nierówno±ci dla funkcji

g(y1, x2) = |(T2(f)(y1, x2))|p

i (X,µ) = (Ω2, µ2), (Y, ν) = (Ω1, µ1) oraz r = q/p,(∫
Ω2

(∫
Ω1

|(T2(f)(y1, x2))|p dµ1(y1)

)q/p
dµ2(x2)

)p/q

≤

(∫
Ω1

(∫
Ω2

|(T2(f)(y1, x2))|q dµ2(x2)

)p/q
dµ1(y1)

)
.

Otrzymujemy∫
Ω2

(∫
Ω1

|(T2(f)(y1, x2))|p dµ1(y1)

)q/p
dµ2(x2)

≤

(∫
Ω1

(∫
Ω2

|(T2(f)(y1, x2))|q dµ2(x2)

)p/q
dµ1(y1)

)q/p

.

Korzystaj¡c z zaªo»enia o T2 mamy(∫
Ω2

|(T2(f)(y1, x2))|q dµ2(x2)

)1/q

≤
(∫

Ω2

|f(y1, y2)|p dµ2(y2)

)1/p

.

St¡d ∫
Ω1

(∫
Ω2

|(T2(f)(y1, x2))|q dµ2(x2)

)p/q
dµ1(y1)

≤
∫

Ω1

∫
Ω2

|f(y1, y2)|p dµ2(y2) dµ1(y1).

Zatem ostatecznie

‖T1 ⊗ T2f‖qLq(Ω1×Ω2,µ1⊗µ2) ≤
(∫

Ω1

∫
Ω2

|f(y1, y2)|p dµ2(y2) dµ1(y1)

)q/p
= ‖f‖qLp(Ω1×Ω2,µ1⊗µ2) .
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Okazuje si¦, »e operator T (n)
δ jest n-t¡ pot¦g¡ tensorow¡ operatora T (1)

δ . Aby si¦
o tym przekona¢ zauwa»my, »e dla n = 1 mamy

T
(1)
δ (f)(x) =

1 + δ

2
f(x) +

1− δ
2

f(−x) =

∫
{−1,1}

f(xy)(1 + δy) dµ(y)

=

∫
{−1,1}

f(y)(1 + δyx−1) dµ(y) =

∫
{−1,1}

f(y)K(x, y) dµ(y),

gdzie
K(x, y) = 1 + δyx−1.

Ogólnie otrzymujemy

T
(n)
δ (f)(x) =

∫
{−1,1}n

f(x1y1, . . . , xnyn) dν(1)
δ (y1)...dν

(1)
δ (yn)

=

∫
{−1,1}n

f(y1, . . . , yn)(1 + δy1x
−1
1 ) . . . (1 + δynx

−1
n ) dµ(1)(y1)...dµ(1)(yn)

=

∫
{−1,1}n

f(y1, . . . , yn)K(x1, y1) . . . K(xn, yn) dµ(1)(y1)...dµ(1)(yn).

Z powy»szych rozwa»a« i z Lematu 3 wynika, »e wystarczy udowodni¢ Twierdze-
nie 4 dla n = 1. W tym przypadku mamy

(Tδf)(x) =
1 + δ

2
f(x) +

1− δ
2

f(−x).

Zatem,

‖Tδf‖2 =

(∣∣1+δ
2
f(1) + 1−δ

2
f(−1)

∣∣2 +
∣∣1+δ

2
f(−1) + 1−δ

2
f(1)

∣∣2
2

)1/2

oraz

‖f‖1+δ2 =

(
|f(1)|1+δ2 + |f(−1)|1+δ2

2

) 1
1+δ2

.

Niech

a =
f(1) + f(−1)

2
, b =

f(1)− f(−1)

2
.

Nierówno±¢ ‖Tδf‖2 ≤ ‖f‖1+δ2 jest równowa»na(
|a+ bδ|2 + |a− bδ|2

2

)1/2

≤

(
|a+ b|1+δ + |a− b|1+δ2

2

) 1
1+δ2

.

44



Poniewa»
|a+ bδ|2 + |a− bδ|2

2
= a2 + δ2b2,

wystarczy udowodni¢ nast¦puj¡cy elementarny lemat.

Lemat 4. Dla dowolnych a, b ∈ R i δ ∈ [0, 1] prawdziwa jest nierówno±¢

(a2 + b2δ2)
1+δ2

2 ≤ |a+ b|1+δ2 + |a− b|1+δ2

2
.

Dowód. Dla a = 0 nasza nerówno±¢ ma posta¢ |b|1+δ2δ1+δ2 ≤ |b|1+δ2 , co jest prawd¡,
bo δ1+δ2 ≤ 11+δ2 = 1. Mo»emy zatem zakªada¢, »e a 6= 0. Dziel¡c obydwie strony
nierówno±ci przez |a|1+δ2 i oznaczaj¡c y = b/a otrzymujemy nierówno±¢

(1 + δ2y2)
1+δ2

2 ≤ |1 + y|1+δ2 + |1− y|1+δ2

2
.

Obydwie strony nierówno±ci s¡ parzyst¡ funkcj¡ zmiennej y. Mo»emy zatem zakªa-
da¢, »e y ≥ 0.

Rozwa»my najpierw przypadek y ∈ [0, 1). Ze wzoru Taylora mamy

(1 + x)1+δ2 =
∞∑
k=0

(
1 + δ2

k

)
xk, |x| < 1,

gdzie (
1 + δ2

k

)
=

(1 + δ2)(1 + δ2 − 1) . . . (1 + δ2 − k + 1)

k!
.

St¡d

|1 + y|1+δ2 + |1− y|1+δ2

2
=

1

2

[
∞∑
k=0

(
1 + δ2

k

)
yk +

∞∑
k=0

(
1 + δ2

k

)
(−y)k

]

=
∞∑
k=0

(
1 + δ2

2k

)
y2k = 1 +

(1 + δ2)δ2

2
y2 +

∞∑
k=2

(
1 + δ2

2k

)
y2k

≥ 1 +
(1 + δ2)δ2

2
y2,

poniewa» (
1 + δ2

2k

)
=

(1 + δ2)(1 + δ2 − 1) . . . (1 + δ2 − 2k + 1)

(2k)!
≥ 0
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ze wzgl¦du na fakt, »e w liczniku mamy 2 liczby dodatnie i 2k liczb ujemnych.
Wystarczy zatem udowodni¢ nierówno±¢

(1 + δ2y2)
1+δ2

2 ≤ 1 +
(1 + δ2)δ2

2
y2. (6)

Zauwa»my, »e (1 + x)λ ≤ 1 + λx dla x ≥ 0 i λ ∈ [0, 1]. Jest to wersja nierówno±ci
Bernoulliego. Wynika ona z faktu, »e funkcja g(x) = (1 + x)λ − 1 − λx speªnia
g(0) = 0 oraz g′(x) ≤ 0 dla x ≥ 0. Przyjmuj¡c x = δ2y2 oraz λ = 1+δ2

2
otrzymujemy

(6).
Przypadek y = 1 wynika z powy»szego przez przej±cie graniczne.
Zajmijmy si¦ teraz przypadkiem y > 1. Niech z = 1

y
< 1. Musimy wykaza¢

nierówno±¢ (
1 +

δ2

z2

) 1+δ2

2

≤
∣∣1 + 1

z

∣∣1+δ2
+
∣∣1− 1

z

∣∣1+δ2

2
.

Mno»¡c obydwie strony tej nierówno±ci przez z1+δ2 otrzymujemy równowa»nie

(
z2 + δ2

) 1+δ2

2 ≤ |1 + z|1+δ2 + |1− z|1+δ2

2
.

Powy»sza nierówno±¢ wynika z pierwszego przypadku, gdy»

z2 + δ2 = 1 + δ2z2 − (1− z2)(1− δ2) ≤ 1 + δ2z2.

3.2.3 In�uencje funkcji boolowskich

Niech p = 1/2. Zde�niujemy wa»ne poj¦cie in�uencji funkcji boolowskiej. Z kostk¡
dyskretn¡ {−1, 1}n zwi¡zana jest naturalna struktura grafowa. Mianowicie, punkty
x, y ∈ {−1, 1}n s¡ poª¡czone kraw¦dzi¡, je±li |{i : xi 6= yi}| = 1. Piszemy wtedy x ∼
y. Dla x = (x1, . . . , xi, . . . , xn) przyjmujemy oznaczenie xi = (x1, . . . , 1− xi, . . . , xn).
Niech f : {−1, 1}n → {−1, 1}. Wyra»enie

Ii(f) = P(f(x) 6= f(xi)) =
1

2n
∣∣{x ∈ {−1, 1}n : f(x) 6= f(xi)

}∣∣
nazywamy i-t¡ in�uencj¡ funkcji f . Caªkowit¡ in�uencj¡ funkcji f nazywamy sum¦

I(f) =
n∑
i=1

Ii.
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Podamy teraz kombinatoryczn¡ interpretacj¦ liczby I(f). Dla A,B ⊂ {−1, 1}n de�-
niujemy

E(A,B) = |{(a, b) : a ∈ A, b ∈ B, a ∼ b}|.
Zbiór kraw¦dzi E(A,Ac) b¦dziemy nazywa¢ brzegim zbioru A. Zde�niujmy funkcj¦
fA : {−1, 1}n → {−1, 1} wzorem fA = 1A − 1Ac . Wówczas

|E(A,Ac)|
2n−1

=
2|E(A,Ac)|

2n
=

∑n
i=1 |{x : fA(x) 6= fA(xi)}|

2n
=

n∑
i=1

Ii(fA) = I(fA).

Zatem

I(fA) =
|E(A,Ac)|

2n−1
.

Poj¦cie in�uencji mo»emy rozszerzy¢ na przypadek p 6= 1/2, de�niuj¡c

Ipi (f) = Pp(f(x) 6= f(xi)), Ip(f) =
n∑
i=1

Ipi (f).

3.2.4 In�uencje vs. spektrum

Przypomnijmy, »e ka»d¡ funkcj¦ f : {−1, 1}n → R mo»emy przedstawi¢ w postaci

f =
∑
S⊆[n]

aswS,

gdzie (wS)s⊂[n] s¡ funkcjami Walsha-Fouriera. Zauwa»my, »e

‖f‖2
2 =

〈∑
S

aSwS,
∑
T

aTwT

〉
=
∑
S,T

aSaT 〈wS, wT 〉 =
∑
S

a2
S.

Jest tzw. to»samo±¢ Parsevala. Niech fi(x) = f(x) − f(xi). �atwo zauwa»y¢, »e
mamy

f̂i(S) =

{
0 i /∈ S
2f̂(S) i ∈ S .

Zatem
‖fi‖2

2 = 4
∑
S: i∈S

a2
S.

Z drugiej strony,

|fi(x)| =
{

0 f(x) = f(xi)
2 f(x) 6= f(xi)

.
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St¡d
‖fi‖pp = 2pP(f(x) 6= f(xi)) = 2pIi(f).

Przyjmuj¡c p = 2 otrzymujemy

Ii(f) =
∑
S: i∈S

a2
S,

a zatem

I(f) =
n∑
i=1

∑
S: i∈S

a2
S =

∑
S

|S|a2
S.

To»samo±¢ ta wi¡»e in�uencj¦ funkcji boolowskiej z jej spektrum.
Zde�niujmy

Varµ(f) = Eµf 2 − (Eµf)2.

Zauwa»my, »e
Ef =

∑
S

aSEwS = a∅.

St¡d
Varµ(f) =

∑
S

a2
S − a2

∅ =
∑

S: |S|≥1

a2
S.

Z drugiej strony, przyjmuj¡c µ(f) = P(f = 1), otrzymujemy

Varµ(f) = Eµf 2 −
(
Eµf)2 = 1− (P(f = 1)− P(f = −1)

)2

= 1− (2µ(f)− 1)2 = 4µ(f)(1− µ(f)).

Mo»emy teraz wykorzysta¢ wprowadzone poj¦cia w celu wykazaia, »e funkcja
Dictn(x1, . . . , xn) = x1 ma najmniejsz¡ in�uencj¦ spo±ród wszystkich funkcji o ±red-
niej 0. Innymi sªowy, brzeg ka»dego podzbioru kostki maj¡cego 2n−1 elementów
skªada si¦ z conajmniej 2n−1 kraw¦dzi.

Twierdzenie 5. Niech f : {−1, 1}n → {−1, 1} i niech µ(f) = P(f = 1). Wówczas
mamy

I(f) ≥ 4µ(f)(1− µ(f)).

W szczególno±ci dla µ(f) = 1/2 otrzymujemy I(f) ≥ 1.

Dowód. Mamy

4µ(f)(1− µ(f)) = Varµ(f) =
∑

S: |S|≥1

a2
S ≤

∑
S: |S|≥1

|S|a2
S =

∑
S

|S|a2
S = I(f).
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3.2.5 Twierdzenia KKL i Twierdzenia Talagranda

Mo»emy teraz sformuªowa¢ gªówne twierdzenia tego rozdziaªu.

Twierdzenie 6 (Kahn-Kalai-Linial, [KKL]). Niech p = 1/2 i niech f : {−1, 1}n →
{−1, 1}. Wówczas

max
1≤i≤n

Ii(f) ≥ 2

15
Var(f)

lnn

n
.

Powy»sze twierdzenie mo»na rozszerzy¢ na przypadek p 6= 1/2.

Twierdzenie 7 (Bourgain, Kahn, Kalai, Katznelson, Linial, [BKKKL]). Niech f :
{−1, 1}n → {−1, 1} b¦dzie funkcj¡ monotoniczn¡. Wówczas

max
1≤i≤n

Ipi (f) ≥ 2

15
Varp(f)

lnn

n
.

Prawdziwe s¡ równie» wzmocnione wersje tych oszacowa¢, patrz [T]. Przyjmu-
jemy tutaj notacj¦ 0

log(1/0)
= 0 oraz 1/ log(1) = +∞.

Twierdzenie 8 (Talagrand). Niech p = 1/2 i niech f : {−1, 1}n → {−1, 1}. Wów-
czas

I(f) ≥ 4

15
Var(f) ln

(
1

max1≤i≤n Ii(f)

)
.

Twierdzenie 9 (Talagrand). Niech p = 1/2 i niech f : {−1, 1}n → {−1, 1}. Wów-
czas

n∑
i=1

Ii(f)

ln (1/Ii(f))
≥ 4

15
Var(f).

Twierdzenie 10 (Talagrand). Niech f : {−1, 1}n → {−1, 1} b¦dzie funkcj¡ mono-
toniczn¡. Wówczas

Ip(f) ≥ cVarp(f) ln

(
1

max1≤i≤n I
p
i (f)

)
.

Nasza strategia dowodu wymienionych twierdze« jest nast¦puj¡ca. Najpierw udo-
wodnimy Twierdzenie 9. Nast¦pnie, korzystaj¡c z tego twierdzenia wyka»enie Twier-
dzenie 8. Potem wywnioskujemy Twierdzenie 10. Nast¦pnie udowodnimy Twierdze-
nia 6 i 7. Naszym najwa»niejszym narz¦dziem b¦dzie hiperkontrakcja.

B¦dzie nam potrzebny nast¦puj¡cy lemat.
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Lemat 5. Niech g : {−1, 1}nn → R oraz ‖g‖3/2 6= ‖g‖2 (równowa»nie |g| nie jest
staªa). Wówczas ∑

S 6=∅

ĝ(S)2

|S|
≤ 5

2

‖g‖2
2

log
(
‖g‖2 / ‖g‖3/2

) .
Dowód. Skorzystajmy z hiperkostrakcji

‖Tδg‖2 ≤ ‖g‖1+δ2 ,

przyjmuj¡c δ2 = 1/2. Otrzymujemy∑
S: |S|=k

ĝ(S)2 ≤ 2k
∑
S

1

2|S|
ĝ(S)2 = 2k

∥∥∥T√
1/2
g
∥∥∥2

2
≤ 2k ‖g‖2

3/2 .

Niech m ≥ 0. Mamy

∑
S 6=∅

ĝ(S)2

|S|
=

m∑
k=1

∑
S: |S|=k

ĝ(S)2

k
+

∑
S: |S|>m

ĝ(S)2

|S|
≤

m∑
k=1

2k ‖g‖2
3/2

k
+

∑
S: |S|>m

ĝ(S)2

m+ 1

≤
4 · 2m ‖g‖2

3/2 + ‖g‖2
2

m+ 1
,

gdzie skorzystali±my z elementarnej nierówno±ci

m∑
k=1

2k

k
≤ 4 · 2m

m+ 1
,

któr¡ mo»na wykaza¢ indukcyjnie.
Przyjmijmy

m = max{m ≥ 0 | 2m ‖g‖2
3/2 ≤ ‖g‖

2
2}.

Wtedy 2m+1 ‖g‖2
3/2 > ‖g‖

2
2. Zatem,

m+ 1 > 2 log

(
‖g‖2

‖g‖3/2

)
.

Otrzymujemy ∑
S 6=∅

ĝ(S)2

|S|
≤ 5 ‖g‖2

2

m+ 1
≤ 5

2

‖g‖2
2

log
(
‖g‖2 / ‖g‖3/2

) .
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Dowód Twierdzenia 9. Niech g(x) = f(x)−f(xi). Zaªó»my, »e Ii(f) ∈ (0, 1). Zatem
funkcja |g| nie jest staªa. Mamy

‖g‖2

‖g‖3/2

=
2Ii(f)1/2

2Ii(f)2/3
= Ii(f)−1/6.

Korzystaj¡c z lematu mamy

∑
S: i∈S

4f̂(S)2

|S|
=
∑
S

ĝ(S)2

|S|
≤ 5

2

‖g‖2
2

log
(
‖g‖2 / ‖g‖3/2

) =
5

2
· 4Ii(f)

log(Ii(f)−1/6)
= 60

Ii(f)

log( 1
Ii(f)

)
.

Nierówno±¢ ∑
S: i∈S

4f̂(S)2

|S|
≤ 60

Ii(f)

log( 1
Ii(f)

)

jest równie» prawdziwa w przypadku Ii(f) ∈ {0, 1}. Otrzymujemy

16µ(f)(1− µ(f)) = 4 Varµ(f) =
∑
Snε∅

4f̂(S)2 =
n∑
i=1

∑
S: i∈S

4f̂(S)2

|S|
≤ 60

n∑
i=1

Ii(f)

log( 1
Ii(f)

)
.

Wynika st¡d ju» dowodzona nierówno±¢.

Poka»emy teraz, »e Twierdzenie 9 implikuje Twierdzenie 8.

Dowód Twierdzenia 8. Wystarczy zauwa»y¢, »e

I(f)

ln (1/max1≤i≤n Ii(f))
≥

∑n
i=1 Ii(f)

ln (1/max1≤i≤n Ii(f))
≥

n∑
i=1

Ii(f)

ln (1/Ii(f))
≥ 4

15
Var(f).

Poka»emy, w jaki sposób z Twierdzenia 8 mo»na uzyska¢ Twierdzenie 10.

Dowód Twierdzenia 10. Po pierwsze zauwa»my, »e Twierdzenie 10 wystarczy wyka-
za¢ dla p = k

2n
, gdzie n ≥ 1 i 0 ≤ k ≤ 2n. Wynika to z ci¡gªo±ci obydwu stron

nierówno±ci wzgl¦dem parametru p. Rozpatrzmy przeksztaªcenie koduj¡ce (a w za-
sadzie dekoduj¡ce) π : {0, 1}l → {0, 1/2l, . . . , (2l − 1)/2l} zadane wzorem

π(x1, . . . , xl) =
l∑

i=1

xi/2
i.
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To przeksztaªcenie jest bijekcj¡, a zatem je±li x ma rozkªad jednostajny na {0, 1}l, to
π(x) ma rozkªad jednostajny na {0, 1/2l, . . . , (2l− 1)/2l}, a zatem P

(
π(x ≥ i/2l)

)
=

(2l − i)/2l. De�niujemy przeksztaªcenie g : {0, 1}l → {0, 1} zadane wzorem g(x) =
1{π(x)≥1−p}. Oczywi±cie

P (g(x) = 1) = P (π(x) ≥ 1− p) = p.

De�niujemy f̃ : {0, 1}nl → {0, 1} wzorem

f̃(x1
1, ..., x

1
l , x

2
1, ..., x

2
l , ..., x

n
1 , ..., x

n
l ) = f(g(x1

1, ..., x
1
l ), g(x2

1, ..., x
2
l ), ..., g(xn1 , ..., x

n
l )).

Z powy»szych uwag wynika natychmiast, »e f̃ , jako funkcja zde�niowana na prze-

strzeni probabilistycznej
(
{0, 1}nl,

(
1
2
δ0 + 1

2
δ1

)nl)
ma taki sam rozkªad jak funkcja f

zde�niowana na przestrzeni probabilistycznej ({0, 1}n, (pδ0 + (1− p)δ1)n). W szcze-
gólno±ci Varp(f) = Var1/2(f̃).

Udowodnimy nierówno±¢

I(r,j)(f̃) ≤ Ipr (f)/2j−1, r = 1, . . . , n, j = 1, . . . , l. (7)

Mo»emy zakªada¢, »e r = 1. Niech xr = (xr1, . . . , x
r
n), r = 1, . . . , n. Zauwa»my, »e

I(1,j)(f̃) = P
(
f̃(x1

1, ..., x
1
j , ...x

1
n, . . .) 6= f̃(x1

1, ..., 1− x1
j , ...x

1
n, . . .)

)
= P

(
g(x1

1, ..., x
1
j , ..., x

1
l ) 6= g(x1

1, ..., 1− x1
j , ..., x

1
l ) oraz

f(0, g(x2), ..., g(xn)) 6= f(1, g(x2), ..., g(xn))
)
.

Niech
A = {g(x1

1, ..., x
1
j , ..., x

1
l ) 6= g(x1

1, ..., 1− x1
j , ..., x

1
l )}

oraz
B = {f(0, g(x2), ..., g(xn)) 6= f(1, g(x2), ..., g(xn))}.

Zdarzenia A i B s¡ niezale»ne. Zatem I(1,j)(f̃) = P (A)P (B). Zauwa»my, »e zmienne
g(x2), . . . , g(xn) s¡ niezale»ne i maj¡ rozkªad pδ0 + (1− p)δ1. Zatem P (B) = Ipr (f).

Pozostaje wykaza¢, »e P (A) ≤ 1/2j−1. Zauwa»my, »e∣∣π(x1
1, ..., x

1
j , ..., x

1
l )− π(x1

1, ..., 1− x1
j , ..., x

1
l )
∣∣ = 1/2j.

St¡d

P (A) = P
(
g(x1

1, ..., x
1
j , ..., x

1
l ) 6= g(x1

1, ..., 1− x1
j , ..., x

1
l )
)

≤ P
(
π(x) ∈ [1− p− 1/2j, 1− p+ 1/2j)

)
= 1/2j−1.
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Twierdzenie 6 wynika z Twierdzenia 8 w identyczny sposób, w jaki Twierdzenie
7 wynika z Twierdzenia 10. Udowodnimy Twierdzenie 7.

Twierdzenie 10 implikuje Twierdzenie 7. Zauwa»my, »e je±li a ∈ (0, 1) oraz a
log(1/a)

≥
c > 0 to a ≥ 1

2
c log(1/c). Poniewa» (0, 1) 3 a 7→ a

log(1/a)
jest rosn¡ca, wystarczy

zakªada¢, »e a
log(1/a)

= c. Musimy zatem wykaza¢ nierówno±¢

a ≥ 1

2

a

log(1/a)
log

(
1

a
log

(
1

a

))
.

Bior¡c x = 1/a ≥ 1 widzimy, »e nierówno±¢ ta jest równowa»na z

log(x) ≥ 1

2
log(x log(x)) =

1

2
log x+

1

2
log log x.

Wystarczy zatem wykaza¢ x ≥ log x. Wynika to z nierówno±ci Bernoulliego,

2x = (1 + 1)x ≥ 1 + x ≥ x.

Niech ‖Ip‖∞ = max1≤in I
p
i (f). Z Twierdzenia 10 mamy

n ‖Ip‖∞ ≥ Ip(f) ≥ 4

15
Varp(f) ln

(
1

‖Ip‖∞

)
.

Przyjmuj¡c a = ‖Ip‖∞ i c = 4 Varp(f)

15n
otrzymujemy

‖Ip‖∞ ≥
2 Varp(f)

15n
ln

(
15n

4 Varp(f)

)
≥ 2 Varp(f)

15n
lnn.

Skorzystali±my z faktu, »e Varp(f) ≤ 1.

3.3 Lemat Russo

W tym podrozdziale sformuªujemy i udowodnimy sªynny Lemat Margulisa-Russo.
Pozwoli on nam kontrolowa¢ funkcj¦ θf (p) za pomoc¡ wielko±ci Ip(f).

Lemat 6 (Margulis-Russo lemma). Niech f : {−1, 1}n → {−1, 1} b¦dzie funkcj¡
monotoniczn¡. Wtedy

d
dp
µp(f) = Ip(f).
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Dowód. Zde�niujmy

µp1,...,pn =
(
(1− p1)δ{−1} + p1δ{1}

)
⊗ . . .⊗

(
(1− pn)δ{−1} + pnδ{1}

)
.

Udowodnimy, »e
∂µp1,...,pn(f)

∂pi
= I

(p1,...,pn)
i (f).

Wówczas otrzymamy

dµp(f)

dp
=

n∑
i=1

∂µp1,...,pn(f)

∂pi

∣∣∣
p1=...=pn=p

=
n∑
i=1

I
(p,...,p)
i (f) =

n∑
i=1

Ipi (f).

Bez zmniejszenia ogólno±ci mo»emy zaªo»y¢, »e i = 1. Niech f1(x) = f(x)−f(x1).
Mamy

Pp1,...,pn(f = 1) = Pp1,...,pn(f = 1, f1 6= 0) + Pp1,...,pn(f = 1, f1 = 0).

De�niujemy zbiór A ⊂ {−1, 1}n−1,

A =
{
x ∈ {−1, 1}n−1 | f(1, x) = 1, f1(1, x) = 0

}
.

Je±li f(1, x) = 1 i f1(1, x) = 0 to f(−1, x) = 1 i f1(−1, x) = 0. Zatem

{f = 0, fi = 0} = {−1, 1} × A.

St¡d
Pp1,...,pn(f = 1, f1 = 0) = Pp2,...,pn(A),

a zatem jest to wyra»enie niezale»ne od p1.
Ze wzgl¦du na to, »e f jest monotoniczna, otrzymujemy

{f = 1, f1 6= 0} = {(x1, . . . , xn) | x1 = 1, f(1, . . . , xn) = 1, f(−1, . . . , xn) = −1, }.

De�niujemy B ⊂ {−1, 1}n−1,

B =
{
x ∈ {−1, 1}n−1 | f(1, x) = 1, f1(1, x) 6= 0

}
.

Mamy
{f = 1, f1 = 0} = {1} ×B.

St¡d,
Pp1,...,pn(f = 1, f1 6= 0) = p1Pp2,...,pn(B)
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Zauwa»my równie», »e

I
(p1,...,pn)
1 (f) = µp1,...,pn ({−1, 1} ×B) = Pp2,...,pn(B).

Dlatego

∂µp1,...,pn(f)

∂p1

=
∂

∂p1

(Pp2,...,pn(A) + p1Pp2,...,pn(B)) = Pp2,...,pn(B) = I
(p1,...,pn)
1 (f).

3.4 Dowód Twierdzenia Friedguta-Kalaia

Dowód. Zauwa»my, »e µp(f) = θf (p). Z symetrii funkcji f mamy Ip1 (f) = . . . =
Ipn(f). Z Twierdzenia 7 i z Lematu Margulisa-Russo otrzymujemy

dθ(p)
dp

= Ip(f) = n max
1≤i≤n

Ipi (f) ≥ 8

15
θ(p)(1− θ(p)) lnn ≥ 4

15
min{θ(p), 1− θ(p)} lnn.

Niech p? speªnia θ(p?) = 1/2. Oczywi±cie p−(ε) < p? < p+(ε). Dla p ∈ [p−(ε), p?]

mamy dθ(p)
dp
≥ 4

15
θ(p) lnn, czyli d ln θ(p)

dp
≥ 4

15
lnn. Wynika st¡d

ln(1/2ε) = ln θ(p?)− ln θ(p−(ε)) ≥ 4

15
(p? − p−(ε)) lnn.

Podobnie dla p ∈ [p?, p+] mamy − d
dp

ln(1− θ(p)) ≥ 4
15

lnn, czyli

ln(1/2ε) = − (ln(1− θ(p+(ε)))− ln(1− θ(p?))) ≥
4

15
(p+(ε)− p?) lnn.

Zatem

p+(ε)− p−(ε) ≤ 15

2
ln(1/2ε)

1

lnn
.
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Rysunek 10: Krata Z2.

4 Perkolacje na kracie Z2

4.1 Prawdopodobie«stwo krytyczne i nierówno±¢ FKG

W tym rozdziale zajmiemy si¦ perkolacj¡ na kracie caªkowitoliczbowej Z2. Wprowa-
dzamy na tej kracie struktur¦ grafu � punkty x, y ∈ Z2 s¡ poª¡czone kraw¦dzi¡ je±li
|x− y| = 1 (Rysunek 10).

Wprowadzamy nast¦puj¡cy model grafu losowego. Ka»da kraw¦d¹ (niesko«czo-
nej!) kraty Z2 jest otwarta z prawdopodobie«stwem p i zamkni¦ta z prawdopodo-
bie«stwem 1−p (w modelu Erdösa-Renyi pisali±my jest z prawdopodobie«stwe p i nie
ma jej z prawdopodobie«stwem 1 − p). Przestrzeni¡ probabilistyczn¡ dla tego grafu
losowego jest zbiór {O,Z}Z2

(gdzie symbol O oznacza kraw¦d¹ otwart¡, za± symbol
Z kraw¦d¹ zamkni¦t¡) wraz z σ-ciaªem produktowym i miar¡ produktow¡.

Otwartym klastrem nazywamy spójn¡ skªadow¡ zªo»on¡ z punktów kraty Z2, po-
ª¡czonych otwartymi kraw¦dziami. Innymi sªowy, dwa punkty le»¡ w jednej spójnej
skªadowej, je±li da si¦ przej±¢ od jednego punktu do drugiego, poruszaj¡c si¦ jedy-
nie po otwartych kraw¦dziach. Niech E∞ oznacza zdarzenie, »e w opisanym gra�e
losowym istnieje niesko«czony spójny klaster. Zauwa»my, »e je±li dla pewnej kon�-
guracji (czyli wyboru otwartych i zamkni¦tych kraw¦dzi) E∞ zachodzi, to po zmianie
sko«czonej liczby kraw¦dzi z otwartych na zamkni¦te (lub na odwrót) zdarzenie E∞
nadal zachodzi. Podobnie, je±li zdarzenie E∞ nie zachodzi to nic si¦ z tym nie da
zrobi¢, zmieniaj¡c jedynie sko«czenie wiele kraw¦dzi. Wynika st¡d, »e E∞ nale»y do
σ-ciaªa resztkowego, a zatem z prawa 0−1 Koªomogorowa Pp (E∞) ∈ {0, 1}. Okazuje
si¦, »e Pp (E∞) = 0 dla p ≤ 1/2 oraz Pp (E∞) = 1 dla p > 1/2. Jest to sªynne twier-
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Rysunek 11: Przykªadowa kon�guracja kraw¦dzi w modelu perkolacji na kracie Z2.

dzenie Harrisa-Kestena. Pierwsza cz¦±¢ sformuªowania zostaªa udowodniona w 1960
roku przez Harrisa. Druga cz¦±¢ jest znacznie trudniejsza i zostaªa udowodniona w
1980 roku przez Kestena. Celem tego rozdziaªu jest przedstawienie prostego dowodu
twierdzenia Harrisa-Kestena, pochodz¡cego od Bollobása i Riordana, [BR].

Niech v ∈ Z2 i niech Cv oznacza otwarty klaster zawieraj¡cy punkt v. Niech
θ(p) = Pp (|C0| =∞), gdzie 0 oznacza punkt (0, 0) ∈ Z2. Funkcja θ(p) jest nie-
malej¡c¡ funkcj¡ p ∈ [0, 1]. Zauwa»my, »e z translacyjnej niezmienniczo±ci mamy
Pp (|C0| =∞) = θ(p) dla ka»dego wierzchoªka v ∈ Z2. Oczywi±cie

E∞ =
⋃
v∈Z2

{|Cv| =∞}.

Zatem je±li θ(p) = 0, to Pp (E∞) = 0 oraz je±li θ(p) > 0, to Pp (E∞) = 1.
De�niujemy prawdopodobie«stwo krytyczne,

pc = inf{p : θ(p) > 0} = inf{p : Pp (E∞) > 0} = inf{p : Pp (E∞) = 1}.

W dowodzie twierdzenia skorzystamy z Twierdzenia 1.
Niech X b¦dzie zbiorem N -elementowym. Niech Xp b¦dzie losowym podzbiorem

zbioru X, przy czym, niezale»nie, ka»dy element jest w zbiorze Xp z prawdopodo-
bie«stwem p. Rodzina A ⊆ P(X) jest rosn¡ca, je±li A ∈ A oraz A ⊆ B ⊂ X
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implikuj¡ B ∈ A. Rodzina A jest malej¡ca, je±li P(X)\A jest rosn¡ca. B¦dzie nam
potrzebny nast¦puj¡cy lemat.

Lemat 7. (Nierówno±¢ FKG) Niech A, B b¦d¡ dwiema rosn¡cymi lub dwiema ma-
lej¡cymi rodzinami podzbiorów zbioru X. Wówczas w modelu losowego podzbioru
Xp mamy

Pp (A ∩ B) ≥ Pp (A)Pp (B) .

Dowód. Udowodnimy wi¦cej. Wprowadzimy poj¦cie rosn¡cej zmiennej losowej. Zmienna
losowa S okre±lona na P(X) jest rosn¡ca je±li A ⊆ B ⊆ X implikuje S(A) ≤ S(B).
Oczywi±cie rodzina A jest rosn¡ca wtedy i tylko wtedy gdy 1A jest rosn¡c¡ zmienn¡
losow¡. Poniewa» Pp (A) = E1A nasza nierówno±¢ jest równowa»na z

EpST ≥ EpSEpT, (8)

gdzie S = 1A oraz T = 1B. Wyka»emy (8) dla dowolnych rosn¡cych zmiennych
losowych X, Y . Bez straty ogólno±ci mo»emy przyj¡¢, »e X = {1, 2, . . . , N}. Prze-
prowadzimy dowód indukcyjny ze wzgl¦du na N . Podzbiór A ⊆ X b¦dziemy identy-
�kowali z N -elementowym ci¡giem binarnym, przy czym 0 na i-tym miejscu oznacza,
»e elementu i nie ma w zbiorze A. Np., dla N = 4 ci¡g (1, 1, 0, 1) oznacza podzbiór
{1, 2, 4}. B¦dziemy te» pisali X(1, 1, 0, 1) zamiast X({1, 2, 4}).

(N = 1) Mamy

EpST − EpSEpT = S(1)T (1)p+ S(0)T (0)(1− p)− S(1)T (1)p2 − S(0)T (0)(1− p)2

− S(0)T (1)p(1− p)− S(1)T (0)p(1− p)
= p(1− p)(S(1)− S(0))(T (1)− T (0)) ≥ 0,

bo S(1) ≥ S(0) i T (1) ≥ T (0), ze wzgl¦du na monotoniczno±¢ T i S.
(Krok indukcyjny n =⇒ n+ 1) De�niujemy

S1 = pS(ε1, ε2, . . . , εn, 1) + (1− p)S(ε1, ε2, . . . , εn, 0)
T1 = pT (ε1, ε2, . . . , εn, 1) + (1− p)T (ε1, ε2, . . . , εn, 0)

.

Zmienne S1 i T1, jako kombinacje zmiennych monotonicznych na P({1, 2, . . . , n, n+
1}) s¡ monotoniczne na P({1, 2, . . . , n}). St¡d

EpS1T1 ≥ EpS1EpT1 = EpSEpT.

Wystarczy teraz pokaza¢ nierówno±¢ EpST ≥ EpS1T1. Mamy

EpST − EpS1T1 = pEpS(·, 1)T (·, 1) + (1− p)EpS(·, 0)T (·, 0)

− Ep ((pS(·, 1) + (1− p)S(·, 0)) (pT (·, 1) + (1− p)T (·, 0)))

= p(1− p)Ep (S(·, 1)− S(·, 0)) (T (·, 1)− T (·, 0)) ≥ 0.
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Rysunek 12: Krata Z2 i krata dualna Z2 + (1/2, 1/2).

Nierówno±¢ dla rodzin malej¡cych udowadniamy bior¡c rosn¡ce zmienne losowe S =
−1A i T = −1B i korzystaj¡c z (8).

4.2 Krata dualna

Krat¡ dualn¡ do kraty Z2 nazywamy graf, którego wierzchoªkami s¡ ±rodki ±cian
kraty Z2, czyli punkty nale»¡ce do zbioru Z2+(1/2, 1/2), za± kraw¦dzie poprowadzone
s¡ mi¦dzy wierzchoªkami odlegªymi o 1 w odlegªo±ci euklidesowej7. Oczywi±cie krata
dualna do kraty Z2 jest z t¡ krat¡ izomor�czna (Rysunek 12).

Zauwa»my, »e ka»d¡ kraw¦d¹ kraty dualnej przecina dokªadnie jedna kraw¦d¹
kraty Z2. Zatem dla dowolnej kon�guracji kraw¦dzi na kracie Z2 mo»emy zde�niowa¢
dualn¡ do niej kon�guracj¦ kraw¦dzi na kracie dualnej � kraw¦dz w kracie dualnej jest
otwarta wtedy i tylko wtedy, gdy przecinaj¡ca j¡ kraw¦d¹ jest zamkni¦ta (Rysunek
13).

Niech a, b, c, d b¦d¡ liczbami caªkowitymi, przy czym a < b i c < d. Zbiór postaci
R = ([a, b] × [c, d]) ∩ Z2 nazywamy prostok¡tem. Je±li k = b − a i l = d − c, to
prostokat R ma szeroko±¢ k i wysoko±¢ l. Powiemy wówczas, »e R jest prostok¡te
k × l. Zbiór {a} × {c, . . . , d} nazywamy lewym bokiem prostok¡ta R. Analogicznie
de�niujemy prawy, górny i dolny bok.

7Podobnie mo»na zde�niowa¢ graf dualny do dowolnego grafu planarnego.
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Rysunek 13: Przykªadowa kon�guracja kraw¦dzi na kracie Z2 (linie ci¡gªe) i odpo-
wiadaj¡ca jej kon�guracja dualna na kracie Z2 + (1/2, 1/2) (linie przerywane).
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Rysunek 14: Przykªad ±cie»ki ª¡cz¡cej lewy i prawy bok prostok¡ta.

Dla prostok¡ta R de�niujemy prostok¡t dualny

Rd = ([a+ 1/2, b− 1/2]× [c− 1/2, d+ 1/2]) ∩ (Z2 + (1/2, 1/2)).

Prostok¡t dualny do prostok¡ta k × l jest prostok¡tem (k − 1)× (l + 1).
Dla prostok¡ta R niech H(R) b¦dzie zdarzeniem polegaj¡cym na istnieniu ±cie»ki

zªo»onej z otwartych kraw¦dzi, ª¡cz¡cej lewy i prawy bok (Rysunek 14). Analogicznie
V (R) jest zdarzeniem polegaj¡cym na istnieniu ±cie»ki zªo»onej z otwartych kraw¦dzi,
ª¡cz¡cej górny i dolny bok.

Udowodnimy intuicyjnie oczywisty (ale nietrywialny w dowodzie!) lemat mó-
wi¡cy, »e dla ustalonego prostok¡ta R albo istnieje otwarta ±cie»ka ª¡cz¡ca lewy i
prawy bok w R albo istnieje otwarta ±cie»ka ª¡cz¡ca górny i dolny bok w Rd.

Lemat 8. Dla ustalonego prostok¡ta R i dla ustalonej kon�guracji kraw¦dzi oraz
indukowanej przez ni¡ kon�guracji kraw¦dzi na kracie dualnej zachodzi dokªadnie
jedno ze zdarze« H(R), V (Rd).

Dowód. Wprowadzamy pomocniczy prostok¡t ([a+1/4, b−1/4]× [c−1/4, d+1/4])∩
(1

2
Z2 + (1/4, 1/4)) (patrz Rysunek 15). Bez zmniejszenia ogólno±ci mo»emy przyj¡¢,

»e s¡siaduj¡ce ze sob¡ punkty z lewego i prawego boku prostok¡ta R s¡ poª¡czone
otwartymi kraw¦dziami. Pododnie przyjmujemy, »e otwartymi kraw¦dziami poª¡-
czone sa s¡siaduj¡ce ze sob¡ punkty górnego i dolnego boku Rd. Mi¦dzy s¡siednimi
wierzchoªkami pomocniczego prostok¡ta prowadzimy zorientowan¡ kraw¦d¹, je±li kra-
w¦d¹ ta nie przetnie »adnej otwartej kraw¦dzi w R i Rd. Ponadto poprowadzona
kraw¦d¹ jest skierowana tak, aby po lewej jej stronie w odlegªo±ci 1/4 znajdowaª si¦
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Rysunek 15: Fragment kraty Z2 i kraty dualnej. Prostok¡t R na kracie Z2 (wierz-
choªki to maªe wypeªnione kropki), prostok¡t Rd (du»e wypeªnione kropki) i pomoc-
niczy prostok¡t (biaªe kropki).

punkt z R lub po prawej stonie w odlegªo±ci 1/4 znajdowaª si¦ punkt z Rd. Przykªa-
dow¡ kon�guracj¦ pokazano na Rysunku 16.

�atwo zauwa»y¢, »e ka»dy punkt pomocniczego prostok¡ta ma stopie« 2, poza
punktami naro»nymi x, y, w, z. Poniewa» stopie« wierzchoªka zale»y od kon�guracji
w jego bliskim otoczeniu, prawdziwo±¢ powy»szej uwagi mo»na sprawdzi¢ analizuj¡c
kilka prostych przypadków. Zauwa»my, »e wierzchoªki stopnia 1, z których wychodzi
kraw¦d¹ to wierzchoªki x oraz z. Wierzchoªki stopnia 1, do których kraw¦d¹ wcho-
dzi to wierzchoªki y oraz w. �cie»ka rozpoczynaj¡ca si¦ w x musi zatem sko«czy¢
si¦ w punkcie y lub w. Tak samo rzecz si¦ ma dla ±cie»ki wychodz¡cej z punktu
z. Ostatecznie nasz pomocniczy graf jest sum¡ rozª¡cznych cykli i dwóch ±cie»ek
zaczynaj¡cych si¦ w zbiorze {x, z} i ko«cz¡cych si¦ w zbiorze {y, w}. Je±li ±cie»ka
wychodz¡ca z x ko«czy si¦ w y, to kraw¦dzie grafu Rd le»¡ce na lewo od tej ±cie»ki
wyznaczaj¡ zbiór spójny ª¡cz¡cy górny bok z dolnym. Wówczas zachodzi zdarzenie
V (Rd). Je±li natomiast ±cie»ka wychodz¡ca z x ko«czy si¦ w w, to kraw¦dzie grafu R
le»¡ce na prawo od tej ±cie»ki wyznaczaj¡ zbiór spójny ª¡cz¡cy lewy bok z prawym.
Wówczas zachodzi zdarzenie H(R) (patrz Rysunek 17).

Musimy jeszcze udowodni¢, »e zdarzenia H(R) i V (Rd) nie mog¡ zaj±¢ jednocze-
±nie. Stwierdzenie to jest w zasadzie intuicyjnie bardzo jasne, jednak jego formalne
uzasadnienie wymaga np. twierdzenia o krzywej Jordana. Je±li np. istnieje ±cie»ka
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Rysunek 16: Grafy R, Rd oraz graf pomocniczy (biaªe wierzchoªki) ze zorientowanymi
kraw¦dziami.

z x do y, to id¡c lew¡ kraw¦dzi¡ prostok¡ta Rd mo»emy j¡ uzupeªni¢ do krzywej
Jordana γ (Rysunek 18). Przypu±¢my, »e istnieje ±cie»ka ª¡cz¡ca lew¡ kraw¦d¹ pro-
stok¡ta z praw¡. Wówczas Krzywa γ obiega punkt pocz¡tkowy tej ±cie»ki dokªadnie
raz, a punkt ko«cowy zero razy. Zatem punkt ko«cowy znajduje si¦ poza obszarem
ograniczonym krzyw¡ γ, czyli nasza ±cie»ka (z twierdzenia o krzywej Jordana!) musi
przeci¡¢ krzyw¡ γ. Oznacza to, »e pewna kraw¦d¹ grafu R przecina kraw¦d¹ grafu
pomocniczego, co przeczy konstrukcji tego grafu. Otrzymana sprzeczno±¢ ko«czy
dowód.

Zauwa»my, »e je±li kraw¦d¹ kraty jest otwarta z prawdopodobie«stwem p, to
przecinaj¡ca j¡ kraw¦d¹ kraty dualnej jest otwarta z prawdopodobie«stwem 1 − p.
Zatem z Lematu 8 wynika nast¦puj¡cy wniosek.

Wniosek 1. Niech R b¦dzie prostok¡tem k na l − 1 i R′ prostok¡tem k − 1 na l.
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Rysunek 17: �cie»ka wychodz¡ca z punktu x i ko«cz¡ca si¦ w punkcie y oraz wyzna-
czony przez ni¡ zbiór kraw¦dzi w gra�e dualnym Rd.

Wówczas
Pp (H(R)) + P1−p(V (R′)) = 1.

Je±li k = l = n+1, to R i R′ s¡ obrucone wzgl¦dem siebie o 90◦, a zatem Pp (H(R)) =
Pp (V (R′)). Zatem w tym przypadku P1/2(H(R)) = P1/2(V (R′)) = 1/2. Niech
S = [0, n]× [0, n]. Wtedy oczywi±cie Pp (H(R)) ≤ Pp (H(S)) = Pp (V (S)), a zatem

P1/2(H(S)) = P1/2(V (S)) ≥ 1/2.

4.3 Dowód twierdzenia Harrisa

W tym rozdziale udowodnimy, »e pc ≥ 1/2. Rozpoczniemy od nast¦puj¡cego lematu.

Lemat 9. Niech m ≥ n i niech S = [0, n] × [0, n] oraz R = [0,m] × [0, 2n]. Niech
X(R) oznacza nast¦puj¡ce zdarzenie: istniej¡ ±cie»ki P1 i P2 zªo»one z otwartych
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Rysunek 18: Zamkni¦ta krzywa Jordana wyznaczona przez ±cie»k¦ od x do y.

kraw¦dzi takie, »e P1 le»y w S i ª¡czy górny i dolny bok S oraz P2 le»y w R i ª¡czy
pewien punkt ±cie»ki P1 z prawym bokiem R. Wówczas

Pp (X(R)) ≥ 1

2
Pp (H(R))Pp (V (S)) .

Dowód. Niech LV (S) b¦dzie wertykalnym ci¦ciem S poªo»onym najbardzie po lewej
stronie S. Niech P1 b¦dzie ustalonym ci¦ciem wertykalnym S. Wówczas zdarzenie
{LV (S) = P1} nie zale»y od kraw¦dzi poªo»onych na prawo od ±cie»ki P1. Rozwa»my
±cie»k¦ P̃1 b¦d¡c¡ symetrycznym obrazem ±cie»ki P1 w symetrii wzgl¦dem prostej
{y = n}. Oczywi±cie je±li P1 jest ±cie»k¡ otwart¡, ±cie»ka P̃1 nie musi by¢ otwarta.
Niech P b¦dzie ±cie»k¡ powstaª¡ przez poª¡czenie ±cie»ek P1 i P̃1 (Rysunek 19).
Ka»de horyzontalne ci¦cie Rmusi przecina¢ ±cie»k¦ P (argument podobny do dowodu
drugiej cz¦±ci Lemat 8). Poniewa» P jest symetryczna wzgl¦dem prostej {y = n},
zdarzenie polegaj¡ce na istnieniu ci¦cia horyzontalnego R przecinaj¡cego P po raz
ostatni w punkcie nale»¡cym do krzywej P1 ma prawdopodobie«stwo przynajmniej
1
2
Pp (H(R)). Niech

Y (P1) = {istnieje ±cie»ka P2 w R na prawo od P ª¡cz¡ca P1 z prawym bokiem R} .

Wówczas z powy»szego mamy Pp (Y (P1)) ≥ 1
2
Pp (H(R)). Zdarzenie Y (P1) zale»y

tylko od kraw¦dzi le»¡cych na prawo od P , a zatem zdarzenia {LV (S) = P1} i Y (P1)
s¡ niezale»ne. St¡d

Pp
(
Y (P1)

∣∣ LV (S) = P1

)
= Pp (Y (P1)) ≥ 1

2
Pp (H(R)) ,
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P1
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Rysunek 19: Prostok¡t R i kwadrat S wraz ze ±cie»kami P1, P̃1 oraz P2.

gdzie P1 jest ustalone. Zauwa»my, »e zdarzenia {LV (S) = P1} i Y (P1) implikuj¡
X(R). Zatem

1

2
Pp (H(R)) ≤ Pp

(
Y (P1)

∣∣ LV (S) = P1

)
=

Pp (Y (P1) i LV (S) = P1)

Pp (LV (S) = P1)

≤ Pp (X(R) i LV (S) = P1)

Pp (LV (S) = P1)
.

St¡d, uwzgl¦dniaj¡c fakt, »e V (S) =
⋃
P1
{LV (S) = P1} i jest to suma rozª¡czna,

Pp (X(R))

Pp (V (S))
≥ Pp (X(R) i V (S))

Pp (V (S))
=
∑
P1

Pp (X(R) i LV (S) = P1)

Pp (V (S))

≥ 1

2
Pp (H(R))

∑
P1

Pp (LV (S) = P1)

Pp (V (S))
=

1

2
Pp (H(R)) .

Korzystaj¡c z Lematu 9 udowodnimy nast¦puj¡cy lemat.

Lemat 10. Niech ρ > 1 bedzie liczb¡ naturaln¡. Istnieje staªa c2(ρ) > 0 taka, »e
dla R = [0, 2ρn]× [0, 2n] mamy

P1/2(H(R)) ≥ c2(ρ).

Dowód. Dla R = [0,m]× [0, n] niech hm,n = P1/2 (H(R)). Udowodnimy nierówno±¢

h2m−n,2n ≥
1

25
h2
m,2n, m ≥ n. (9)
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Z nierówno±ci (9) wynika ju» teza lematu. Faktycznie, poniewa» h2n,2n ≥ 1/2 na mocy
Wniosku 1, bez trudu udowadniamy przez indukcj¦ nierówno±¢ h(2l+1)n,2n ≥ 1

26·2l−5

dla l ≥ 0. Niech l0(ρ) = inf{l : 2l + 1 ≥ 2ρ}. Wówczas

h2nρ,2n ≥ h(2l0+1)n,2n ≥
1

26·2l0−5
≥ 1

224ρ−5
,

gdy» 2n0−1 < 2n0−1 + 1 < 2ρ.

E1

E2

(n−m, 0) (m, 0)

(m, 2n)(n−m, 2n)

(0, 0) (n, 0)

(0, 2n) (n, 2n)

Rysunek 20: Prostok¡ty R i R′ oraz zdarzenia E1 i E2.

Przyst¦pujemy do dowodu nierówno±ci (9). Niech R = [0,m] × [0, 2n] i niech
R′ = [n −m,n] × [0, 2n]. Niech E1 = X(R) i niech E2 b¦dzie odbitym zdarzeniem
X(R′) (patrz Rysunek 20). Dodatkowo dla S = [0, n] × [0, n] niech E3 = H(S).
Oczywi±cie zdarzenia E1, E2, E3 s¡ zdarzeniami monotonicznymi oraz ich koniunkcja
implikuje zdarzenie H(R ∪R′). St¡d z Lematu 7 mamy

P1/2 (H(R ∪R′)) ≥ P1/2 (E1 ∩ E2 ∩ E3) ≥ P1/2 (E1)P1/2 (E2)P1/2 (E3)

= P1/2 (X(R))2 P1/2 (H(S)) .

z Lematu 9 mamy

P1/2 (X(R)) ≥ 1

2
P1/2 (H(R))P1/2 (V (S)) .

Ponadto z Wniosku 1 mamy P1/2 (V (S)) = P1/2 (H(S)) ≥ 1/2. St¡d

P1/2 (H(R ∪R′)) ≥ 1

4
P1/2 (H(R))2 P1/2 (V (S))2 P1/2 (H(S)) ≥ 1

25
P1/2 (H(R))2 .
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Rysunek 21: Prostok¡ty R1, R2, R3 i R4 oraz odpowiadaj¡ce im ci¦cia
H(R1), V (R2), H(R3), V (R4).

Oczywi±cie R ∪ R′ ma szeroko±¢ 2m − n i wysoko±¢ 2n, a zatem udowodnili±my
nierówno±¢ (9).

Dowód twierdzenia Harrisa. Rozwa»my pier±cie« ograniczony dwoma kwadratami o
bokach dªugo±ci 6n oraz 2n. Pier±cie« ten da si¦ pokry¢ czterema prostok¡tami
R1, R2, R3, R4. Zauwa»my, »e zdarzenia H(R1), V (R2), H(R3) i V (R4) implikuj¡ ist-
nienie otwartego cyklu otaczaj¡cego ±rodek pier±cienia (Rysunek 21). Z Lematu 7 i
z Lematu 10 dla ρ = 3 mamy

P1/2 (H(R1) ∩ V (R2) ∩H(R3) ∩ V (R4)) ≥ P1/2 (H(R1))4 ≥ c4
2,

gdzie c2 = c2(3). Rozwa»my ci¡g rozª¡cznych pier±cieni A1, A2, . . . o ±rodkach w 0,
gdzie Ak jest ograniczony kwadratami o bokach 4k i 3·4k. Niech Ck oznacza zdarzenie
polegaj¡ce na tym, »e pier±cie« Ak nie zawiera cyklu otaczaj¡cego ±rodek tego pier-
±cienia. Zdarzenie to ma prawdopodobie«stwo nie wi¦ksze ni» 1− c4

2 < 1. Zdarzenia
C1, C2, . . . s¡ niezale»ne, a zatem ich koniunkcja ma prawdopodobie«stwo 0. Wynika
st¡d, »e z prawdopodobie«stwem 1 istnieje cykl C otaczaj¡cy punkt (1/2, 1/2) na
kracie dualnej. Wynika st¡d, »e spójna skªadowa punktu (1/2, 1/2) w kracie dualnej
jest sko«czona i ograniczona cyklem C. St¡d θ(1/2) = 0, a zatem P1/2 (E∞) = 0.

4.4 Dowód twierdzenia Kestena

Rozpoczniemy od nast¦puj¡cego lematu, mówi¡cego, »e dla p > 1/2 prawdopodo-
bie«stwo istnienia otwartego ci¦cia dla du»ych prostok¡tów 12n × 4n jest bardzo
bliskie 1.
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Rysunek 22: Dyskretny torus T20 wraz z zaznaczonym prostok¡tem 5× 3.

Lemat 11. Dla p > 1/2 istniej¡ staªe δ = δ(p) > 0 i n0 = n0(p) takie, »e dla n ≥ n0

i prostok¡ta Rn o szeroko±ci 12n i wysoko±ci 4n mamy

Pp (H(Rn)) ≥ 1− n−δ.

Dowód. Je±li R jest prostok¡tem 14n na 2n to P1/2 (H(R)) ≥ c2 dla staªej c2 = c2(7)
z Lematu 8. Aby jednak móc skorzysta¢ z Twierdzenia 1, musimy skonstruowa¢ od-
powiednie symetryczne zdarzenia losowe. W tym celu rozwa»my dyskretny torus Tn,
czyli zbiór Z2/(nZ× nZ), przy czym wierzchoªki (k1, l1) i (k2, l2) ª¡czymy kraw¦dzi¡
je±li |k1 − k1| ≡ 1 mod n oraz l1 − l2 ≡ 0 mod n lub |l1 − l1| ≡ 1 mod n oraz
k1 − k2 ≡ 0 mod n. Mamy zatem n2 wierzchoªków i N = 2n2 kraw¦dzi (Rysunek
22).

Niech 1 ≤ k, l ≤ n − 2. Prostok¡tem k × l w Tn nazywamy graf indukowany
z podgrafu Z2 b¦d¡cego prostok¡tem k × l w tym gra�e. Poniewa» k, l ≤ n − 2,
prostok¡ty k na l w Tn s¡ izomor�czne z prostok¡tami k× l w Z2. S¡ one zbyt maªe,
»eby mogªy si¦ na torusie zawin¡¢. Innymi sªowy, mamy do czynienia z normalnymi
prostok¡tami, ale narysowanymi na torusie. Ka»da kraw¦d¹ w Tn jest otwarta z
prawdopodobie«stwem p i zamkni¦ta z prawdopodobie«stwem 1− p, oczywi±cie nie-
zale»nie dla ka»dej kraw¦dzi. Odpowiadaj¡c¡ temu modelowi miar¦ na przestrzeni
kon�guracji kraw¦dzi {O,Z}N oznaczamy przez PTn

p . Niech En bedzie zdarzeniem
polegaj¡cym na tym, »e na Tn istnieje prostok¡t 14n× 2n z otwartym ci¦ciem hory-
zontalnym lub prostok¡t 2n × 14n z otwartym ci¦ciem wertykalnym. Zauwa»my, »e
En jest zdarzeniem symetrycznym. Dla T = T16n liczba kraw¦dzi wynosi N = 512n2.
Niech R b¦dzie ustalonym prostok¡tem 14n× 2n na T i niech R′ bedzie odpowiada-
j¡cym mu prostok¡tem na Z2. Wówczas

PT
1/2(En) ≥ PT

1/2(H(R)) = P1/2 (H(R′)) ≥ c2.
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Niech δ =
p− 1

2

64c1
, gdzie c1 jest staª¡ z Twierdzenia 1 i niech ε = n−128δ. Istnieje

n0 = n0(p) takie, »e dla n ≥ n0 mamy ε < c2 ≤ 1/2. Oczywi±cie

p− 1

2
= 64c1δ = c1

ln(1/ε)

ln(n2)
> c1

ln(1/2ε)

ln(512n2)
.

Korzystaj¡c z notacji u»ytej w Twierdzeniu 1 wprowadzamy liczby p−(ε), p+(ε) ∈
[0, 1] speªniaj¡ce równo±ci

PT
p−(ε)(En) = ε, PT

p+(ε)(En) = 1− ε.

Poniewa» PT
1/2(En) ≥ c2 > ε, mamy p−(ε) < 1/2. Korzystaj¡c z Twierdzenia 1

otrzymujemy

p+(ε)− 1

2
< p+(ε)− p−(ε) < c1

ln(1/2ε)

ln(512n2)
< p− 1

2
,

a zatem p > p+(ε). Wynika st¡d, »e

PT
p (En) ≥ 1− ε = 1− n−128δ.

(p, p) (n, p)

(p, n)(n, n)

Rysunek 23: Prostok¡ty R i Ri oraz ich wzajemne poªo»enie w zale»no±ci od wspóª-
rz¦dnej lewego dolnego rogu prostok¡ta R (czarna kropka). Litera n oznacza wspóª-
rzedn¡ nieparzyst¡ za± litera p wspóªrz¦dn¡ parzyst¡.

Musimy teraz przej±¢ od zdarzenia En do zdarzenia H(R). Rozwa»my pokrycie
torusa T = T16n za pomoc¡ 64 prostok¡tów R1, . . . , R64 o wymiarach 12n × 4n, z
których ka»dy ma lewy dolny róg w punkcie (k, l) o wspóªrz¦dnych parzystych. Oczy-
wi±cie niektóre prostok¡ty przecinaj¡ si¦ wzajemnie. Zauwa»my, »e dla dowolnego
prostok¡ta R o wymiarach 14n × 2n istnieje 1 ≤ i ≤ 64 takie, »e R ∩ Ri jest pro-
stok¡tem o wymiarach 12n × 2n (Rysunek 23). W tym przypadku H(R) implikuje
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H(Ri). Pododnie, istniej¡ prostok¡ty R65, . . . , R128 wymiarów 4n×12n pokrywaj¡ce
T takie, »e dla ka»dego prostok¡ta R wymiarów 2n×14n istnieje 65 ≤ i ≤ 128 takie,
»e R∩Ri jest prostok¡tem o wymiarach 2n×12n. W tym przypadku V (R) implikuje
V (Ri). Niech En,i = H(Ri) dla 1 ≤ i ≤ 64 oraz En,i = V (Ri) dla 65 ≤ i ≤ 128. Z
powy»szego wynika, »e je±li En zachodzi to zachodzi równie» jedno ze zdarze« En,i,
1 ≤ i ≤ 128. Przechodz¡c do dopeªnie« mamy

128⋂
i=1

Ec
n,i ⊆ Ec

n.

Zdarzenia Ec
n,i s¡ zdarzeniami malej¡cymi. St¡d na mocy Lematu 7 mamy

PT
p (Ec

n) ≥ PT
p

(
128⋂
i=1

Ec
n,i

)
≥

128∏
i=1

PT
p (Ec

n,i) = PT
p (Ec

n,1)128.

Zatem
PT
p (Ec

n,1) ≤ PT
p (Ec

n)
1

128 =
(
1− PT

p (En)
) 1

128 ≤ n−δ.

St¡d
PT
p (En,1) ≥ 1− n−δ.

Zdarzenie En,1, polegaj¡ce na istnieniu horyzontalnego ci¦cia dla ustalonego pro-
stok¡ta 12n × 2n na torusie, mo»e by¢ uto»samione ze zdarzeniem polegaj¡cym na
istnieniu analogicznego ci¦cia dla ustalonego prostok¡ta 12n×2n na kracie Z2. Zatem

Pp (H(R)) = PT
p (En,1) ≥ 1− n−δ.

Oczywi±cie z powy»szego lematu wynika analogiczny lemat dla prostok¡tów 8n×
4n.

Lemat 12. Dla p > 1/2 istniej¡ staªe δ = δ(p) > 0 i n0 = n0(p) takie, »e dla n ≥ n0

i prostok¡ta Rn o szeroko±ci 8n i wysoko±ci 4n mamy

Pp (H(Rn)) ≥ 1− n−δ.

Jeste±my gotowi to udowodnienia twierdzenia Kestena.
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Dowód twierdzenia Kestena. Niech p > 1/2. Niech δ = δ(p) i n0 = n0(p) b¦d¡ dane
przez Lemat 12. Niech m ≥ n0 i niech n = 4m. Dla k = 0, 1, . . . de�niujemy
prostok¡ty Rk = [0, 2kn] × [0, 2k+1n] gdy k jest parzyste i Rk = [0, 2k+1n] × [0, 2kn]
gdy k jest nieparzyste (Rysunek 24).

Niech Ek = H(Rk) dla k nieparzystych i Ek = V (Rk) dla k parzystych. Je±li
zachodz¡ wszystkie zdarzenia Ek, k ≥ 0 to zachodzi równie» zdarzenie E∞ (ci¦cia
horyzontalne i wertykalne dla prostok¡tów Rk i Rk+1 musz¡ si¦ spotka¢). St¡d

Pp (Ec
∞) ≤ Pp

(⋃
k≥0

Ec
k

)
≤
∑
k≥0

Pp (Ec
k) ≤

∑
k≥0

(2kn)−δ =
n−δ

1− 2−δ
< 1,

o ile n = 4m jest dostatecznie du»e. Wynika st¡d, »e Pp (E∞) > 0.

R1

R2

R3
R0

Rysunek 24: Prostok¡ty R0, R1, R2 i R3 oraz odpowiadaj¡ce im otwarte ci¦cia E0,
E1, E2 oraz E3.
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