Liga zadaniowa
Seria I, 2014/2015, Piotr Nayar, Marta Strzelecka

Pytania dotyczace zadan prosimy kierowa¢ do Piotra Nayara na adres:
nayar@mimuw.edu.pl. Rozwigzania mozna przesyta¢ Marcie Strzeleckiej na adres mar-
tast@mimuw.edu.pl, przynosi¢ do pokoju 4500 lub zostawia¢ w skrytce przy sekretaria-
tach (w przegrodce Marty Strzelckiej).

Zadanie 1. (A) Niech ay, aq,. .., a, beda dodatnimi liczba rzeczywistymi. Udowodnij,
ze funkcja f : R — R zadana wzorem

f(p) =In(a} + a5+ ... +a})
jest wypukta.

Zadanie 2. (G+K) Niech A = (a)7,—; bedzie macierza n x n o wspétczynnikach
spelniajacych a;; € {—1,1}.

(i) Udowodnij, ze |det A| < n™/2.
(ii) Zalézmy, ze n > 41i|det A| = n™/2. Wykaz, ze 4|n. Podaj przyktad takiej macierzy
dla n = 12.

Zadanie 3. (A) Niech (X, d) bedzie przestrzenig metryczna i niech A C X. Zalézmy,
ze funkcja f: A — R jest 1-lipschitzowska na A, czyli

|f(x1) = flz2)] < |21 — 22, r1, T3 € A
Rozstrzygnij, czy zawsze istnieje funkcja F': X — R taka, ze F|4 = f oraz
|F([L’1)—F($2)| S |l’1—[[’2|, l’l,IEQGX.

Zadanie 4. (A) Niech P : [-1,1] — [—1,1] bedzie wielomianem stopnia n > 0.
Udowodnij, ze |P'(z)] < n? dla z € [—1,1].

Zadanie 5. (K) Niech Aj, As, ..., A, beda parami r6znymi podzbiorami zbioru [n] :=
{1,2,...,n}. Udowodnij, ze istnieje element x € [n| taki, ze zbiory

A\ {z}, A\ {z}, ..., A, \{z}

sg parami rozne.

Zadanie 6. (G) Niech A, B beda macierzami symetrycznymi takimi®, ze A > B > 0.
(i) Udowodnij, ze A~' < B~1.
(i) Udowodnij, ze A+ A~ > 21.

'A > B oznacza, ze A — B jest dodatnio okre§lona. Podobnie A > B oznacza, ze A — B jest
nieujemnie okreslona.



Liga zadaniowa
Seria II, 2014/2015, Piotr Nayar, Marta Strzelecka

Pytania dotyczace zadan prosimy kierowa¢ do Piotra Nayara na adres: nayar@mimuw.edu.pl.
Rozwigzania mozna przesytaé Marcie Strzeleckiej na adres martast@mimuw.edu.pl, przynosi¢ do
pokoju 4500 lub zostawia¢ w skrytce przy sekretariatach (w przegrédce Marty Strzeleckiej).

Zadanie 1. (G) Niech A, B beda rzeczywistymi macierzami n X n spelniajacymi warunek
det(A+ B) > 0i AB = BA. Udowodnij, ze det(A* + B¥) > 0 dla wszystkich k > 1.

Zadanie 2. (A) Niech A = (ay5)7,=;, bedzie macierza n xn o dodatnich wspétezynnikach. Zatézmy,
ze Y iy ai; = 1. Niech p; = 377 | a;; oraz ¢; = 3| a;;. Udowodnij nieréwnos¢

D aiin(ay) > pin(p) + > q;In(g;)
i=1 j=1

,j=1

i scharakteryzuj przypadki, w ktorych powyzsza nierownosé staje sie réwnoscia.

Zadanie 3. (A+K) Kazda krawedz drzewa binarnego o wysokosci n > 1 kolorujemy na czerwono
z prawdopodobienstwem p € [0, 1] lub na czarno z prawdopodobiefistwem 1 — p. Niech p,, oznacza
prawdopodobienstwo, ze istnieje 1iS¢ potaczony z korzeniem czerwong Sciezka. Wyznacz lim,, o pn
jako funkcje parametru p.

K

Le

Rysunek 1: Drzewo binarne o wysokosci n = 3. Lié¢ L jest polaczony z korzeniem K czerwona
Sciezka.

Zadanie 4. (K) Rozwazmy nieskonczone stowa nad pewnym skoriczonym alfabetem {ay, as, . .., a,}.
Skoniczone podstowo (ciag kolejnych liter w danym stowie) postaci {a;, ai, . . . a;, @i, aiy - .. a5, }, k>
1, nazywamy powtérzeniem. Dla przyktadu, w stowie ABCBACBAC... nad alfabetem {A, B,C'}
podstowo C BACBA jest powtérzeniem.

Wyznacz wszystkie liczby naturalne n o tej wtasnosci, ze istnieje stowo nad alfabetem n ele-
mentowym, w ktérym nie wystepuja powtorzenia.

Zadanie 5. (G+K) Niech G = (V, F) bedzie skoficzonym grafem nieskierowanym o zbiorze wierz-
chotkéw V' = {vy,...,v,}. Definiujemy a;; = 1 jedli pomiedzy wierzchotkami v;,v; jest krawedz
oraz a;; = 0 w przeciwnym przypadku. Zalézmy, ze znane sg wartosci wlasne Ai, Ag, ..., A, macie-
rZy (aij);fj:l (traktowane jako multizbiér, w ktérym kazda warto$¢ wlasna wystepuje tyle razy, ile
wynosi jej krotnosé).

(i) Czy liczby te wyznaczaja jednoznacznie liczbe krawedzi w grafie G?

(ii) Czy wyznaczaja one jednoznacznie liczbe spéjnych sktadowych w grafie G7

Zadanie 6. (A+G) Niech C bedzie rzeczywista macierza n x k. Udowodnij, ze macierz CTC

2

ma rzeczywiste i nieujemne wartoéci wtasne s2(C), ..., s2(C). Ustalmy 1 < p < oo i zdefiniujmy

IC]l, = (> 2imy |si(C)|p)1/p. Niech A, B beda rzeczywistymi macierzami n x k. Udowodnij nieréwnosé
A+ Bll, < [All, + 1Bl



Liga zadaniowa
Seria III, 2014/2015, Piotr Nayar, Marta Strzelecka

Pytania dotyczace zadan prosimy kierowa¢ do Piotra Nayara na adres: nayar@mimuw.edu.pl. Roz-
wiazania mozna przesyla¢ Marcie Strzeleckiej na adres martast@mimuw.edu.pl, przynosi¢ do pokoju
4500 lub zostawia¢ w skrytce przy sekretariatach (w przegrodce Marty Strzeleckiej).

Zadanie 1. (K) Niech m > 1 bedzie liczba catkowita. Definiujemy ciag (an)n>0 rekurencyjnie, ag =
a1 =1, ani1 = an + e2rin/meg . Udowodnij, ze dla n > m prawdziwa jest tOWNos¢ @y, = Gn + Gpm.

Zadanie 2. (A) Rozwazmy ciag liczb rzeczywistych aq,...,a, o tej wlasnosci, ze |a; — a;11] < 1 dla

i=1,...,n— 1. Zalézmy ponadto, ze Y . ; a; = 0. Udowodnij nieréwnos¢ > a? < 55n(n® —1).

Zadanie 3. (G) Niech A;(A) > X2(A) > ... > A\, (A) beda wartodciami wlasnymi macierzy symetrycznej
A = (a;;)};, (liczac z powt6rzeniami). Rozwazmy macierz B = (a;;);;2; i niech A (B) > Ay(B) > ... >
An—1(B) beda warto$ciami wlasnymi macierzy B. Udowodnij, ze

M (A) > M(B) > Aa(A) = M(B) > . > Acr(A) > Ao (B) > An(A).

Zadanie 4. (G+K) Niech m = m(n, k) bedzie najwieksza liczba naturalna o nastepujacej wlasnosci:
istnieje zbior {vy,..., v} C R™ taki, ze wyrazenia |v; — v;| dla i # j przyjmuja najwyzej k réznych
wartosci, gdzie | - | jest odlegtoscia euklidesowa.

(i) Wykaz, ze m(n,1) =n+ 1.

(i) Wykaz, ze lim, o 2m(n,2) = 3.

Zadanie 5. (A) Niech P : R? — R bedzie wielomianem, czyli P(z,y) = >1';_; a;;z'y’ dla pewnej liczby
naturalnej n i liczb rzeczywistych a;;. Czy moze si¢ zdarzy¢, ze P(R?) = (0, 00)?

Zadanie 6. (K) Rozwazmy trojkat réwnoboczny podzielony na n? matych tréjkgtéw réwnobocznych
(tak jak na Rysunku 1). Podzial ten indukuje graf 7,,. Wierzcholki tego grafu numerujemy liczbami ze
zbioru {1,2,3}, przy czym wierzchotki duzego tréjkata maja kolejno numery 1,2, 3. Ponadto, na boku
duzego trojkata, ktorego konce majg numery 1 i 2, moga znajdowaé sie jedynie wierzchotki z numerami
1 i 2. Analogicznie dla pozostalych dwoch bokéw. Udowodnij, ze w T, istnieje matly trojkqt, ktorego
wierzchotki maja numery 1,21 3.

Rysunek 1: Graf T, dla n = 4. Zaznaczono malty trojket majacy wierzchotki z numerami 1,2, 3.



Liga zadaniowa
Seria IV, 2014/2015, Piotr Nayar, Marta Strzelecka

Pytania dotyczace zadan prosimy kierowa¢ do Piotra Nayara na adres: nayar@mimuw.edu.pl. Roz-
wigzania mozna przesyta¢ Marcie Strzeleckiej na adres martast@mimuw.edu.pl, przynosi¢ do pokoju
4500 lub zostawia¢ w skrytce przy sekretariatach (w przegrodce Marty Strzeleckiej).

Zadanie 1. (G4+K) Niech m > n i niech A,,..., A, beda niepustymi podzbiorami zbioru {1,...,n}.
Udowodnij, ze istnieja roztaczne i niepuste podzbiory I,.J C {1,...,m} takie, ze |J,.; Ai = UjEJ Aj;.

Zadanie 2. (A) Niech f : R — R U {400} bedzie funkcja wypukly. Zdefiniujmy funkcje Lf : R —
R U {+oc} wzorem (Lf)(z) = sup,er(ry — f(y)). Udowodnij, ze Lf jest funkcja wypukla. Wykaz
rowniez, ze L(Lf) = f.

Zadanie 3. (A4G) Niech A, B beda dodatnio okreslonymi macierzami n x n. Udowodnij nieréwnosé

det(A + B)w > det(A)r + det(B)x.

Zadanie 4. (G+K) Niech A = {vy,...,v,} bedzie zbiorem n punktéw przestrzeni R%. Udowodnij, ze
istnieje punkt z € R? o tej wlasnosci, ze kazda domknieta potprzestrzeni zawierajaca punkt x zawiera
€O najmniej ’—#W punktéw ze zbioru A.

Zadanie 5. (A) Niech zy, 2, ... bedzie zbieznym do zera ciagiem liczb zespolonych. Rozstrzygnij, czy
zawsze istnieje ciag znakéw e1,¢eq,... € {—1,1} o tej wlasnosci, ze Y - | €,2, jest zbiezny.

Zadanie 6. (G+K) Wyznacz najmniejsza liczbe r4 > 0 o nastepujacej whasnosci: dla kazdego zbioru
domknietego K C R? o érednicy 1 istnieje kula euklidesowa B C R™ o promieniu r, taka, ze K C B.



Liga zadaniowa
Seria V, 2014/2015, Piotr Nayar, Marta Strzelecka

Pytania dotyczace zadan prosimy kierowa¢ do Piotra Nayara na adres: nayar@mimuw.edu.pl.
Rozwiazania mozna przesyta¢ Marcie Strzeleckiej na adres martast@mimuw.edu.pl, przynosi¢ do
pokoju 4500 lub zostawiaé¢ w skrytce przy sekretariatach (w przegrodce Marty Strzeleckiej).

Zadanie 1. (A) Niech ay, as, . . . bedzie ciagiem dodatnich liczb rzeczywistych. Udowodnij nieréwnosé

14+ anii\"
lim sup (M) >e

n—o0 an

Czy stalg e da sie zastapi¢ wiekszg liczba?

Zadanie 2. (K) Niech A, B,C C Z beda zbiorami skoficzonymi. Definiujemy A+ B={a+tb:a €
A,b € B}. Niech | - | oznacza liczbe elementéw zbioru.

(i) Udowodnij nieréwnos¢ |B|-|A—C| <|A—- B|-|B—C]|.
(i) Udowodnij nieréwnosé¢ |A + Bl - |A| - |B| < |A — BJ?.

Zadanie 3. (K) Rozwazmy krate n x n, ktorej wierzchotki moga znajdowaé sie w jednym z dwéch
stanow — kazdy wierzchotek moze by¢ zdrowy lub zainfekowany. Zatézmy, ze na poczatku mamy k
zainfekowanych wierzchotkéw. W kazdej rundzie nowe wierzchotki zostajg zainfekowane zgodnie z
nastepujacag reguta: zainfekowany zostaje wierzchotek, ktory sasiaduje z dwoma lub wieksza liczba
zainfekowanych wierzchotkéw. Wyznacz najmniejsza liczbe k o tej wtasnosci, ze istnieje poczatko-
we rozmieszczenie k zainfekowanych wierzchotkéw, ktore po skonczenie wielu krokach prowadzi do
zainfekowania catej kraty.

Rysunek 1: Krata 7 x 7. Na rysunku po lewej stronie przedstawiono zainfekowane wierzchotki po
pewnej liczbie krokéw. Na srodkowym rysunku zaznaczono dodatkowo wierzchotki, ktore zostang

zainfekowane w kolejnym kroku. Trzeci rysunek przedstawia sytuacje koncows, po wykonaniu tego
kroku.

Zadanie 4. (G+K) Niech A bedzie rzeczywista macierza n x n. Udowodnij, ze istnieje macierz
diagonalna D = diag(ey, ..., &,), gdzie €1,...,e, € {—1,1} taka, ze det(A + D) # 0.

Zadanie 5. (A) Niech P bedzie rzeczywistym wielomianem stopnia wiekszego niz 1. Udowodnij, ze
wielomian P’ 4+ P? ma przynajmniej jeden nierzeczywisty pierwiastek.

Zadanie 6. (A+G) Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad C i niech T : V' — V bedzie prze-
ksztalceniem liniowym. Ustalmy liczbe naturalna n i zalézmy, ze dla wszystkich v € V wektory
v, Tv, T?v, ..., T™ s liniowo zalezne. Czy wynika stad, ze przeksztalcenia I,7T,T?,...,T" s linio-
wo zalezne?



Liga zadaniowa
Seria VI, 2014/2015, Piotr Nayar, Marta Strzelecka

Pytania dotyczace zadan prosimy kierowa¢ do Piotra Nayara na adres: nayar@mimuw.edu.pl.
Rozwiazania mozna przesyta¢ Marcie Strzeleckiej na adres martast@mimuw.edu.pl, przynosi¢ do
pokoju 4500 lub zostawia¢ w skrytce przy sekretariatach (w przegréodce Marty Strzeleckiej).

Zadanie 1. (A) Niech f bedzie dodatnia funkcja ciagta spelniajaca warunki

+Oof(9c) dz =1, /+Ooxf(x) dr =0, /+oox2f(x) de =1.

[e.e] o

Udowodnij nieréwnosé

:O f(z)In (ﬁ) do < %1n(27re).

Zadanie 2. (G) Zalézmy, ze U jest rzeczywista macierza ortogonalna n X n. Przypusémy, ze
istnieje niezerowy wektor x € R"™ taki, ze Uz jest prostopadty do = wzgledem standardowego
iloczynu skalarnego. Udowodnij, ze kazdy tuk okregu jednostkowego S*, ktory zawiera wszystkie
wartosci wlasne macierzy U, ma dtugo$¢ przynajmniej .

Zadanie 3. (A+K) Kostka standardowa w R™ nazwiemy zbiér postaci (kq, k1+1) x. .. X (ky, kn+1)
dla ki, ..., k, € Z. Niech A C R" bedzie suma m roztacznych kostek standardowych. Definiujemy

rzuty Pi(x1,...,x,) = (x1,.. ., % 1, Tix1, ..., x,) dlad = 1,...,n. Zalézmy, ze dlai = 1,...,n
zbiér P;(A) jest suma m; rozlacznych kostek standardowych w R™~!. Udowodnij nier6wnos$¢ m; -
ey, > mh

Zadanie 4. (G+K) Oznaczmy [n] = {1,...,n}. Dla z = (xy,...,x,) € R" oraz S C [n] definiu-
jemy wg(x) = [[,cq %, Pray czym wy = 1.

(i) Niech f:{-1,1}" — R. Udowodnij, ze istnieja jednoznacznie wyznaczone liczby ag, S C [n]
takie, ze f(x) = > gcp, asws(z) dla wszystkich z € {—1,1}".

(ii) Zalozmy, ze funkcja f(z) = > g, asws(z) spemia [f(z)| =1 dla wszystkich « € {—1,1}".
Udowodnij, ze g, a% = 1.

Zadanie 5. (K) Niech G bedzie grafem prostym o n > 3 wierzchotkach. Zalézmy, ze kazde dwa
wierzchotki maja doktadnie jednego wspoélnego sasiada. Udowodnij, ze n jest liczba nieparzysta i
w grafie G jeden z wierzchotkéw ma stopien n — 1.

Zadanie 6. (A) Niech (a,,),>0 bedzie ciagiem liczb rzeczywistych. Zatézmy, ze szereg >~ | ay, sin(nx)
jest zbiezny dla kazdego x € R. Zalézmy ponadto, ze funkcja f(z) = > 7| a, sin(nz) jest tozsa-
mosciowo rowna 0. Czy z tego wynika, ze a,, =0dlan > 07



Liga zadaniowa
Seria VII, 2014/2015, Piotr Nayar, Marta Strzelecka

Pytania dotyczace zadan prosimy kierowa¢ do Piotra Nayara na adres: nayar@mimuw.edu.pl.
Rozwiazania mozna przesyta¢ Marcie Strzeleckiej na adres martast@mimuw.edu.pl, przynosi¢ do
pokoju 4500 lub zostawia¢ w skrytce przy sekretariatach (w przegrodce Marty Strzeleckiej).

Zadanie 1. (G) Niech zy,...,2, i y1,...,y, beda dwiema bazami przestrzeni euklidesowej R".
Ustalmy liczbe naturalna 1 < k < n. Udowodnij, ze dla pewnych 1 <11 < iy < ... < i, < n zbiory

A={Yiys Yiry Tht1s - Tn ), B={yi, - un} \{¥ir, v, }) U{z1, ..., 28}

sg ponownie dwiema bazami R™.

Zadanie 2. (A) Niech (a,)n>1 bedzie ciagiem liczb rzeczywistych o tej wlasnosci, ze dla kazdego
t € R istnieje granica lim,_,, €'** . Czy wynika stad, ze ciag (a,),>1; ma granice skoniczona?

Zadanie 3. (G+K) Niech A = {vy,...,v,} C R% Zalézmy, ze punkty vi,...,v, nie leza na
jednej prostej. Udowodnij, ze przez pary punktéw ze zbioru A da sie przeprowadzi¢ przynajmniej
n réznych prostych.

Zadanie 4. (A+K) Powiemy, ze punkty u,v € {0, 1}" sa sasiadami (u ~ v), jesli u i v réznia sie
doktadnie na jednej wspotrzedne;j.

(i) Niech A C {0,1}™. Dlav € A definiujemy d4(v) = [{u € A: u ~ v}|. Udowodnij nier6wnosé
|A| > 2%, gdzie d = |_,11| Y venda(v).

(ii) Dla A C {0,1}" definiujemy E(A, A°) = {(u,v) : u ~ v,u € Ajv € A°}. Udowodnij
nier6wnos$¢ |E(A, A%)| > |A|(n — log, |A]).

1/
Zadanie 5. (A) Niech f, g : [0,1] — R beda funkcjami ciagtymi i niech || f[|, = <f01 |f(z)P dx) .

Udowodnij, ze dla p € [1,2] prawdziwa jest nier6wnosé
2 2 2 2
< WG bty

f+yg
2

f—9g
2

+@—U‘

p p

Zadanie 6. (G+K) Niech Ay, ..., Ay beda podzbiorami zbioru {1, ..., n}, przy czym kazdy z tych
zbioréw ma parzysta liczbe elementéw. Zatézmy, ze dla dowolnych 1 < ¢ < j <n zbiér A;,NA; ma
nieparzysta liczbe elementow. Wykaz, ze k < n.



Liga zadaniowa
Seria VIII, 2014/2015, Piotr Nayar, Marta Strzelecka

Pytania dotyczace zadan prosimy kierowaé¢ do Piotra Nayara na adres: nayar@mimuw.edu.pl. Roz-
wiazania mozna przesyla¢ Marcie Strzeleckiej na adres martast@mimuw.edu.pl, przynosi¢ do pokoju
4500 lub zostawia¢ w skrytce przy sekretariatach (w przegrodce Marty Strzeleckiej).

Zadanie 1. (K) Niech P, bedzie wielokatem foremnym o n wierzchotkach. Triangulacja wielokata
P, nazwiemy dowolny podzial tego wielokata na trojkaty (o parami niepustych wnetrzach), ktérych
wierzchotki sg wierzchotkami P,. Powiemy, ze przekatna p wielokata P, jest elementem triangulacji
T jesli w T istnieje trojkat, ktorego jeden z bokow jest rowny p. Powiemy, ze pewien podzbiér F
zbioru wszystkich triangulacji jest dobry, jesli dla kazdej pary triangulacji 17,15 € F istnieje przekatna
p wielokata K, bedaca elementem T} i T;. Udowodnij, ze maksymalna mozliwa moc dobrego zbioru
triangulacji jest rowna C,,_3, gdzie C), jest n-tg liczba Catalana.

Uwaga. Wszystkich triangulacji P, jest C),_s.

Zadanie 2. (A) Dla f,g: R — (0 o0) definiujemy splot (fxg)(x) = [ f(t)g(x —t) dt. Zatézmy, ze
[ spemia [, f(z)de =1, [paf(x)de =0 oraz [pa*f(z) de = 1. Nlech o(x ) \/%e_z /2. Udowodnij
nier6wnos¢

/R(f*so)ln(fw)S/R(f*f)ln(f*f)-

Zadanie 3. (A+G+K) Oznaczmy [n| = {1,...,n}. Dlax = (21,...,2,) € R" oraz S C [n] definiuje-
my ws(x) = [[;cq i, przy czym wy = 1. Niech f : {—1,1}" — {—1,1} bedzie postaci f = } 5, asws
(patrz Zadanie 4 z Serii 6). Udowodnij nieréwnos¢

—Za%ln (a3) < CZ@%\SL
5 S

gdzie | S| jest moca zbioru S C [n] i C' > 0 jest pewna stala uniwersalna (niezalezna od n, np. C' = 2015
powinno wystarczyc).

Zadanie 4. (G) Niech K bedzie zbiorem wypuktym w R™. Zat6zmy, ze n-wymiarowa objetosé¢ zbioru
K jest rowna 1. Udowodnij, ze istnieje hiperptaszczyzna H o tej wlasnosci, ze zbior K N H ma (n — 1)-
wymiarowa objetos¢ nie mniejsza niz ¢, gdzie ¢ > 0 jest pewng stata uniwersalna.

Uwaga. Jesli pojecie n-wymiarowej objetosci budzi strach i zwatpienie, to mozna sobie zatozy¢, ze K
jest skonczona suma symplekséw. Objetos¢ n-wymiarowego sympleksu liczymy tak, jak na GALu.

Zadanie 5. (A) Niech f : [-m, 7] — R bedzie funkcja postaci f(z) = S.¢_, agsin(kz). Niech
X1, .., Ty € [—7, ] beda wszystkimi miejscami zerowymi funkeji f’. Udowodnij, ze dla pewnej stale;
uniwersalnej C' > 0 prawdziwa jest nieréwnos¢

o
Z|f93]|<0d/ |f(x)| dz.

Zadanie 6. (G+K) Niech m,n beda liczbami naturalnymi i niech A bedzie macierza m x n, ktérej
kolumny sa wektorami w R™ o dtugosci euklidesowej 1. Udowodnij, ze istnieje wektor x € {—1,1}" o
tej whasnosci, ze Az € [—C,C]™, gdzie C' > 0 jest stala uniwersalna.



