Constructions of Nonequilibrium Statistical Mechanics

Piotr Nayar, Seria I

Zadanie 1. (F) Majac dana sume statystyczna Zy (H,T) mozemy wyznaczy¢
energie swobodng (na jeden spin) uktadu poprzez przejscie do granicy termody-

namicznej
. In ZN (Ha T)
HT)=—-kpT 1 _
f( ’ ) kB Ngnoc N
Widom (1965) zasugerowal, ze w otoczeniu punktu krytycznego funkcja f powinna

podlegaé¢ regutom skalowania w postaci
MHt) = fA,\PH),  dla A >0,

gdzie t = (T —T./T.) i T, jest temperatura w punkcie krytycznym, zas a i b sa
pewnymi rzeczywistymi parametrami.

Entropia s, magnetyzacja m, ciepto wtasciwe cy (przy stalym H) oraz po-
datnosé magnetyczna xT moze by¢ wyznaczona za pomoca wzorow

s—_(9f - _ L (9f en—1 (28 _ (oM
-~ \or),, VT wl\em), =" \or), "~ \om),

Dla H =0 it = 0 wielkosci termodynamiczne moga mieé¢ osobliwosci. Asymp-
totyczne zachowanie wielkosci termodynamicznych w otoczeniu punktu kryty-
cznego moze by¢ opisane przez wykladniki krytyczne «, o/, 3,7,7/, 6:

(=t)° ,gdy t—0" 1/6
M(OaT) { 0 , gdy t — 0+ 9 M(Hv Tc) :l:|h| ’ gdy h - :|:0,
= ,gdy t—0F =« ,edy t—0F
xr(0,T) { (—t)=" gy t—o- 0 AT~ Ly gy o

Zaktadajac hipoteze skalowania Widoma i dodatkowe zaltozenie g—z( —1,y) ~ ¢S,
gdy y — oo dla pewnej stalej ¢, udowodnij, ze '

1 1 1 A
a=d =2——-, B=--A, y=v"=2A-~-, §=—.
a a a I6]

Wywnioskuj stad zwiazki miedzy wykladnikami krytycznymi
a+28+v=2  y=pB(0-1) (1)

Zadanie 2. (M) (pierscien Isinga) Spiny s; dla¢ = 1,..., N moga przyjmowa¢
niezaleznie wartosci +1 (z rozkladem jdnostajnym). Hamiltonian uktadu dany
jest wzorem

N N
H(S1, ey SN) = _JZSiSiJrl — st“
i=1 i=1
gdzie sy41 =511 J > 0. Znajdz sume statystyczna

Zy(H,T)= Y exp(—BH(s1,...,sn)),

S1,...,sn==%1



gdzie § = 1/kgT. Wyznacz M(H,T) i udowodnij, ze limpy_,o M(H,T) = 0
dla T > 0. Zatem nie ma przejScia fazowego w niezerowej temperaturze.
Wskazéwka: rozwaz macierz z Zadania 3.

Zadanie 3. (M) Wartos¢ srednia funkcji mikrostanu A({s;}) wzgledem zespotu
kanonicznego definiujemy jako

>y Al{si})e D)
(A) = —Zlg A({s;})e PHsih)
—BH({s:i})
Z{sl} € {s:}

Udowodnij, ze w modelu z Zadania 2 po przej$ciu do granicy termodynamicznej
mamy

A2

3=l
(sisj) = cos? 2¢ + (/\ > sin” 24, (s;) = cos 29,
1
gdzie A1 > Ao sa wartodciami wlasnymi macierzy
eK+h -K
( oK oK—h >, K =J/kgT,h = H/kgT
i cot2¢ = e*X sinh h.
Zadanie 4. (M)

a) Udowodnij, ze jesli r1, 7o, . .., rn sa niezaleznymi rademacherami, to zmien-
ne riro,rars, ..., 'N_1TN S8 réwniez niezaleznymi rademacherami;

b) Hamiltonian dla jednowymiarowego modelu Isinga ze swobodnymi wa-
runkami brzegowymi oraz bez pola magnetycznego jest postaci

H(s1,...,s8) = —J Z SiSi41-
Korzystajac z czesci a) wyznacz sume statystyczna dla tego uktadu.

Zadanie 5. (M) Znajdz wektory wlasne i warto$ci wlasne macierzy

C1 C2 Cn

Cn C1 Cn—1
(M)wzl 5N .

C2 C3 C1

Pokaz, ze w sytuacji gdy macierz M jest rzeczywista i symetryczna, wartosci
wlasne sg rowne

)\k:chcos[%r(k—l)(s—l)/n], k=1,...,n,

s=1

i odpowiadaja im unormowane wektory wlasne

(7

s=1,...,n

! (cos[2m(k — 1)(s — 1)/n] + sin[27(k — 1)(s — 1)/n])> , k=1,...
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Zadanie 1. (M) (model gaussowski) W modelu gaussowskim spiny moga przyj-

mowaé wartodci ciagle z gestoscig rozktadu normalnego. Zatem suma statysty-
czna jest réwna

N
1 1 1
ZN(H,T):/RN ~ €XD <—2 E sf) exp <—MH(51,...,5N)> dsy...dsy.

271' i=1

Rozwazmy hamiltonian uktadu N spinéw zadany wzorem

H(s1,-.-,8N Z Jijsis; — HZS,,

1,7=1
przy czym Jij = C|j_ijmod (n) +1- Innymi stowy mamy

N
H(s1,...,88) = —8° Ms — HZsi,
i=1

gdzie s = (s1, 82,...,8y) 1 macierz M ma posta¢ jak w Zadaniu 1.5. Oznaczmy
3 =1/kpT, h = H/kpT. Udowodnij, ze

ZN(H,T):eXp<1_2ﬁ)\1 Zln — 26\ )

gdzie A\ sa jak w zadaniu 1.5. Wykaz, ze w przypadku oddzialywania najbliz-
szych sasiadéw J;; = JO|;_j|,1 mamy

h2 1 2m
1—4K+E/ In(1 — 4K cosw) dw
h? 1 1
= — In{=+-v1—-16K2|.
1—4K+n<2+2 )

Zadanie 2. (M) (delta Diraca) a) Udowodnij, ze dla funkcji f € L%(R),
holderowskiej w zerze mamy

Bf(H,T) =~

+oo 1

J\}Enoo — 0 f(l')%

+M
/ e dt doe = £(0).
-M

b) Udowodnij, ze jesli o jest miarg Lebesgue’a na sferze SV—1 c RY i
f:RY — R jest funkcja gtadka o zwartym nogniku, to

1 M 2
f(s)do(s) = lim —/ f(x)/ =121 gt da
SN M—o0 2T RN -M



Zadanie 3. (M) (model sferyczny Berlina i Kaca) W modelu sferycznym spiny

moga przyjmowac konfiguracje spelniajace warunek Zivzl s? = N. Konkretniej,

suma statystyczna jest rowna

1
/SN?1 exp (—MH(sl, e sN)> do(s),

gdzie o jest standardowa miarg probabilistyczna, rotacyjnie niezmiennicza na
euklidesowej sferze SNV ~1. Pokaz, 7e dla hamiltonianu z Zadania 1 mamy

1 a—+ioco N 1
_ _ A-1_N/2 _t _ A\
ZN(H=0,T)= A7 37 / exp ( E (z 5 In(z ﬁ)\l)>> dz,

a—1i00 i=1

gdzie Ay jest miarg Lebesgue’a sfery SNV~1, a liczba a > 0 jest dostatecznie
duza.

Zadanie 4. (M) a) Przypusémy, ze g : R — R jest funkcja gladka spelniajaca

g (x) #0 dla z € supp f iniech f: R — R bedzie funkcja gtadka o zwartym
noéniku. Udowodnij, ze

/ f(2)eN9I@) dz = o(N7F)
R
dla wszystkich k € N.

b) Jesli g ma skoniczenie wiele punktow krytycznych, ktore sa niezdegenero-
wane, to

iNg(x
/f(a:)eiNg(z) dz = ,/2% Z ciimsgng” (z) NI f(x) + o(N73/2),
R

= 7" @)]
c) Jesli g ma pojedyncze niezdegenerowane maksimum globalne w 2 = g,
to
27
Ng(z) dor = Ng(zo) —3/2
x)e z = f(xg)e ———— +o(N .
/]Rf( ) f{o) < Nlg" (xo)] ( )>

d) Jesli f : C — C jest funkcja analityczng i h : C — C jest funkcja
analityczna posiadajaca pojedyncze globalne maksimum czesci rzeczywistej w
punkcie z = zg i jesli v jest konturem, to

1, 77 27T
f(z eNg(Z) dz = e—ilarg[—g (20)] =T 49 N—3/2 .
[ e Ng'Goyl o)

Oczywiscie zakladamy rozsadng catkowalno$é tych wyrazen.

Zadanie 5. (M) Korzystajac z Zadania 4 oblicz energie swobodna w modelu
Berlina i Kaca:

11 1.1
—Bf=—5+50+ (4K)?)V/2 — gIo{l+ 1+ (4K)?)1/23.
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Model Sherringtona-Kirkpatricka

Zadanie 1. (M) Niech (g;;)i<; beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o
rozkladzie N'(0,1). Niech (standardowo) o; € {—1,+1}, i =1,..., N. Definiu-
jemy losowy hamiltonian

Hy(o)(0) = \Fzgwgﬂa

1<J

Zdefiniujmy
Ryo(c0t,0? Z olo?

oraz metryke Hamminga na konfiguracjach spinéw

A(0",0%) = i < N| o} # 07},

Udowodnij, ze
R1’2(01702) =1- 2d(01,02)
oraz
N 1 N -1

E(Hy(0"), Hy(0%) = SRIz =5, EHy(0) = ——.

Zadanie 2. (M) Niech (g;)i<m beda symetrycznymi gaussowskimi zmien-
nymi losowymi, dla ktérych Eg? < 7 dla i < M (nie zakladamy niezaleznosci).

Udowodnij, ze
Eng@:gi <7v2InM.
Zadanie 3. (M) Udowodnij, ze E(max, Hy(0)/N) < v2In2.

Zadanie 4. (M) Definiujemy zmienna losowa Zy = >, e ¥, Jest to
losowa suma statystyczna. Udowodnij, ze istnieje warto$¢ oczykiwana energii
swobodnej na jeden spin

1
PN = NEIHZN

Zadanie 5. (M) Zdefiniujmy hamiltonian uktadu N spinéw w polu magne-
tycznym h wzorem

Hy = ngazaj hZJi.
z<j i<N
Udowodnij, ze

ﬁQ 1
n2<py < — 1_N +In2 4+ Inchh.



Constructions of Nonequilibrium Statistical Mechanics

Piotr Nayar, Seria IV

Zadanie 1. (M) Udowodnij, ze dla hamiltonianu z Zadania I11.3 mamy

0< pNﬁ(ﬂ) - %Emax(—HN(a)) <2

Zadanie 2. (M) Wprowadzamy nowy, losowy hamiltonian
Hy(o) == 3 0u(Baya+ ),
i<N

gdzie ¢ jest pewnym parametrem, a zi, 2o, ... 3 niezaleznymi standardowymi
zmiennymi gaussowskimi. Definiujemy $§rednig wartos¢ funkeji f : ¥y — R
(gdzie ¥y = {—1,1}") wzorem

3, fla)e 1
(fy= Zo’ e—BHN(o)

Zaobserwuj, ze miara Gibbsa (zesp6! kanoniczny) generowana przez nowy hamil-

tonian jest produktowa, czyli dla funkcji f : ¥y — R postaci f(0) = [[,< n fi(oi),
gdzie f; : ¥ — R, mamy (f) = [[,cn(fi)i- Srednia (-); jest rozumiana jako

$rednia wzgledem miary Gibbsa dla ﬁ(i)(a) = 0(Bzi\/q + h). Udowodnij, ze

Udowodnij, ze
Zy =2 [ ch(Bziva+h),  py =In2+Elnch(Bz/g+ h),
i<N
gdzie z jest standardowa zmienng gaussowska.
Zadanie 3. (M) Dla niezaleznych zmienych gaussowskich g1, ..., g definiu-
jemy przestrzen gaussowska G jako zbiér liniowych kombinacji z = Zig M @iGi-

Przestrzen liniowg G jest naturalnie wyposazona w iloczyn skalarny z-2’ = Ezz’.
W tym sensie jest podprzestrzenig L%(Q, F,P).

a) Udowodnij, ze podprzestrzenie Fy, F» przestrzeni G sg ortogonalne wtedy
i tylko wtedy, gdy sa niezalezne.

b) Dla dowolnego wektora (z1,..., 2y ) o rozkladzie tacznym gaussowskim
istnieja zmienne 21, ...,2% € G takie, ze (z1,...,2m) ~ (21, ..., 2hy)-

c¢) dla dowolnej dodatnio okreslonej macierzy (¢;;): j<am istnieja zmienne
Y1,--.,Yym o rozkladzie lgcznym gaussowkim spetniajace Ey;y; = ;5.



Zadanie 4. (M) a) Wykaz, ze jesli g jest symetryczna zmienng gaussowska i
F € C*(R) jest funkcja spetiajaca limy_ o F(t)e " =0dlaa> 0, to

EgF(g) = Eg’EF'(g).

b) Wykaze, 7e jesli F € C(R™) spetnia lim o [F(z)le=I#I" = 0 dla
a >0, to

OF
Eg(z1,...,2n) = ZE(gzi)E%(zl, ce s Zn),

: %
i<n

gdzie g, z1, 22, . . ., Zp, $3 zmiennymi z pewnej przestrzeni gaussowskie;j.

Zadanie 5. (M) Przypusémy, ze rodziny (u;);<n 1 (v;)i<n sa niezalezne i maja
rozktad laczny gaussowski. Rozwazamy losowe §ciezki

uz(t) = \/ZU,' + V1 — tv;.
Niech ¢(t) = EF (u(t)). Udowodnij, ze dla funkcji F' (jak w Zadaniu IV.4) mamy

§0) =1 Y By — Bo)E LT (u(r).
D A e T T

Zadanie 6. (M) (Lemat Slepiana) Przypusémy, ze rodziny (u;)i<n 1 (vi)i<n
maja rozktad taczny gaussowski i F' jak poprzednio. Jesli

9*F
> dla i # 3
8%83@ =0 at ?é 5

Eu? = Ev? dla i < j, Eugu; > Evju;  dla i # g,
to

EF(u) > EF (v).
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Zadanie 1. (M) (nie martw sie jesli nie umiesz zrobi¢!) Niech F : RM —
R bedzie funkcja L-lipschitzowska (wzgledem metryki euklidesowej) i niech
g = (g1, .-.,9m) bedzie standardowym wektorem gaussowskim. Wtedy dla
kazdego t > 0 mamy

P(|F(g) — EF(g)| > 1) < 2exp (—ﬁ) |

Zadanie 2. (M) Dla kazdego elementu s nalezacego do pewnego zbioru
skoficzonego S rozwazamy wektor a(s) € RM i liczbe w, > 0. Definiujemy
funkcje F': RM — R wzorem

F(z)=In Z w, ¥,

sES

Niech g bedzie standardowym wektorem gaussowskim w R™. Udowodnij, ze

P(F(5) ~EF(@) > ) < 2ewp (o).

dla t > 0, gdzie || - || jest norma euklidesowa.

Zadanie 3. (M) Udowodnij, ze losowa energia swobodna na jeden spin
fnv = N7'In Zy dla hamiltonianu

HN(O') = _\/%Zgijaiaj — hZO'Z

i<j i<N

spelnia nier6wnosé

2
B(|fy - Ef| > t) < 2exp (—%) .
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Zadanie 1. (M) Niech (u,)s 1 (v5)s, 0 € ¥y beda niezaleznymi rodzinami o
rozkladzie tacznym gaussowskim. Definiujemy Sciezke miedzi tymi rodzinami
wzorem uq(t) = v/tu, + /1 —tv,. Niech M = 2V = card Xy i niech
F : R™ — R bedzie zadana wzorem

F(z) = ian(X), Z(x) = Zwo exp(z,),

N

gdzie w, > 0 dla ¢ € ¥ . Wprowadzamy oznaczenie
1
Ulo,7) = §]E(uou7 — VyUr).
Dla f: (Xxn)" — R definiujemy

() = Yoo J(O1 s 00) Woy - We, €XP(Ugy (1)) - - - . - exP(Uy,, (1))
L Woy * - v Wy, eXP(Uy, (t)) + ... - exp(uy, () '

Dla ¢(t) = EF(u(t)) udowodnij, ze

(E(U(0,0)) —E{U(c",0%)):) .

#H)=

Zadanie 2. (M) Niech (gij)1<i<j<n 1 (2i)i<y beda niezaleznymi zmien-
nymi losowymi o standardowym rozktadzie gaussowskich. Niech (h;);<x beda
zmiennymi losowymi o tym samym rozkladzie ze wszystkimi momentami
skonczonymi. Definiujemy zmienne

Z 9ij0i0j, Vg = ﬁ Z Zi\/ao-iv Wy = €XP (Z hzaz>

1<z<]<N i<N i<N

i funkcje ¢(t) = F(u(t)) (jak w Zadaniu VI.1). Udowodnij, ze

2
8(1) = % (1 —2q — E<R%,2>t + 2qE(R1,2>t) ;

R120 o’ Za

7,<N



Wywnioskuj, ze

52
4

62

dO)<(1-a) o) <6(0) + - (1-9)"

Zadanie 3. (M) Twierdzenie (Guerra’s replica-symmetric bound)
Dla hamiltonianu

(o) = \/_ngazaj Zhal

1<)

prawdziwe jest oszacowanie

62

pn(B,h) <In2+ Elnch(Bzy/q+ h) + 1

—(1=q)
dla wszystkich ¢ > 0.

Zadanie 4. (M) Udowodnij, ze liczba g ekstremalizujaca wyrazenie

2

ﬁ—(l —q)*

Elnch(Bzy/q+ h) + 1

spetnia
q = Eth*(Bz\/q + h).

Zadanie 5. (M) (Latala-Guerra Lemma) Niech ¢ : R — R bedzie ros-
naca funkcja nieparzysta, spelniajaca ¢”(y) < 0 dla y > 0. Wowczas funkeja
U(z) = E¢(zy/x + h)?/x jest malejagca na R™ i speknia lim, . ¥(z) = 0
(h € R, z ma standardowy rozklad normalny).

Zadanie 6. (M) Udowodnij, ze jesli Eh? > 0, to réwnanie

q = Eth*(Bzy/q + h)

ma doktadnie jedno rozwiazanie.
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Zadanie 1. (M) Definiujemy

1
HN(U) = —% Zgijaiaj - Zhiau pN(@ h) = NEID ZN.

i<j i
Udowodnij, ze
Ny
Ry > 1 —_— h).

Udowodnij, ze istnieje granica termodynamiczna p(8, h) = limy . pn (5, h).

PNy (ﬁa h) +

Wskazowka: Rozwaz standardowa $ciezke od hamiltonianu H (policz ¢(1))
do hamiltonianu nieoddzialujacych poduktadéw
: B g
Hy(o) = — 9ij0i0; — —= 9ij0i0; — hio;
N( ) m i<§Nl J J \/ﬁz Z J J Z

N1<i<j<N1+N2 i<N1+ N2

i policz ¢(0). Wyznacz U(c',0?), U(o,0) i udowodnij, ze ¢/(t) > 0 (patrz
Zadania VI.1 1 VI.2 ).

Zadanie 2. (M) Dla w, > 0 i u, € R udowodnij, ze
1
o(P) = Nanwc, exp(Su,)

jest funkcja wypukla. Wywnioskuj stad, ze funkcja ®(3) := N~'1In Zy(3, h)
jest losowa funkcja wypukla. Udowodnij to rowniez zauwazajac, ze dla do-
wolnej miary p i funkeji f > 0 (na pewnej przestrzeni mierzalnej) funkcja
B In [ fPdu jest wypukla.

Zadanie 3. (M) Udowodnij, ze jesli ciag rézniczkowalnych funkcji wypu-
ktych ¢y : (a,b) — R jest zbiezny do funkcji wypuktej ¢, to lim,, o ¢y () =
¢'(x) w punktach rozniczkowalnosci funkcji ¢.

Zadanie 4. (M) Udowodnij, ze

d B 2
@PN(@ h) = 5(1 - E<R1,2>)-

Udowodnij istnienie granicy limy_,. E(R7,).
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Rozwazamy dwie rodziny o rozktadzie lacznym gaussowskim (u,)ses,
(Vo )oes. Tworzymy $ciezke miedzy tymi rodzinami

uy(t) = Viuy, + V1 — tu,.
Dla funckeji f: (Xn)" — R i liczb w, > 0 okre§lamy

Yoot gn f(O 0 Wt - won exD (Zzgn Ugt (t))
S gt gn Wol - Won €XP (Zzgn Uyl (t)) ‘

Okreslamy tez v,(f) =E(f), i v,(f) = S(E(f);). Uzywalismy tez notacji

/ 1
U, o") = 5 (Eugqiu,v — Evgivgr) .
Zadanie 1. (M) Udowodnij, ze

v(f) = Z vy (U(Jl,al/)f) —2n Z vy (U(Ul,anﬂ)f)

1<l’/<n 1<i<n

— Ny, (U(U”H, U”+1)f) +n(n+ 1)y, (U(U"“, a”“)f) .

Pokaz, ze jesli U(o, o) nie zalezy od o, to
vi(f) = 2( Z 2 (U(Ul,al/)f) —-n Z v (U, 0™ f)
1<l<l'<n 1<i<n

n(n+1) ntl _ntd
—|—Tyt(U(a O )f))

Zadanie 2. (M) Niech teraz
P>
Uy = —= 9ii0i05, Vo =B Y 240, we=exp( Y hioi),
VN 1<i<j<N 1<i<N 1<i<N

gdzie (z;) sa niezaleznymi standardowymi zmiennymi gaussowskimi. Wpro-
wadzili$my juz notacje



Udowodnij, ze jesli f: (By)? — R, to

v(f) = Al (Vt((Rl,Q —q)°f) =2 Z v((Ris — 9)*f) + 3u((Rsa — Cl)zf)> :

2 1<1<2
Zadanie 3. (M) Udowodnij, ze dla A > 0 mamy
U ((R3,4 - Q)QGXPO‘N(Rl,z - Q)Q)) <y ((RLQ - Q)2 exp(AN (B2 — Q>2)> :
Zadanie 4. (M) Udowodnij, ze
vy (exp(AN(R12 — q)*)) < 2NB%v; ((Ri2 — q)” exp(AN(R12 — q)?)) .
Zadanie 5. (M) Udowodnij, ze dla t < 33; mamy

d
T (Vt (exp(()\ — 2tB%)N(Ry 2 — q)2))) <0.

Zadanie 6. (M) Przypusémy, ze ¢ = ]Eth2(5z\/§ + h). Udowodnij, ze dla
A < 1/2 mamy

1 (exp()\N(RLQ - Q)Q)) < \/1;_72)\
W tym celu:

a) Pokaz, ze vy(c}o?) = q,

b) Pokaz, ze dla v € R mamy

v (exp(u(aio} = q))) = exp(—qu)(chu + gshu).

¢) Udowodnij, ze dla ¢ > 0 mamy
(chu + gshu) exp(—qu) < exp(u?/2).
d) Udowodnij, ze dla u € R mamy
vo (exp(Nu(Ry 5 — q))) < exp(Nu®/2).
e) Udowodnij, ze jesli g jest gaussowska o §redniej 0 i Eg* = 72, 2a7? < 1, to

dla kazdego b mamy

o 2 4 bo) — 1 212
exp(ag” + bg) = T exp —2(1 “ar7) )

f) Rozwaz zmienna gaussowska u o wariancji 2A/N i uzyskaj teze.

Zadanie 7. (M) Niech 8 < 1/21i 2s < 1 — 432 Udowodnij, ze

9 1
v (exp(sN(R1,2 -q) ))) < m,

gdzie q jest rozwigzaniem réwnania q = EthQ(ﬁz\/@ + h).
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Zadanie 1. (M) Niech
H (O’):—izg"d'(f—z}b'a' pn (6 h):iEan
N \/N o 170105 : 1V, N\M> N N,
gdzie (h;) sa niezaleznymi gaussowskimi zmiennymi losowymi o tym samym
rozkladzie (niekoniecznie symetrycznymi). Udowodnij, ze

1 k
E| 5 Zn(8,h) —pn(8,h)| < KN~k/?

i stata K pozostaje ograniczona, gdy i Var(h) sa ograniczone.

Zadanie 2. (M) Niech a(k) = Eg*, gdzie g jest standardowa zmienng
gaussowska i niech

2 _ B¢

b=E(InchY)’ — (ElnchY)? - —=.

gdzie Y = 82,/q + h. Udowodnij, ze przy zalozeniach poprzedniego zadania
dla < 1/21ik > 1 mamy

1 g 1 k/2 K
’]E (N InZn(B,h) — SK(p, h)) - Nk/2a(/{:)b/ < N (k+1)/27

gdzie K nie zalezy od N.
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Zadanie 1. (M) Udowodnij, ze dlap > 110 < ¢ <1 mamy
E((o1 ... 0p) = {01) .- {0p))* < K(p)v((Rr2 — 0)%).

W tym celu:
a) Zaobserwuj, ze wystarczy udowodni¢ krok indukcyjny

E((01- ... 0) = (01 0y 1){on)” < K@W((Riz — 7).
b) Wprowadzmy oznaczenie d; = o; — (0;). Pokaz, ze
E((o) ... 0p) — {0y ... 0y 1){0,))? =v(oj0F .. .U;_log_ld;c}i).
¢) Wykorzystujac symetrie miedzy spinami udowodnij, ze

N(N —=1)...(N =p+Dv(ojoi...0p 100 16,07

1, 2
< Z v(o} ot olol ...0f or 6167 )= NPy <(Rﬁ’;1—qp_l)u>.

11 11 12 712 ° ip,1 ip,1 ip ip

d) Udowodnij, ze

(R - < - el - ) (("N")) -

e) Pokaz, ze

(57) )= (=) s an

Wywnioskuj teze.

Zadanie 2. (M) Niech § < 1/2. Niech Gy bedzie miarg Gibbsa generowang
przez standardowy gaussowski losowy Hamiltonian Hy. Niech Gy, bedzie
rozkltadem wektora (o1,...,0,) wzgledem Gy. Niech p,(n) =27"[[..,(1 +
ni{o;)). Woéwcezas ju1, i Gy, sa losowymi miarami na {—1,1}". Udowodnij,

ze
K(n)
N )

]EHGN,n - ﬂn”Q S



gdzie || - || jest calkowita wariacja miary.

Wskazowka. Rozwaz zbior A, = {0 € Sy | i < n,0;, = n;}. Niech
or = [Lic;oi i nr = [1,e; mi- Pokaz, ze

[a(c)=27" H(l +om)=2"" Z ami.

i<n Ic{1,...,n}

Zaobserwuj, ze Gnn({n}) = Gy(A,) = (14) i udowodnij nieré6wnosé

(Gral{n}) = pa(fn}))* <27 3 ((o1) = H(UD)Q-

Korzystajac z réwnosci

|G = piall = D 1Gwa({n}) = su({n})],

wywnioskuj teze.



