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Zadanie 1. Niech ak > −1, (k = 1, . . . , n) b¦d¡ liczbami rzeczywistymi o tym samym znaku.
Udowodnij, »e prawdziwa jest nierówno±¢

(1 + a1)(1 + a2) · . . . · (1 + an) ≥ 1 + a1 + a2 + . . .+ an.

Czy zaªo»enie, »e liczby ak maj¡ ten sam znak i ak > −1 jest potrzebne?

Zadanie 2. (a) Dla n ≥ 1 udowodnij to»samo±¢ (1 + 2 + . . .+ n)2 = 13 + 23 + . . .+ n3.

(b) Oblicz sum¦ 14 + 24 + . . .+ n4.

Zadanie 3 (Nierówno±¢ Schwarza). Udowodnij, »e dla dowolnych liczb rzeczywistych a1, . . . , an,
b1, . . . , bn prawdziwa jest nierówno±¢∣∣∣∣∣

n∑
k=1

akbk

∣∣∣∣∣ ≤
(

n∑
k=1

a2k

) 1
2
(

n∑
k=1

b2k

) 1
2

.

Kiedy w tej nierówno±ci mamy równo±¢?

Zadanie 4 (Nierówno±¢ mi¦dzy ±rednimi). Niech a1, a2, . . . , an b¦d¡ dodatnimi liczbami rzeczy-
wistymi. Udowodnij nierówno±ci√

a21 + . . .+ a2n
n

≥ a1 + . . .+ an
n

≥ n
√
a1 · . . . · an ≥

n
1
a1

+ . . .+ 1
an

.

Zadanie 5. Niech (Fn)n≥0 b¦dzie ci¡giem Fibonacciego, F0 = 0, F1 = 1, Fn+2 = Fn+1+Fn, n ≥ 0.
Udowodnij to»samo±ci

(a) FmFn+1 − Fm+1Fn = (−1)nFm−n, m ≥ n ≥ 0,
(b) F 2

n − Fn+rFn−r = (−1)n−rF 2
r , n ≥ r ≥ 0, (c) F 2

n − Fn+1Fn−1 = (−1)n+1, n ≥ 1,
(d) F 2

1 + F 2
2 + . . .+ F 2

n = FnFn+1, (e) F1 + F2 + . . .+ Fn = Fn+2 − 1, n ≥ 1,
(f) F1 + F3 + . . .+ F2n−1 = F2n, n ≥ 1, (g) F2n+1 = F 2

n + F 2
n+1, n ≥ 0,

(h) FmFn + Fm−1Fn−1 = Fm+n−1, m,n ≥ 1, (i) F2n = F 2
n+1 − F 2

n−1, n ≥ 1,
(j) Fn+1Fm + FnFm−1 = Fm+n, m ≥ 1, n ≥ 0.

Zadanie 6. Ustalmy liczby dodatnie x1, x2, . . . , xk. Niech an = xn
1 + xn

2 + . . .+ xn
k .

a) Udowodnij, »e ci¡g (an)n≥0 jest log-wypukªy, tzn. a2i ≤ ai−1ai+1.

b) Udowodnij, »e je±li ci¡g (bn)n≥0 jest log-wypukªy i b0 = 1, to ci¡g ( n
√
bn)n≥1 jest rosn¡cy.

c) Udowodnij, »e ci¡g ( n
√

an
k
)n≥1 jest rosn¡cy, czyli

p

√
xp
1 + xp

2 + . . .+ xp
k

k
≤ q

√
xq
1 + xq

2 + . . .+ xq
k

k

dla 0 < p ≤ q, p, q ∈ N.
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Zadanie 1 (Wzór Bineta). Niech (Fn)n≥0 b¦dzie ci¡giem Fibonacciego, F0 = 0, F1 = 1, Fn+2 =
Fn+1 + Fn, n ≥ 0. Udowodnij wzór

Fn =
1√
5

[(
1 +
√
5

2

)n

−

(
1−
√
5

2

)n]
.

Zadanie 2. Niech c0, c1, . . . , ck b¦d¡ liczbami zespolonymi. Zaªó»my, »e c0, ck 6= 0. Rozwa»my
równanie rekurencyjne

∑k
i=0 cian+i = 0, n ≥ 0 (?). Niech λ1, . . . , λp b¦d¡ pierwiastkami wielomianu

W (z) = ckz
k + ck−1z

k−1 + . . .+ c1z + c0

z krotno±ciami l1, . . . , lp, czyli

W (z) = ck(z − λ1)l1(z − λ2)l2 · . . . · (z − λp)lp .

Niech P1, . . . , Pl b¦d¡ dowolnymi wielomianami o stopniach l1 − 1, l2 − 1, . . . lp − 1. Udowodnij, »e
ci¡g

an = P1(n)λ
n
1 + P2(n)λ

n
2 + . . .+ Pl(n)λ

n
l

speªnia równanie (?).

Zadanie 3. Znajd¹ kresy zbiorów

A =
{

nm
2n2+m2

∣∣ n,m 6= 0, n,m ∈ Z
}
, B =

{
n2m

n2+m2+n4m

∣∣ n,m > 0, n,m ∈ N
}
,

C =
{

k
√
n− [ k

√
n]
∣∣ n > 0, n ∈ N

}
, k > 0, k ∈ N D =

{
n
√
n
∣∣ n > 0, n ∈ N

}
.

Zadanie 4. Niech T1 b¦dzie zbiorem trójk¡tów o obwodzie 1 na pªaszczy¹nie R2. Niech Rt, rt
b¦d¡ odpowiednio promieniem okr¦gu opisanego na trójk¡cie t i promieniem okr¦gu wpisanego w
trójk¡t t. Wyznacz kresy zbiorów

A = {pole trójk¡ta t | t ∈ T1} , B = {rt | t ∈ T1} , C = {rt ·Rt | t ∈ T1} .

Zadanie 5. Niech n > 1, n ∈ N. Wyznacz kresy zbioru

An =

{ ∑
1≤i<j≤n

aiaj
∣∣ n∑

i=1

ai = 1, ai ≥ 0, i = 1, . . . , n

}
.

Zadanie 6. Wyznacz kresy zbioru

An =

{
a1
a2

+
a2
a3

+ . . .+
an−1

an
+
an
a1

∣∣ a1, . . . , an > 0

}
.
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Zadanie 1. Niech x b¦dzie liczb¡ rzeczywist¡. De�niujemy ci¡g liczb x1, x2, . . . rekurencyjnie
wzorem

x0 = x, xn+1 =
1

xn − [xn]
gdy xn /∈ Z, n ≥ 0.

Je±li dla pewnego n ≥ 0 mamy xn ∈ Z, to rozwa»amy jedynie sko«czony ci¡g x1, . . . , xn. Udowod-
nij, »e x jest liczb¡ wymiern¡ wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje n, dla którego xn ∈ Z.

Zadanie 2. Niech a0 b¦dzie dowoln¡ liczb¡ rzeczywist¡ i niech a1, a2, . . . , an b¦d¡ liczbami rze-
czywistymi dodatnimi. Niech

Rn = Rn[a0, . . . , an] = a0 +
1

a1 +
1

... + 1

an−1+
1
an

.

De�niujemy rekurencyjnie ci¡gi (pk)
n
k=0 i (qk)

n
k=0 wzorami

p0 = a0 q0 = 1
p1 = a0a1 + 1 q1 = a1
pk = pk−1ak + pk−2 qk = qk−1ak + qk−2, k = 2, . . . , n.

Udowodnij, »e

a) Rk[a0, . . . , ak] =
pk
qk
, k = 0, . . . , n,

b) pk−1qk − qk−1pk = (−1)k, k = 1, . . . , n,

c) Rk+1 −Rk =
(−1)k

qkqk+1
, k = 0, . . . , n− 1.

Wywnioskuj, »e je±li liczby pk i qk s¡ caªkowite, to s¡ wzgl¦dnie pierwsze.

Zadanie 3. Niech x b¦dzie liczb¡ niewymiern¡. De�niujemy ci¡g liczb x0, x1, . . . rekurencyjnie
wzorem

x0 = x, xn+1 =
1

xn − [xn]
, n ≥ 0.

Niech ponadto an = [xn] dla n ≥ 0 i niech Rn = Rn[a0, . . . , an] =
pn
qn

(patrz Zadanie 2). Udowodnij,
»e

x−Rn =
(−1)n

(qnxn+1 + qn−1)qn
, n = 1, 2, . . .

oraz
|x−Rn+1| < |x−Rn|, n = 0, 1, . . . .

Wywnioskuj st¡d, »e
R0 < R2 < R4 < . . . x . . . < R5 < R3 < R1.

Zadanie 4. Niech x b¦dzie liczb¡ niewymiern¡ i niech liczby Rn = pn
qn

b¦d¡ zde�niowane tak,

jak w Zadaniu 3. Przypu±¢my, »e liczby p, q ∈ Z, q ≥ 1 speªniaj¡ nierówno±¢ |x − p
q
| < |x − pn

qn
|.

Udowodnij, »e q > qn.
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Zadanie 1. Niech a, b > 0. Okre±lamy ci¡gi (an)n≥0 i (bn)n≥0 rekurencyjnie, a0 = a, b0 = b,
an+1 = an+bn

2
, bn+1 =

√
anbn. Udowodnij, »e ci¡gi te s¡ zbie»ne do tej samej granicy (nazywanej

±redni¡ arytmetyczno-geometryczn¡ liczb a, b).

Zadanie 2. Niech a ∈ R. Zbadaj zbie»no±¢ ci¡gu a0 = a, an+1 = 2an(1− an), n ≥ 0.

Zadanie 3. Niech a ∈ R. Zbadaj zbie»no±¢ ci¡gu a0 = a, an+1 = 1 + 1
an
, n ≥ 0.

Zadanie 4. Udowodnij, »e dla n ≥ 2 prawdziwa jest nierówno±¢
(
1 +

√
2

n−1

)n
≥ n i wywnioskuj,

»e limn→∞
n
√
n = 1.

Zadanie 5. Niech (an)n≥0 b¦dzie ci¡giem liczb dodatnich. Udowodnij, »e je±li limn→∞
an+1

an
= g,

to równie» limn→∞ n
√
an = g. Czy ze zbie»no±ci ci¡gu ( n

√
an) wynika zbie»no±¢ ci¡gu (an+1

an
)?

Zadanie 6. Oblicz granice

a) limn→∞
n

√
nn

n!
, b) limn→∞ n

1− 1
k ( k
√
n+ 1− k

√
n), k ∈ N, k ≥ 1,

c) limn→∞
1k+2k+...+nk

nk+1 , k ∈ N, k ≥ 0, d) limn→∞
1+ 1

2
+ 1

3
+...+ 1

n

lnn
,

e) limn→∞ n
√
an1 + an2 + . . .+ ank = max{a1, a2, . . . , ak}, a1, . . . , ak > 0.

Zadanie 7. Niech (an)n≥0 b¦dzie ci¡giem liczb rzeczywistych o wyrazach niezerowych i niech

limn→∞ |an| = +∞. Udowodnij, »e limn→∞

(
1 + 1

an

)an
= e.

Zadanie 8. De�niujemy ci¡gi (an)n≥1 i (bn)n≥1 wzorami an =
(
1 + 1

n

)n
, bn =

(
1 + 1

n

)n+1
. Udo-

wodnij, »e ci¡g (an) jest rosn¡cy, a ci¡g (bn) malej¡cy. Wywnioskuj st¡d, »e ci¡gi te s¡ zbie»ne do
tej samej granicy (oznaczanej e).

Zadanie 9. Ci¡g liczb (an)n≥0 speªnia nierówno±¢ an+m ≤ an+am (takie ci¡gi nazywamy ci¡gami
podaddytywnymi). Udowodnij, »e istnieje granica limn→∞

an
n
∈ [−∞, 0).

Zadanie 10. Niech k ∈ N, k ≥ 2. Oblicz granic¦ ci¡gu an = 1
n
+ 1

n+1
+ 1

n+2
+ . . .+ 1

kn
, n ≥ 1

Zadanie 11. Zbadaj zbie»no±¢ ci¡gu an = 1 + 1
2
+ 1

3
+ . . .+ 1

n
− lnn, n ≥ 1.

Zadanie 12. Niech f : [0, 1] → [0, 1] b¦dzie funkcj¡ niemalej¡c¡ i niech a0 ∈ [0, 1]. De�niujemy
ci¡g (an)n≥0 rekurencyjnie, an+1 = f(an). Udowodnij, »e ci¡g (an)n≥0 jest zbie»ny.

Zadanie 13. Niech (an)n≥1 b¦dzie ograniczonym ci¡giem liczb rzeczywistych. Przypu±¢my, »e
an+1 − an > − 1

n2 dla n ≥ 1. Udowodnij, »e ci¡g (an) jest zbie»ny.

Zadanie 14. Oblicz granic¦ ci¡gu an =
(
1 + 1

n2

) (
1 + 2

n2

)
· . . . ·

(
1 + n

n2

)
.

Zadanie 15. Oblicz granic¦ ci¡gu an = n
(

1
n2 +

1
(n+1)2

+ 1
(n+2)2

+ . . .+ 1
(n+n)2

)
.

Zadanie 16. Zbadaj zbie»no±¢ ci¡gu an = sin2(π
√
n2 + n).

Zadanie 17. Niech a > 0. Oblicz limn→∞ n( n
√
a− 1).

Zadanie 18. Niech a, b > 0. Udowodnij, »e limn→∞

(
n√a+ n√

b
2

)n
=
√
ab.

Zadanie 19. Niech k ≥ 2. Oblicz limn→∞
n

√(
nk
n

)
.

Zadanie 20. Dla a0 ∈ [0, 1] zbadaj zbie»no±¢ ci¡gu zadanego rekurencyjnie an+1 = 4an(1 − an),
n ≥ 0.
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Zadanie 1. Udowodnij, »e dla dowolnej liczby rzeczywistej a i liczby naturalnej n prawdziwa jest

nierówno±¢ ∣∣∣∣∣
n∑

k=1

sin ka

k

∣∣∣∣∣ < 3
√
π.

Zadanie 2. Niech (an)n≥1 b¦dzie ci¡giem liczb dodatnich. Udowodnij, »e je±li n
(

an
an+1
− 1
)
≥ c > 0 dla

n ≥ n0, to szereg
∑∞

n=1(−1)nan jest zbie»ny.

Zadanie 3. Niech p ∈ R. Zbadaj zbie»no±¢ szeregu
∑∞

n=1(−1)n
n!en

nn+p .

Zadanie 4. Niech a ∈ R. Zbadaj zbie»no±¢ szeregu
∑∞

n=1
sin(na) sin(n2a)

n
.

Zadanie 5. Niech (an)n≥1 b¦dzie ci¡giem liczb dodatnich monotonicznie zbie»nym do 0. Czy szereg∑∞
n=1 an sin

(
n+ 1

n

)
musi by¢ zbie»ny?

Zadanie 6. Zbadaj zbie»no±¢ szeregu
∑∞

n=1
(−1)[lnn]

n
.

Zadanie 7. Zbadaj zbie»no±¢ szeregu
∑∞

n=1
(−1)[

√
n]

n
.

Zadanie 8. Szereg
∑∞

n=1 an jest zbie»ny. Czy wynika st¡d zbie»no±¢ szeregu
∑∞

n=1 a
2
n? Czy wynika

st¡d zbie»no±¢ szeregu
∑∞

n=1 a
3
n?

Zadanie 9. Szereg
∑∞

n=1 an o wyrazach ró»nych od 0 jest zbie»ny. Czy wynika st¡d zbie»no±¢ szeregu∑∞
n=1

(
1− sin an

n

)
?

Zadanie 10. Przypu±¢my, »e szereg
∑∞

n=1 an jest zbie»ny i ci¡g liczb dodatnich (bn)n≥1 jest niemalej¡cy,

a ponadto limn→∞ bn = +∞. Udowodnij, »e szereg
∑∞

k=1
ak
bk

jest zbie»ny i

bn

(
∞∑
k=n

ak
bk

)
−−−→
n→∞

0,
1

bn

n∑
k=1

akbk −−−→
n→∞

0.

Zadanie 11. Niech (an)n≥1 b¦dzie ci¡giem liczb rzeczywistych. Przypu±¢my, »e dla pewnego x0 ∈ R
szereg

∑∞
n=1

an
nx0

jest zbie»ny. Udowodnij, »e dla ka»dego x > x0 zbie»ny jest równie» szereg
∑∞

n=1
an
nx .

Zadanie 12. Znajd¹ iloczyn Cauchy'ego szeregu
∑∞

n=0 x
n z samym sob¡ dla |x| < 1.

Zadanie 13. Udowodnij, »e iloczyn Cauchy'ego szeregów o wyrazach dodatnich jest rozbie»ny je±li

który± z tych szeregów jest rozbie»ny.

Zadanie 14. Niech (an)n≥0 i (bn)n≥0 b¦d¡ ci¡gami liczb rzeczywistych. Zaªó»my, »e szeregi
∑∞

n=0 an
i
∑∞

n=0 bn s¡ zbie»ne ich sumy s¡ równe A i B, odpowiednio. Niech cn = a0bn + a1bn−1 + . . . + anb0.
Zaªó»my, »e

∑∞
n=0 cn jest zbie»ny do C. Udowodnij, »e C = AB.

Zadanie 15. Podaj przykªad dwóch szeregów zbie»nych, których iloczyn Cauchy'ego jest szeregiem

rozbie»nym. Podaj przykªad dwóch szeregów rozbie»nych, których iloczyn Cauchy'ego jest szeregiem

zbie»nym.
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Zadanie 1 (1 pkt). Udowodnij, »e dla x > −1 i k ∈ Z prawdziwa jest nierówno±¢

(1 + x)k ≥ 1 + kx.

Udowodnij równie», »e dla −1 < x < 1
n
i n ∈ N prawdziwe jest oszacowanie

(1 + x)n ≤ 1

1− nx
.

Zadanie 2 (1 pkt). Udowodnij, »e je±li ci¡gi a1, a2, . . . an i b1, b2, . . . , bn s¡ niemale-
j¡ce lub nierosn¡ce, to (

n∑
k=1

ak

)(
n∑
k=1

bk

)
≤ n

n∑
k=1

akbk .

Co mo»na powiedzie¢, je±li jeden z tych ci¡gów jest nierosn¡cy, a drugi niemalej¡cy?

Zadanie 3 (2 pkt). Udowodnij, »e dla 0 < α ≤ β prawdziwa jest nierówno±¢

β

√
xβ1 + xβ2 + . . .+ xβk ≤ α

√
xα1 + xα2 + . . .+ xαk .

Zadanie 4 (1 pkt). Udowodnij, »e dla dowolnych liczb zespolonych z1, . . . , zn praw-
dziwa jest nierówno±¢

|z1 + . . .+ zn| ≤ |z1|+ . . .+ |zn|.

Zadanie 5 (3 pkt). Niech (Fk)k∈Z b¦dzie dwustronnym ci¡giem wyznaczonym przez
warunki F0 = 0, F1 = 1, Fk+2 = Fk+1 + Fk, k ∈ Z.

(a) Udowodnij to»samo±¢

Fnm+k =
n∑
i=0

(
n

i

)
Fk−iF

i
mF

n−i
m+1, n,m ≥ 1, k ∈ Z.

(b) Udowodnij, »e 5k
∣∣F5k dla k ≥ 1.
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Zadanie 1 (2 pkt). Niech f : [0, 1] → [0, 1] b¦dzie funkcj¡ rosn¡c¡. Rozstrzygnij,
czy musi istnie¢ x ∈ [0, 1] o tej wªasno±ci, »e f(x) = x.

Zadanie 2 (2 pkt). • Niech n ≥ 2. Wyznacz kresy zbioru

An =

{
a1

a1 + a2
+

a2
a2 + a3

+ . . .+
an−1

an−1 + an
+

an
an + a1

∣∣ a1, . . . , an > 0

}
.

Czy kresy nale»¡ do zbioru An?

Zadanie 3 (1 pkt). Niech n ≥ 3. W±ród n-k¡tów wpisanych w okr¡g o promieniu 1
znajd¹ te o najwi¦kszym polu powierzchni.

Zadanie 4 (2 pkt). Liczby rzeczywiste a, b, c speªniaj¡ równo±¢ warunek a3+b3+c3 =
0. Udowodnij nierówno±¢(

(a− b)2 + (b− c)2 + (c− a)2
) (

a4 + b4 + c4
)
≥

(
a2 + b2 + c2

)3
.

Zadanie 5 (1 pkt). Wyznacz kresy zbioru

B =

{
1

n
√
m

+
1

m
√
n

∣∣∣ n,m ≥ 1, n,m ∈ N
}
.
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Zadanie 1 (1 pkt). Dla jakich liczb α ∈ R ci¡g ({nα})n≥1 jest g¦sty w odcinku
[0, 1]?

Zadanie 2 (1 pkt). Niech n b¦dzie nieujemn¡ liczb¡ caªkowit¡. Rozwa»my funkcj¦
f : R→ R zadan¡ wzorem

f(x) = |x|+ |x− 1|+ . . .+ |x− n|.

Wyznacz minimum funkcji f .

Zadanie 3 (2 pkt). Niech k ≥ 1 i niech n0 < n1 < n2 < . . . < nk b¦dzie ci¡giem
nieujemnych liczb caªkowitych. Przypu±¢my, »e liczba rzeczywista x 6= 0 speªnia

xn0 + xn1 + xn2 + . . .+ xnk = 0.

Udowodnij, »e |x| ≥
√
5−1
2

.

Zadanie 4 (3 pkt). Niech (an)n≥1 b¦dzie ci¡giem liczb rzeczywistych. Rozstrzygnij,
które z nast¦puj¡cych wªasno±ci s¡ równowa»ne.

(W1) Ci¡g (an)n≥1 jest ograniczony.

(W2) Dla wszystkich λ > 1 ci¡g (ab2λnc)n≥1 jest ograniczony.

(W3) Dla wszystkich λ > 1 ci¡g (abλ2nc)n≥1 jest ograniczony.

Zadanie 5 (1 pkt). Niech 0 < x1 < x2 < . . . < xn i niech λi ≥ 0 speªniaj¡ warunek∑n
i=1 λi = 1. Udowodnij, »e(

n∑
i=1

λixi

)(
n∑
i=1

λix
−1
i

)
≤ (x1 + xn)

2

4x1xn
.
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Zadanie 1 (pisemne, 1 pkt). Niech c ≥ 0. Zbadaj zbie»no±¢ ci¡gu (an)n≥0,

a0 = 0, a1 =
√
c, a2 =

√
c+
√
c, a2 =

√
c+

√
c+
√
c, . . .

Zadanie 2 (1 pkt). Niech a, b, c > 0. Zbadaj zbie»no±¢ ci¡gów (an)n≥0, (bn)n≥0 i
(cn)n≥0 okre±lonych rekurencyjnie, a0 = a, b0 = b, c0 = c,

an+1 =
3

1
an

+ 1
bn

+ 1
cn

, bn+1 =
3
√

anbncn, cn+1 =
an + bn + cn

3
, n ≥ 0.

Zadanie 3 (2 pkt). Niech k ≥ 1 i niech (a
(1)
n )n≥0, (a

(2)
n )n≥0, . . . (a

(k)
n )n≥0 b¦d¡ ci¡gami

niezerowych liczb rzeczywistych. Udowodnij, »e istnieje liczba naturalna 1 ≤ i ≤ k i
podci¡g (nl)l≥0 liczb naturalnych o tej wªasno±ci, »e ci¡gi(

a(i)nl
/a(1)nl

)
l≥0

,
(
a(i)nl

/a(2)nl

)
l≥0

, . . .
(
a(i)nl

/a(k)nl

)
l≥0

s¡ zbie»ne.

Zadanie 4 (3 pkt). Zbadaj zbie»no±¢ ci¡gu zadanego rekurencyjnie,

a1 = a2 = 1, an+2 =
1

an+1

+
1

an
, n ≥ 1.

Zadanie 5 (1 pkt). Udowodnij (elementarnie, bez wzoru Stirlinga!) nierówno±¢

2

3
· 1√

n
<

(2n)!!

(2n+ 1)!!
<

1√
n
.
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Zadanie 1 (pisemne, 2 pkt). Niech a, b > 0. Oblicz granice

(a) limn→∞
na

bn
(b) limn→∞

(lnn)a

nb (c) limn→∞ annbn

(d) limn→∞ e−(lnn)anb (e) limn→∞ en
a
n−b (f) limn→∞ bn(lnn)a lnn

Uwaga: Odpowied¹ mo»e zale»e¢ od wyboru parametrów a, b.

Zadanie 2 (2 pkt). Niech k ∈ N, k ≥ 0. De�niujemy ci¡g rekurencyjnie

x0 > 0, xn+1 = xn +
1

xk
n

.

Zbadaj istnienie granicy limn→∞
xn

k+1√n .

Zadanie 3 (2 pkt). Niech (an)n≥0 b¦dzie ci¡giem liczb rzeczywistych speªniaj¡cym

lim
n→∞

(an+1 − an) = 0, lim
n→∞

(a2n − 2an) = 0.

Czy z tego wynika, »e limn→∞ an = 0?

Zadanie 4 (1 pkt). Oblicz granic¦

lim
n→∞

n

(
1k + 2k + . . .+ nk

nk+1
− 1

k + 1

)
, k ∈ N.

Zadanie 5 (1 pkt). Niech (an)n≥1, (bn)n≥1 b¦d¡ ci¡gami liczb rzeczywistych dodat-
nich. Przypu±¢my, »e limn→∞ an = A i limn→∞ bn = B. Oblicz granic¦ ci¡gu

cn =
a1bn + a2bn−1 + . . .+ anb1

n
.
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Zadanie 1 (1 pkt). Niech a0, a1 > 0. Zbadaj zbie»no±¢ ci¡gu zadanego rekurencyjnie,

an+1 =
2

an + an−1
, n ≥ 1.

Zadanie 2 (2 pkt). Niech n ≥ 3 i niech 0 ≤ a1 ≤ a2 ≤ . . . ≤ an. Udowodnij nierówno±¢

√
a1a2 +

√
a2a3 + . . .+

√
ana1 ≥ 3

√
a1a2a3 + 3

√
a2a3a4 + . . .+ 3

√
ana1a2.

Zadanie 3 (1 pkt). Ci¡g (xn)n≥1 zde�niowany jest poprzez równo±ci

x1 = 3, 2x2 = 33, 22
x3 = 33

3

, 22
2x3

= 33
33

, . . .

Czy ci¡g (xn)n≥1 jest zbie»ny?

Zadanie 4 (2 pkt). Oblicz granic¦

lim
n→∞

e−n
n∑
k=0

nk

k!
.

Zadanie 5 (2 pkt). Rozwa»my ci¡g a0 = 1, an+1 = sin(an), n ≥ 0. Czy istnieje liczba
α > 0, dla której granica limn→∞ n

αan jest dodatnia i sko«czona?

Zadanie 6 (pisemne, 0 pkt). Udowodnij, »e dla ka»dej liczby naturalnej n ≥ 1 praw-
dziwa jest nierówno±¢1

e

2n+ 2
< e−

(
1 +

1

n

)n
<

e

2n+ 1
.

Oblicz równie» granic¦

lim
n→∞

((
1 + 1

n

)n
e

)n

.

1Mog¡ by¢ przydatne nast¦puj¡ce oszacowania logarytmu,

2n∑
k=1

(−1)k+1x
k

k
≤ ln(1 + x) ≤

2n+1∑
k=1

(−1)k+1x
k

k
, x ≥ 0.

Udowodnimy je na ¢wiczeniach metodami rachunku ró»niczkowego.
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Zadanie 1 (1 pkt). Rozwa»my ci¡gi liczb nieujemnych (an)n≥1 i (bn)n≥1.

(a) Czy ze zbie»no±ci szeregów
∑∞

n=1 an i
∑∞

n=1 bn wynika zbie»no±¢ szeregu
∑∞

n=1max{an, bn}?

(b) Czy z rozbie»no±ci szeregów
∑∞

n=1 an i
∑∞

n=1 bn wynika rozbie»no±¢ szeregu
∑∞

n=1min{an, bn}?

Zadanie 2 (2 pkt).

a) Czy dla ka»dej bijekcji f : N→ N szereg
∑∞

n=1
1

nf(n)
jest zbie»ny?

b) Czy dla ka»dej bijekcji f : N→ N szereg
∑∞

n=1
1

n+f(n)
jest rozbie»ny?

Zadanie 3 (1 pkt). Niech (an)n≥1 b¦dzie ci¡giem o wyrazach dodatnich. Czy ze zbie»no±ci szeregu∑∞
n=1 n

12a4n wynika zbie»no±¢ szeregu
∑∞

n=1 n
2an?

Zadanie 4 (pisemne, 1 pkt). Niech α > 0. Zbadaj zbie»no±¢ szeregów

(a)
∑∞

n=1(
n
√
lnn− 1)α, (b)

∑∞
n=1(

3
√
n+ 1− 3

√
n)α, (c)

∑∞
n=1

n!
(n+1)(n+2)...(n+n)

,

(d)
∑∞

n=1 n
n( n
√
1 + α− 1)n, (e)

∑∞
n=1

(
1
4n

(
2n
n

))α
, (f)

∑∞
n=1

1

3nα+nα3−2
.

Zadanie 5 (1 pkt). Czy istnieje ci¡g (an)n≥1 liczb dodatnich o tej wªasno±ci, »e
∑∞

n=1 an jest
rozbie»ny, ale dla dowolnego ci¡gu (bn)n≥1 liczb dodatnich, zbie»nego monotonicznie do 0, szereg∑∞

n=1 anbn jest zbie»ny.

Zadanie 6 (2 pkt). Czy istnieje ci¡g (xn)n≥1 liczb rzeczywistych dodatnich o tej wªasno±ci, »e dla
wszystkich 0 < α < β mamy

lim
n→∞

|{1 ≤ k ≤ n : xk > β}|
|{1 ≤ k ≤ n : xk > α}|

= 0 ?
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Zadanie 1 (♥, 0 pkt, pisemne). Oblicz sum¦ szeregów

(a)
∑∞

n=1 nq
n, |q| < 1, (b)

∑∞
n=1(−1)n−1

1
n
, (c)

∑∞
n=1

1
4n2−1 ,

(d)
∑∞

n=1 sin
(
π
2n

)
sin
(
3π
2n

)
(e)

∑∞
n=1

2n−1
(2n)!!

, (f)
∑∞

n=1 arctg
(

2
n2

)
.

Zadanie 2 (1+2 pkt). Udowodnij, »e szereg
∑∞

n=1 | sinn|n jest rozbie»ny. Czy ci¡g
((sinn)n)n≥1 jest g¦sty w (0, 1)?

Zadanie 3 (1 pkt). Udowodnij, »e liczba
∑∞

n=1 10
−n! nie jest liczb¡ algebraiczn¡.

Zadanie 4 (♥, 1 pkt). Udowodnij, »e dla a/(2π) /∈ Z prawdziwe s¡ wzory

n∑
k=1

cos(ka) =
sin
(
na
2

)
cos
(

(n+1)a
2

)
sin
(
a
2

) ,
n∑
k=1

sin(ka) =
sin
(
na
2

)
sin
(

(n+1)a
2

)
sin
(
a
2

) .

W szczególno±ci∣∣∣∣∣
n∑
k=1

sin(ka)

∣∣∣∣∣ ≤ 1

| sin
(
a
2

)
|
,

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

cos(ka)

∣∣∣∣∣ ≤ 1

| sin
(
a
2

)
|
.

Zadanie 5 (2 pkt). Oblicz sum¦ szeregu

∞∑
n=0

(−1)n (2n+ 1)3

(2n+ 1)4 + 4
.

Zadanie 6 (♥, 1 pkt). Zbadaj zbie»no±¢ szeregów

(a)
∑∞

n=1
(−1)n
4n

(
2n
n

)
, (b)

∑∞
n=1(−1)n(lnn)

(n+1)n

nn+1 .
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Zadanie 1 (♥, 1 pkt). Dla |x| < 1 udowodnij równo±¢

∞∑
n=1

x
n(n+1)

2

1− xn
=
∞∑
n=1

xn

1− x2n
.

Zadanie 2 (1 pkt). Niech (an)n≥0 b¦dzie malej¡cym ci¡giem zbie»nym do 0. Niech
Sn =

∑∞
i=n(−1)i−nai. Udowodnij, »e szeregi

∑∞
n=0 S

2
n,

∑∞
n=0 anSn i

∑∞
n=0 a

2
n s¡

jednocze±nie zbie»ne lub jednocze±nie rozbie»ne.

Zadanie 3 (2 pkt). Niech (an)n≥0 b¦dzie ci¡giem liczb dodatnich. Udowodnij, »e
nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne,

(W1) lim infn→∞ nan > 0.

(W2) Dla ka»dego nierosn¡cego ci¡gu (bn)n≥0 je±li bk ≥ ak dla niesko«czenie wielu
k ≥ 0, to

∑∞
n=0 bn =∞.

Zadanie 4 (2 pkt). Zbadaj zbie»no±¢ szeregu

∞∑
n=1

(−1)[n
√
2]

n
.

Zadanie 5 (♥,2 pkt). Zbadaj zbie»no±¢ iloczynu Cauchy'ego szeregów

∞∑
n=1

(−1)n

nα
,

∞∑
n=1

(−1)n

nβ
, α, β > 0.
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Zadanie 1 (2 pkt). Przypu±¢my, »e ci¡gi (a
(1)
n )n≥1, . . . , (a

(k)
n )n≥1 s¡ zbie»ne odpo-

wiednio do a(1), . . . , a(k). Oblicz granic¦

lim
n→∞

(
1

nk−1

∑
i1+i2+...+ik=n

a
(1)
i1
· . . . · a(k)ik

)
.

Zadanie 2 (2 pkt). Niech (an)n≥1 b¦dzie ci¡giem liczb rzeczywistych dodatnich.
Przypu±¢my, »e szereg

∑∞
n=1 an jest zbie»ny. Udowodnij, »e zbie»ny jest równie»

szereg
∑

n=1 a
n−1
n

n .

Zadanie 3 (2 pkt). Dla n ≥ 1 udowodnij nierówno±ci

1

4(n+ 1)
<
∞∑
i=n

(−1)i−n

2i+ 1
<

1

4n
.

Zadanie 4 (pisemne, 1 pkt). Wyznacz zbiór warto±ci funkcji f, g, h : C → C zada-
nych wzorami f(z) = sin z, g(z) = cos z, h(z) = tgz.

Zadanie 5 (1 pkt). Niech α, β ≥ 1 speªniaj¡ warunek 1
α
+ 1

β
= 1. Rozwa»my zbiory

A = {[nα], n ≥ 1}, B = {[nβ], n ≥ 1}.

Udowodnij, »e zbiory A i B s¡ rozª¡czne i A ∪ B = N. Czy to zadanie ma co±
wspólnego z Zadaniem 4 (Seria 9)?
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Zadanie 1 (3 pkt). Niech (an)n≥1 b¦dzie ci¡giem liczb rzeczywistych. Udowodnij
nierówno±¢

∞∑
n=1

∣∣∣∣a1 + . . .+ an
n

∣∣∣∣p ≤ ( p

p− 1

)p ∞∑
n=1

|an|p.

Czy staªa
(

p
p−1

)p
jest optymalna?

Zadanie 2 (2 pkt). Niech (an)n≥1 b¦dzie ci¡giem liczb dodatnich i niech k ≥ 1. Udo-
wodnij nierówno±¢

lim sup
n→∞

(
x1 + x2 + . . .+ xn+k

xn

)
≥ (k + 1)k+1

kk
.

Zadanie 3 (3 pkt). Przypu±¢my, »e szereg liczb zespolonych
∑∞

n=1 zn jest zbie»ny.
De�niujemy zbiór A ⊂ C,

A = {z ∈ C | ∃ f : N 1−1−−→
na

N, z =
∞∑
n=1

zf(n)}.

Udowodnij, »e A = C lub istniej¡ liczby a, b ∈ C takie, »e A = {a+ tb | t ∈ R}.

Zadanie 4 (2 pkt). Niech P,Q : R → R b¦d¡ wielomianami i Q(n) 6= 0 dla n ∈ N.
Przypu±¢my, »e deg(P ) < deg(Q). Udowodnij, »e szereg

∞∑
n=1

(−1)nP (n)
Q(n)

jest zbie»ny.

Zadanie 5 (2 pkt). Niech λ ∈ (0, 1). Przypu±¢my, »e funkcja f : C → C speªnia
nierówno±¢

|f(u)− f(v)| ≤ λ|u− v|.
Udowodnij, »e dla dowolnego a ∈ C równanie z = f(z) + a posiada jednoznaczne
rozwi¡zanie.

Uwaga. Jedno zadanie nale»y wybra¢ i odda¢ jako pisemne.
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Zadanie 1 (2 pkt). Dla jakich c > 0 ci¡g

c, cc, cc
c

, cc
cc

, . . .

jest zbie»ny do granicy sko«czonej?

Zadanie 2 (2 pkt). Niech n > 2. Znajd¹ najmniejsz¡ liczb¦ cn o nast¦puj¡cej wªasno±ci:
dla dowolnych liczb rzeczywistych a1, a2, . . . , an istniej¡ 1 ≤ i, j ≤ n takie, »e i 6= j,
aiaj 6= −1 oraz

0 <
ai − aj
1 + aiaj

≤ cn.

Zadanie 3 (3 pkt). Powiemy, »e bijekcja f : N→ N jest dobra, je±li posiada nast¦puj¡ce
wªasno±ci,

(a) Dla dowolnego ci¡gu liczb rzeczywistych (an)n≥1, je±li szereg
∑∞

n=1 an jest zbie»ny,
to zbie»ny jest równie» szereg

∑∞
n=1 af(n).

(b) Istnieje ci¡g liczb rzeczywistych (bn)n≥1 taki, »e szereg
∑∞

n=1 bn jest rozbie»ny, ale
szereg

∑∞
n=1 bf(n) jest zbie»ny.

Czy istnieje dobra bijekcja?

Zadanie 4 (2 pkt).

• Dla x ∈ (0, π) udowodnij to»samo±¢ 1
sin2 x

= 1
4

(
1

sin2 x
2

+ 1
sin2 π+x

2

)
.

• Udowodnij to»samo±¢ 1 = 2
4n

∑2n−1−1
k=0

1

sin2
(2k+1)π

2n+1

.

• Dla x ∈ (0, π/2) udowodnij nierówno±ci 1
sin2 x

≥ 1
x2
≥ 1

sin2 x
− 1.

• Wywnioskuj nierówno±¢ 1 > 8
π2

∑2n−1−1
k=0

1
(2k+1)2

> 1− 1
2n
.

• Udowodnij równo±ci
∑∞

k=0
1

(2k+1)2
= π2

8
,
∑∞

k=0
1
k2

= π2

6
.

Zadanie 5 (2 pkt). Niech O b¦dzie punktem wewn¦trznym trójk¡ta ABC i niech
P,Q,R b¦d¡ rzutami punktu O na proste AB, BC i CA. Udowodnij nierówno±¢

|OA|+ |OB|+ |OC| ≥ 2(|OP |+ |OQ|+ |OR|).

Uwaga. Jedno zadanie nale»y wybra¢ i odda¢ jako pisemne.
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Zadanie 1 (♥, 3 pkt).

(a) Udowodnij, »e istnieje funkcja f : R → R taka, »e dla ka»dego p ∈ R mamy
limx→p f(x) = 0, ale zbiór {x ∈ R | f(x) > 0} jest g¦sty w R.

(b) Niech f : R → R. Przypu±¢my, »e dla ka»dego p ∈ R mamy limx→p f(x) = 0.
Udowodnij, »e istnieje liczba niewymierna a, dla której f(a) = 0.

Zadanie 2 (♥, 3 pkt).

(a) Udowodnij, »e zbiór punktów nieci¡gªo±ci funkcji monotonicznej jest zbiorem prze-
liczalnym.

(b) Niech A ⊂ R b¦dzie zbiorem przeliczalnym. Udowodnij, »e istnieje niemalej¡ca
funkcja f : R→ R taka, »e zbiór punktów nieci¡gªo±ci f jest równy A.

Zadanie 3 (♥, 2 pkt). Niech C > 0. Dla jakich α > 0 z warunku

|f(x)− f(y)| ≤ C|x− y|α

wynika, »e f jest funkcj¡ staª¡?

Zadanie 4 (♥, 2 pkt). Czy istnieje funkcja f : R→ R taka, »e dla ka»dego p ∈ R jest
limx→p f(x) = +∞?

Zadanie 5 (♥, 3 pkt). Niech f : R→ R b¦dzie funkcj¡ speªniaj¡c¡ równo±¢ f(x+y) =
f(x) + f(y) dla wszystkich x, y ∈ R.

(a) Przypu±¢my, »e dla pewnego przedziaªu I ⊂ R i pewnej liczby rzeczywistej M
mamy f(x) ≤ M dla x ∈ I. Wyka», »e istnieje liczba rzeczywista a taka, »e
f(x) = ax dla x ∈ R.

(b) Udowodnij, »e istniej¡ rozwi¡zania powy»szego równania funkcyjnego, które nie
s¡ funkcjami liniowymi. Zaªó»my, »e f jest takim rozwi¡zaniem. Udowodnij, »e
f ma wykres b¦d¡cy g¦stym podzbiorem pªaszczyzny R2.

Uwaga. Jedno zadanie nale»y wybra¢ i odda¢ jako pisemne.


