Analiza Matematyczna 1.1

Seria 1, P. Nayar, 2011/12

Zadanie 1. Niech a > —1, (k = 1,...,n) beda liczbami rzeczywistymi o
tym samym znaku. Udowodnij, ze prawdziwa jest nieréwnosé

(I+a)(1+4ag) ...-(1+a,) >14+a;+as+...+ ay,.
Czy zalozenie, ze liczby ap maja ten sam znak i a; > —1 jest potrzebne?

Zadanie 2. (Nieréwnos¢ Bernoulliego) Udowodnij, ze dla z > —1ik € Z
prawdziwa jest nieréwnosc¢

(1+2)f>1+ k.

Udowodnij réwniez, ze dla —1 < x < % in € N prawdziwe jest oszacowanie

1 n< )
( —HE) - 1—nx

Zadanie 3. (Nier6wnos¢ Schwarza) Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rze-
czywistych aq,...,a,,b1,...,b, prawdziwa jest niero6wnosé¢

1 1
n n 2 n 2
k=1 k=1 k=1
Kiedy w tej nier6wnosci mamy réwnosc?

Zadanie 4. (Nier6wnos¢ miedzy srednimi) Niech aq, a,, ..., a, beda dodat-
nimi liczbami rzeczywistymi. Udowodnij nieréwnosci

2 2
a a a a n
1+ +n2 1+ +n2na1..'.an>

. 41 -
n n a1+...—|—an

Zadanie 5. (Nierownos¢ Czebyszewa) Udowodnij, ze jesli ciagi a1, aq, . .. ay,
iby,bs,...,b, sa niemalejace lub nierosnace, to

(o) () o

Co mozna powiedzieé, jesli jeden z tych ciaggéw jest nierosnacy, a drugi nie-
malejacy?



Zadanie 6. Ustalmy liczby dodatnie xq, xs, ..., x;. Niech
a, =27 + x5+ ...+ .
a) Udowodnij, ze ciag (a,)n>o jest log-wypukly, tzn. a? < a; a4

b) Udowodnij, ze jesli ciag (b,)n>0 jest log-wypukly i by = 1, to ciag
(¥/bn)n>0 jest rosnacy.

c¢) Udowodnij, ze ciag ({/ 9 )n>0 jest rosnacy, czyli

i,/xll)+x§+...+xi<i/x‘f—kxg—l—...—kxz
k - k

dla0<p<gq,pqgelN.

d) Udowodnij, ze dla 0 < o < 8 prawdziwa jest nier6wnos¢

\/ —1—352 .+x’£§ %/:U?%—mg‘—i—...—kxg.

Zadanie 7. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb zespolonych zy, ..., z, praw-
dziwa jest nier6wnosé

|21+ ] <]+ |zl



Analiza Matematyczna 1.1

Seria 2, P. Nayar, 2011/12

Zadanie 1. Niech x bedzie liczba rzeczywista. Definiujemy ciag liczb
X1, T, ... rekurencyjnie wzorem

1

Jesli dla pewnego n > 0 mamy z,, € Z, to rozwazamy jedynie skoniczony ciag
Z1,...,T,. Udowodnij, ze x jest liczba wymierng wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje n, dla ktorego =z, € Z.

Zadanie 2. Niech ay bedzie dowolna liczba rzeczywista i niech aq, as, ..., a,
beda liczbami rzeczywistymi dodatnimi. Niech

R, = R,lag,...,a, =ag+
[0 } 0 CL1+ !

1
1
C"n—l“"ﬁ

Definiujemy rekurencyjnie ciagi (pr)i_o i (qx)f—, Wzorami

Po = Qo g =1
p1 = apa; + 1 1 = aq
Pk = Dk—1Qk + Pr—2 Gk = Qe—10k + Qr—2, k=2,...,n.

Udowodnij, ze

a) Rk[CZOa"'?ak} =

Q |’E
> |
o

|
=
S

b) Pe1Gr — Qu—1pr = (=1)*, k=1,...,n,

¢) Ry — Rp=2 k=0,....n—1

Qkqr+1’

Wywnioskuj, ze jesli liczby py i i sa calkowite, to sg wzglednie pierwsze.

Zadanie 3. Niech x bedzie liczba niewymierna. Definiujemy ciag liczb
Xo, 1, ... rekurencyjnie wzorem



Niech ponadto a,, = [z,] dla n > 0 i niech R, = R,[aq,...,a,] = 2 (patrz
Zadanie 2). Udowodnij, ze

—1)"
r— R, = (=1 , n=12,...
<ann+1 + qn71>Qn

oraz
|z — Rpi1| < |x — R, n=0,1,....

Wywnioskuj stad, ze
Riy<Ry<Ry<... z ...<Rs < R3<R;.
Zadanie 4. Niech x bedzie liczbg niewymierna i niech liczby R, = 2’—: beda

zdefiniowane tak, jak w Zadaniu 3. Przypusémy, ze liczby p,q € Z, ¢ > 1
spelniajg nieréwnos¢ |z — £| < |z — E2]. Udowodnij, ze ¢ > g,.



Analiza Matematyczna 1.1

Seria 3, P. Nayar, 2011/12

Zadanie 1. Znajdz kresy zbiorow

nm
A:{%Q—W‘n’m#o, n,mEZ},

2

n*m

B= ‘n,m>0,n,m€N ,
n? +m?2+ n*m

C={¥n|n>0neN},
D={n—[¥n]|n>0neN}, k>0keN

Zadanie 2. Niech T} bedzie zbiorem tréjkatow o obwodzie 1 na plaszczyznie
R2. Niech R;, 7, beda odpowiednio promieniem okregu opisanego na trojkacie
t i promieniem okregu wpisanego w trojkat t. Wyznacz kresy zbioréw

A = {pole trojkata t |t € T\ },

Zadanie 3. Niech n > 1,n € N. Wyznacz kresy zbioru
An:{ Z a,l-aj‘Zaizl,aizo,izl,...,n}.
1<i<j<n i=1
Zadanie 4. Niech r > 0. Wyznacz kresy zbioru
A, = { Z a” Z%‘ZL a; > 0, izl,...,n}.
1<i<n i=1

Zadanie 5. Wyznacz kresy zbioru

a a Ay — Ap
An:{_1+_2++ 1+_ a17"'7aﬂ>0}'
1



Analiza Matematyczna 1.1

Seria 4, P. Nayar, 2011/12

Zadanie 1. Okreslamy ciagi (ay)n>0 1 (bn)n>0 rekurencyjnie, ag = a, by = b,
Qpy1 = “";“b”, bni1 = Vayb,. Udowodnij, ze ciagi te sa zbiezne do tej samej
granicy (nazywanej $rednia arytmetyczno-geometryczna liczb a, b).

Zadanie 2. Ciag liczb (a,)n>0 spelnia nieréwnosé an,im < a, + a,, (takie
ciagi nazywamy ciggami podaddytywnymi). Udowodnij, ze istnieje granica
limy, ;o % € [~00,0).

Zadanie 3. Udowodnij, ze dla n > 2 prawdziwa jest nieré6wnosé

2 n
<1+ ) >n
n—1

1 wywnioskuj, ze lim,, ., ¥/n = 1.

Zadanie 4. Niech (a,),>0 bedzie ciagiem liczb dodatnich. Udowodnij, ze
jesli lim,, o “Z“ = g, to rowniez lim,_,., /a, = g. Czy ze zbieznosci ciggu

(/a,) wynika 7bienogé ciggu (42tL)?

an

Zadanie 5. Oblicz granice

a) lim, o ¢

b) limy oo n *(n+1—/n), keNk>1,
c) limy, oo (2 + 7223 + -+ 22257),
d) limy, e Y2 ketnt  p e Nk >0,

1+3+3+..+=

Inn ?

e) lim,

f) lim, o0 /a7 +af + ...+ af = max{ay,as,...,ak}k, a1,...,a5 > 0.



Analiza Matematyczna 1.1

Seria 5, P. Nayar, 2011/12

Zadanie 1. Niech (a,),>0 bedzie ciagiem liczb rzeczywistych zbieznym do
lia,#1dlan > 0. Znajdz granice

. aptai+ .. +adk—k
lim .

n—r00 Ay — 1

Zadanie 2. Niech (a,)n>o bedzie ciagiem liczb rzeczywistych o wyrazach
niezerowych i niech lim,,_,., |a,| = +00. Udowodnij, ze

) 1\™
lim (1 + —) =e.
n—o0 Qp,

Zadanie 3. Definiujemy ciagi (a,)n>1 1 (by)n>1 Wzorami

1 n 1 n+1
an:(H_) , bn:(1+—) .
n n

Udowodnij, ze ciag (a,) jest rosnacy, a ciag (b,) malejacy. Wywnioskuj stad,
ze ciagi te sa zbiezne do tej samej granicy (oznaczanej e).

Zadanie 4. Niech k£ € N, k£ > 2. Oblicz granice ciagu

1 1 N 1 N N 1
ap = — —_ .
n n+l n+2 kn

Zadanie 5. Zbadaj zbieznos¢ ciagu

1 1 1

ap,=14+4=-+—-+...+——1Inn, n>1.
2 3 n

Zadanie 6. Niech f : [0,1] — [0,1] bedzie funkcja niemalejacg i niech

ap € [0,1]. Definiujemy ciag (an)n>o rekurencyjnie, a,+1 = f(a,). Udowod-

nij, ze ciag (a,)n>o jest zbiezny.

Zadanie 7. Niech (a,),>1 bedzie ograniczonym ciagiem liczb rzeczywistych.
Przypusémy, ze

Apt1 — Ap > _ﬁ



Udowodnij, ze ciag (a,) jest zbiezny.

Zadanie 8. Oblicz granice ciagu

1
n

Zadanie 9. Oblicz granice ciagu

(1 1
ap =n|— +

Zadanie 10.

Zadanie 11.

Zadanie 12.

Zadanie 13.

Zadanie 14.

2
pol

1

n?  (n+1)2

Zbadaj zbieznos¢ ciagu

(2n)!!

n

Zbadaj zbieznos¢ ciagu

an = sin?(mvn2 +n).

Niech a > 0. Oblicz

(2n+ 1)1

lim n({/a—1).

n—o0

Niech a,b > 0. Udowodnij, ze

lim (—W+ ﬁ)
n—o00 2

Niech & > 2. Oblicz

+(n+2)2+“'+

Vab.



Analiza Matematyczna 1.1
Seria 6, P. Nayar, 2011/12

Zadanie 1. Zbadaj zbieznosé¢ szeregu
00 —n2
1
E 14— :
; n
=1

Zadanie 2. Zbadaj zbieznosé¢ szeregu

f: n?+n+1
= 3n*y/n +2n? +n + 99

Zadanie 3. Zbadaj zbieznos¢ szeregu

i(\/n2+1—\37n3+1>.

n=1

Zadanie 4. Zbadaj zbieznosé¢ szeregu

5 (s2)

n=1

w zaleznosci o parametru p > 0.

Zadanie 5. Zbadaj zbieznos¢ szeregu

=~ 1
; n(lnn)*

w zaleznoéci o parametru o € R.

Zadanie 6. Dla a > 0 zadaj zbiezno$¢ szeregu

S IWa -1l
n=1

Zadanie 7. Dla a > 0 zbadaj zbiezno$¢ szeregu

> n!
Z(a+1)(a+2)...(a+n)'

n=1



Analiza Matematyczna 1.1

Seria 7, P. Nayar, 2011/12

Zadanie 1. Udowodnij, ze dla a/(27) ¢ Z prawdziwe sg wzory

n sin (%) cos (ntl)a
Zcos(k;a) = ’ ™ (2() ’ ) :
k=1 2

W szczegolnosei

- \sm(Q)\’

Zadanie 2. Niech a € R in € N. Udowodnij, ze

" sinka
2

k=1

< 3.

Zadanie 3. Niech a € R. Zbadaj zbieznos¢ szeregu

o .
Z sin(na
n

n=1

Zadanie 4. Zbadaj zbieznosé¢ szeregu

n=1

Zadanie 5. Przypusémy, ze Y | |b, — byt1| < 00, lim,, o0 b, = 0 1 sumy
czeSciowe szeregu » - a, sa ograniczone. Udowodnij, ze dla wszystkich
k € N zbiezny jest szereg > oo a,bk.



Analiza Matematyczna 1.1

Seria 8, P. Nayar, 2011/12

Zadanie 1. Przypusémy, ze szereg » | a, jest zbiezny i ciag liczb dodat-
nich (b,),>1 jest niemalejacy, a ponadto lim, ,,, b, = +o0o0. Udowodnij, ze
szereg

jest zbiezny i

Zadanie 2. Niech (a,),>1 bedzie ciagiem zbieznym. Przypusémy, ze liczby
(Cnk)nk>1 speiniaja warunki

1) i ek =1,
i) > ey lensl < C,
iii) — 0,
gdzie C' > 0 jest pewng stata. Udowodnij, ze ciag

o0

bn - E Cn kO

k=1
jest zbiezny i lim,, .o b, = lim,, oo ap.
Zadanie 3. Przypustmy, ze szereg > - a, jest zbiezny i ciag liczb do-

datnich (b,),>1 jest niemalejacy, a ponadto lim, . b, = +00. Udowodnij,
ze

1 n
" k=1

n—oo

Zadanie 4. Zbadaj zbieznos¢ szeregu



Zadanie 5. Udowodnij, ze jesli szereg

o0
an

n$
n=1
jest zbiezny dla pewnej liczby x¢ € R, to jest zbiezny dla wszystkich x > x.

Zadanie 6. Udowodnij, ze

> eQ

n=1

dla dowolnego wyboru znakéw ¢, € {—1,+1}.

Definicja. Iloczynem Cauchy’ego szeregow > a, 1 Y b, nazywamy
szereg » o, gdzie ¢, = > ¢ aiby_i.

Zadanie 7. Znajdz iloczyn Cauchy’ego szeregu » > 2" z samym soba dla
lz| < 1.

Zadanie 8. Zbadaj iloczyn Cauchy’ego szeregu Zzozl(—l)"*l\/iﬁ przez sie-
bie.

Zadanie 9. Udowodnij, ze iloczyn Cauchy’ego szeregow o wyrazach dodat-
nich jest rozbiezny jesli ktorys z tych szeregow jest rozbiezny.

Definicja. Niech (b,),>0 bedzie ciagiem liczb roznych od 0. Powiemy, ze
iloczyn jest zbiezny, jesli istnieje skoniczona i r6zna od 0 granica

N

=0
Zadanie 10. Niech a, > 0 dla n > 0. Udowodnij, ze iloczyn [[°2 (1 + a,)
jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy szereg > a, jest zbiezny.

Zadanie 11. Oblicz iloczyn nieskoriczony
[Teos ()
n)
n=1

Zadanie 12. Dla |z| < 1 oblicz iloczyn nieskoriczony

o0

I1(++>).

n=0



Zadanie 13. Zbadaj zbieznosé¢ iloczynu nieskonczonego
()
Hcos — .
n
n=1
Zadanie 14. Zbadaj zbieznos¢ iloczynu
I1 v
n=1
Zadanie 15. Zbadaj zbieznosé¢ iloczynu

%)
I
n=1



Analiza Matematyczna 1.1

Zadania domowe, seria 1, P. Nayar, 2011/12

Zadanie 1. (1 pkt) Niech n > 3. Wsréd n-katow wpisanych w okrag o
promieniu 1 znajdz te o najwickszym polu powierzchni.

Zadanie 2. e (4 pkt) Niech (a,),>; bedzie ciagiem liczb rzeczywistych.
Rozstrzygnij, ktore z nastepujacych wlasnosci sa rownowazne.

(W1) Ciag (an)n>1 jest ograniczony.
W2) Dla wszystkich A > 1 ciag (ajgan|),>1 jest ograniczony.
(22" ) n>

(W3) Dla wszystkich A > 1 ciag (ajy2»|)n>1 jest ograniczony.

Zadanie 3. (2 pkt) Niech x4, ..., z, beda liczbami rzeczywistymi dodatnimi.
Zalozmy, ze istniejg liczby rzeczywiste s, o tej wlasnosci, ze 0 < s < /z; <
s+tdlai=1,...,n. Udowodnij, ze

n n -1 n
Di
—t* + iy < — < iTi
dla dowolnych liczb dodatnich py, . . ., p,, spelniajacych warunek » | p; = 1.

Zadanie 4. (1 pkt)

a) Udowodnij, ze dla dowolnej liczby niewymiernej « istnieje ciag liczb
catkowitych (p,),>1 i ciag liczb catkowitych dodatnich (g, ),>1, dla kto-
rych

b) Przypusémy, ze liczba « jest liczba algebraiczna stopnia d > 2. Udo-
wodnij, ze istnieje stala C, > 0 o tej wlasnosci, ze dla wszystkich
p,q € Z, ¢ > 0 mamy

C
o222,
q q

Zadanie 5. o (2 pkt) Niech S,,(k) = 1™ + ... + k™ dla liczb caltkowitych
m > 01ik > 1. Udowodnij, ze

Zn: (n : 1) Si(k) = (k+ 1) — 1.

=0 \ 7
Wyznacz S;(k) dlai =1,2,3,4,5.



Analiza Matematyczna 1.1

Zadania domowe, seria 2, P. Nayar, 2011/12

Zadanie 1. e (/ pkt)

a) Udowodnij, ze dla n > 1 liczba

ot (2) e (22) o ()

b) Udowodnij, ze dla n > 2 liczba /2 + /3 jest niewymierna.

jest wymierna.

Zadanie 2. (2 pkt) Niech ABC bedzie trojkatem wpisanym w okrag o pro-
mieniu 1 i niech P bedzie punktem wewnetrznym tego trojkata. Udowodnij,
ze 39

|PA| - |PB|-|PC| < 77

Zadanie 3. (1 pkt) Niech e1,¢9,...,6, € {—1,0,1}. Udowodnij, ze

. s - E1€9 ... E
51\/2+52\/2+...+En\/§:281n(ZZMQk—lk>, TLZl

k=1

Zadanie 4. (1 pkt) Niech f : [0,1] — [0, 1] bedzie funkcja rosnaca. Roz-
strzygnij, czy musi istnie¢ x € [0, 1] o tej wlasnosci, ze f(z) = x.

Zadanie 5. o (2 pkt) Dla n > 1 przyjmujemy konwencje (7) =0dlai <01
1 > n. Udowodnij, ze dla n > 11 k € Z prawdziwe s3 tozsamosci

()-2065)
() =2 ())

a)



Analiza Matematyczna 1.1

Zadania domowe, seria 3, P. Nayar, 2011/12

Zadanie 1. (2 pkt) Niech n > 2. Wyznacz kresy zbioru

a a Ap— Qn,
An:{ L+ 2 4+ .+ L4 al,...,an>0}.

a1 +az ag+ag p-1+an  Gn + aq

Czy kresy naleza do zbioru A,,7

Zadanie 2. o (2 pkt) Oblicz
a) hmn_ﬂ)o(ﬁ—f—ﬁ—f——f—\/ﬁ), a>1

. 1k+2k+m+ k 1
b) hmn_mon(nk—ﬂn—k—ﬂ 5 k € N.

Zadanie 3. e (4 pkt) Zbadaj zbieznos¢ ciagu zadanego rekurencyjnie,

1 1
a; =1,a2 =1, py1 = — + .
an, Ap—1

Zadanie 4. (1 pkt) Niech ¢ > 0. Rozwazmy ciag
ap=1l,a1 =¢, apy1 = ap+ ap-1.

Zbadaj zbieznos¢ ciagu (“2),>o.

Zadanie 5. (1 pkt) Wyznacz kresy zbioru

1 1
B:{ + —= n,mzl,n,mEN}.



Analiza Matematyczna 1.1

Zadania domowe, seria 4, P. Nayar, 2011/12

Zadanie 1. (1 pkt) Niech k € N,k > 0. Definiujemy ciag rekurencyjnie

1
xk’

n

29 >0, Tpp =z, +

Zbadaj istnienie granicy

Zadanie 2. (2 pkt) Niech (a,)n>0 bedzie ciagiem liczb rzeczywistych spet-
niajacym

lim (ap+1 —a,) =0, lim (az, — 2a,) =0.
n—oo n—o0

Czy z tego wynika, ze lim, ., a, = 07
Zadanie 3. e (4 pkt) Oblicz granice

) B n
lim e™ —
n—oo k
k=0

n k
[

Zadanie 4. (1 pkt) Niech (a,)n>0 bedzie ograniczonym ciagiem liczb rze-
czywistych. Niech m = liminf, , a,, M = limsup,,_, . a,. Przypusémy, ze
istnieje ciag (e,)n>0 taki, ze

en >0, apy1 >a, —¢e,, €, ——0.

Udowodnij, ze kazda liczba z przedziatu [m, M| jest punktem skupienia ciagu
(an)n20~

Zadanie 5. o (2 pkt) Niech ¢ > 0. Zbadaj zbieznos¢ ciagu

alz\/E, a2:\/c+\/5, agz\/c+\/c+\/5,



Analiza Matematyczna 1.1

Zadania domowe, seria 5, P. Nayar, 2011/12

Zadanie 1. (1 pkt) Zbadaj istnienie granicy ciggu

a, = y/|cosn|, n>0.

Zadanie 2. (2 pkt) Niech a € (0,1] i niech (a,)n>0 bedzie ograniczonym
ciggiem liczb rzeczywistych speliajacym

an1 < aay, + (1 —a)a,—1, n>1.

Udowodnij, ze ciag (a,)n>0 jest zbiezny.

Zadanie 3. e (4 pkt) Definiujemy ciag

(n2+1)(n*+2)...(n*+n)

(n?2—=1)(n?>—=2)...(n>—n)’ n 2.

Ay =

a) Udowodnij, ze lim,, ., a, = e.

b) Udowodnij, ze lim,,_, n(a, — €) = e.

Zadanie 4. (I pkt) Niech ¢ > 0. Definiujemy ciag (a,),>o rekurencyjnie,
ag = ¢, apy1 = ™, n > 0. Zbadaj zbieznos¢ ciggu (a,).

Zadanie 5. (2 pkt) Rozwazmy ciag ap = 1, apy1 = sin(a,), n > 0.
Czy istnieje liczba o > 0, dla ktérej granica lim, ., n%a, jest dodatnia
i skoficzona?

Uwaga: Nie ma zadania pisemnego o.



Analiza Matematyczna 1.1

Zadania domowe, seria 6, P. Nayar, 2011/12
Zadanie 1. (I pkt) Niech (a,),>1 bedzie ciagiem dodatnim. Czy ze zbiez-
nosci szeregu y_ >~ n?a, wynika zbieznos¢ szeregu > 2 n'?ay?

Zadanie 2. o (2 pkt) Zbadaj zbieznos¢ szeregow

a) >, (=17, p>0,

Zadanie 3. e (/ pkt)

a) Czy dla kazdej bijekcji f : N — N szereg > °7 Gy Jest zbiezny?

nlnf

b) Czy dla kazdej bijekcji f : N — N szereg > - jest rozbiezny?

n= 1n+f( )

Zadanie 4. (1 pkt) Zbadaj zbieznos¢ szeregu y > (cosn)".

Zadanie 5. (2 pkt) Niech (a,),>1 bedzie dowolnym ciagiem.

a) Czy ze zbieznosci szeregu » - | a, wynika zbieznosé szeregu > - a2?

a, wynika zbiezno$é szeregu y > ad?

b) Czy ze zbieznosci szeregu > -

n=1



Analiza Matematyczna 1.1

Zadania domowe, seria 7, P. Nayar, 2011/12

Zadanie 1. (1 pkt) Udowodnij, ze liczba >°°  10™™ jest przestepna.

n=1

Zadanie 2. o (2 pkt) Zbadaj zbieznosé¢ szeregow
oo —1)" (2n
a) ZnZI (4_”) ( n ) )

b) 322, (—1)"(Inn)

Zadanie 3. e (4 pkt) Zbadaj zbieznos¢ szeregu

>, Lo

n=1

[n\f ]

Zadanie 4. (I pkt) Niech (a,),>0 bedzie malejacym ciagiem zbieznym do
0. Nlech Sp = > (—1)""a;. Udowodnij, ze szeregi Y o S2, > > anSy 1
>, a2 s jednoczesnie zbiezne lub jednoczesnie rozblezne

Zadanie 5. (2 pkt) Niech (an),>0 bedzie ciagiem liczb dodatnich. Udowod-
nij, ze nastepujace warunki sg réwnowazne

(W1) liminf, . na, > 0.

(W2) Dla kazdego nierosnacego ciagu (b,),>o jesli by > ai dla nieskonczenie
wielu k>0, to Y b, =
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Zadanie 1. (1 pkt) Udowodnij, ze kazda funkcje lipschitzowska f: R — R
mozna przedstawi¢ w postaci réznicy funkcji niemalejacych.

Zadanie 2. o (2 pkt) Zbadaj zbieznosé¢ (okresl, czy sa zbiezne do 0, do oo, do
granicy skonczonej dodatniej lub nie maja granicy) nastepujacych iloczynow
nieskonczonych

a) 2 ntg (),
b) [1°2, +/2011.

Zadanie 3. e (/ pkt) Niech aq,...,a, beda dowolnymi liczbami rzeczywi-
stymi. Udowodnij nier6wnosé

n

E a;g;l -

=1

2

EnE{fla‘i’l}

Zadanie 4. (1 pkt) Dla n > 1 udowodnij nier6wnosci

1 (=1 1
— < < —.
4(n+1) Z 2i+1 4n

=n

Zadanie 5. (2 pkt) Czy istnieje funkcja f : R — R, ktora ma wtasnos¢
Darboux, ale nie jest ciggta w zadnym punkcie?
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Zadanie 1. (I pkt) Dla jakich liczb a € R ciag ({na}),>1 jest gesty w od-
cinku [0, 1]7

Zadanie 2. (4 pkt) Niech 0 < 27 < 29 < ... < x, i niech \; > 0 spelniaja
warunek Y ", A; = 1. Udowodnij, ze

n n 2
. N
(3] (Sonr) < e

Zadanie 3. (3 pkt) Dla n > 1 niech a, = >} _, (Z)_l. Udowodnij, ze
ap = ”2—21@“_1 + 1, n > 2. Udowodnij, ze lim,,_,, a, = 2.
Zadanie 4. (5 pkt) Niech (a,,)n>1 bedzie ciagiem liczb dodatnich. Udowodnij

nierOwnos¢é

oo oo
E ”al-...-an<e§ Q.
n=1 n=1

Zadanie 5. (I pkt) Niech (ap)n>1 1 (bn)n>1 beda ciagami dodatnimi. Roz-
strzygnij, czy ze zbieznosci szeregow > - a, i Y -, b, wynika zbieznosé
szeregu » - max{ay, b, }?

Zadanie 6. (2 pkt) Dla a € (0, 1) zbadaj zbieznos$¢ szeregu

o0

1 1
Z a1+§+‘..+g'

n=1

Zadanie 7. (8 pkt) Niech "> | a, bedzie rozbieznym szeregiem o wyrazach
dodatnich i niech S, = >7" | a;. Udowodnij, ze szereg » 7 | ¢ jest rowniez
rozbiezny.

Zadanie 8. (/ pkt) Rozwazmy ciag zadany rekurencyjnie a, 1 = 4a,(1—ay).
Niech p € N,p > 1. Udowodnij, ze istnieje a; € [0, 1] takie, ze a1 = a i
a; #a; dlai=2,3,...,p. Innymi stowy, ciag (a,) ma okres p.

Zadanie 9. (3 pkt) Niech (a,),>1 bedzie ciagiem liczb dodatnich. Przy-

pusémy, ze
. Qn
lim nln =g.

Udowodnij, ze jesli g > 1, to szereg >~ a, jest zbiezny, a jesli g < 1, to
szereg ten jest rozbiezny.

Zadanie 10. (I pkt) Dla n > 1 udowodnij nieré6wnos¢
1 1

+ + —
n n+l n+2

T
5

2n
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Zadanie 1. (1 pkt) Podaé¢ przyktad funkcji f : R — R ktorej zbiorem punk-
tow nieciaglosci jest zbior liczb wymiernych.

Zadanie 2. (3 pkt) Udowodnij, ze zbior punktow ciaglodei funkeji f : R — R
jest zbiorem typu Gs.

Zadanie 3. (5 pkt) Wyznacz wszystkie funkcje ciagte spelniajace rownanie
funkcyjne

fle+y)+fly—z)=2f(2)f(y).

Zadanie 4. (/ pkt) Powiemy, ze funkcja f : R — R jest afinicznie parzysta
jesli istnieje a € R takie, ze f(a — z) = f(a + x) dla wszystkich z € R.
Rozstrzygnij, czy kazda funkcja ciagla jest suma dwdch afinicznie parzystych
funkcji ciagtych.

Zadanie 5. (2 pkt) Niech a; > as > ... > a, bedzie ciagiem liczb rzeczy-
wistych. Przyjmijmy a,,1 = a; i niech f: R — R bedzie funkcjg wypukta.
Udowodnij nier6wno$é

Z f(ak)akJrl > Z f(akJrl)CLk.
k=1 k=1

Zadanie 6. (3 pkt) Niech z1,x9,...,2, > —1 beda liczbami rzeczywistymi
spelniajacymi warunek Y | 2 = 0. Udowodnij, ze Y ; z; < 2.
Zadanie 7. (5 pkt) Udowodnij, ze dla x € (0,7) i n > 1 prawdziwa jest
nier6wnos¢ .

sin kz

A > 0.

k=1
Zadanie 8. (I pkt) Niech W : R — R bedzie wielomianem stopnia d > 1.
Zbadaj istnienie granicy
- W(lz])
1 .
srroo W (2)
Zadanie 9. (3 pkt) Oblicz sume szeregu

s . (2n+1)3
;<_1) (2n + 1) +4

Zadanie 10. (4 pkt) Niech f : (0,00) — R bedzie funkcja ciagla speiniajaca
warunek .

lim f (—) —0

n—00 n

dla kazdego = > 0. Udowodnij, ze lim,_,o+ f(z) = 0.
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Zadanie 1. (4 pkt) Udowodnij nier6wnos¢
tg(sinz) > sin(tgr), x € (0,7/2).

Zadanie 2. (4 pkt) Niech ay,...,a,,by,...,b, beda liczbami rzeczywistymi
dodatnimi. Rozstrzygnij, czy funkcja

f(z) = Z ay, cos(bgx)
k=1

musi mie¢ miejsce zerowe.

Zadanie 3. (2 pkt) Funkcja klasy C'([0,1]) spelnia nieréwnos¢ |f'(z)| <
Al f(z)| dla pewnej statej A > 0 oraz f(0) = 0. Czy z tego wynika, ze
f(x) = 0 dla wszystkich z € [0, 1]?

Zadanie 4. (2 pkt) Udowodnij nier6wnos¢

—x2/2
Y

cosz < e z € [0, 7.

Zadanie 5. (5 pkt) Niech f : R — R bedzie funkcja klasy C*°(R). Przy-
pusémy, ze dla kazdego = € R istnieje liczba naturalna n(x) o tej wlasnosci,
ze f("@)(x) = 0. Czy z tego wynika, ze f jest wielomianem?

Zadanie 6. (3 pkt) Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1 praw-
dziwa jest nier6wnosé

¢ < 1+1 n< ¢
e — — .
2n + 2 n 2n + 1

Zadanie 7. (3 pkt) Niech m,n beda dodatnimi liczbami naturalnymi i niech

F(m,n) = f:k" (mlﬂ)k

k=1

Udowodnij, ze f(m,n) jest liczba naturalna.

Zadanie 8. (3 pkt) Niech (a,),>1 bedzie ciagiem liczb rzeczywistych. Przy-
puéémy, ze dla kazdego ¢t € R istnieje granica lim, . e, Czy z tego
wynika, ze ciag a, jest zbiezny do granicy skonczonej?

Zadanie 9. (5 pkt) Udowodnij, 7ze ptaszczyzny nie da sie pokry¢ kotami
domknietymi o parami roztacznych wnetrzach.

Zadanie 10. (4 pkt) Dla € > 0 niech
S = U(k:—s,k+5).
keZ

Czy dla dowolnego ¢ > 0 prosta R mozna przedstawi¢ jako skoniczona sume
zbiorow postaci aS = {ax | x € S}, a € R?



