
Analiza Matematyczna I.1

Seria 1, P. Nayar, 2011/12

Zadanie 1. Niech ak > −1, (k = 1, . . . , n) b¦d¡ liczbami rzeczywistymi o
tym samym znaku. Udowodnij, »e prawdziwa jest nierówno±¢

(1 + a1)(1 + a2) · . . . · (1 + an) ≥ 1 + a1 + a2 + . . .+ an.

Czy zaªo»enie, »e liczby ak maj¡ ten sam znak i ak > −1 jest potrzebne?

Zadanie 2. (Nierówno±¢ Bernoulliego) Udowodnij, »e dla x > −1 i k ∈ Z
prawdziwa jest nierówno±¢

(1 + x)k ≥ 1 + kx.

Udowodnij równie», »e dla −1 < x < 1
n
i n ∈ N prawdziwe jest oszacowanie

(1 + x)n ≤ 1

1− nx
.

Zadanie 3. (Nierówno±¢ Schwarza) Udowodnij, »e dla dowolnych liczb rze-
czywistych a1, . . . , an, b1, . . . , bn prawdziwa jest nierówno±¢

∣∣∣ n∑
k=1

akbk

∣∣∣ ≤ ( n∑
k=1

a2k

) 1
2
(

n∑
k=1

b2k

) 1
2

.

Kiedy w tej nierówno±ci mamy równo±¢?

Zadanie 4. (Nierówno±¢ mi¦dzy ±rednimi) Niech a1, an, . . . , an b¦d¡ dodat-
nimi liczbami rzeczywistymi. Udowodnij nierówno±ci√

a21 + . . .+ a2n
n

≥ a1 + . . .+ an
n

≥ n
√
a1 · . . . · an ≥

n
1
a1

+ . . .+ 1
an

.

Zadanie 5. (Nierówno±¢ Czebyszewa) Udowodnij, »e je±li ci¡gi a1, a2, . . . an
i b1, b2, . . . , bn s¡ niemalej¡ce lub nierosn¡ce, to(

n∑
k=1

ak

)(
n∑
k=1

bk

)
≤ n

n∑
k=1

akbk .

Co mo»na powiedzie¢, je±li jeden z tych ci¡gów jest nierosn¡cy, a drugi nie-
malej¡cy?
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Zadanie 6. Ustalmy liczby dodatnie x1, x2, . . . , xk. Niech

an = xn1 + xn2 + . . .+ xnk .

a) Udowodnij, »e ci¡g (an)n≥0 jest log-wypukªy, tzn. a2i ≤ ai−1ai+1.

b) Udowodnij, »e je±li ci¡g (bn)n≥0 jest log-wypukªy i b0 = 1, to ci¡g
( n
√
bn)n≥0 jest rosn¡cy.

c) Udowodnij, »e ci¡g ( n
√

an
k
)n≥0 jest rosn¡cy, czyli

p

√
xp1 + xp2 + . . .+ xpk

k
≤ q

√
xq1 + xq2 + . . .+ xqk

k

dla 0 < p ≤ q, p, q ∈ N.

d) Udowodnij, »e dla 0 < α ≤ β prawdziwa jest nierówno±¢

β

√
xβ1 + xβ2 + . . .+ xβk ≤ α

√
xα1 + xα2 + . . .+ xαk .

Zadanie 7. Udowodnij, »e dla dowolnych liczb zespolonych z1, . . . , zn praw-
dziwa jest nierówno±¢

|z1 + . . .+ zn| ≤ |z1|+ . . .+ |zn|.
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Analiza Matematyczna I.1

Seria 2, P. Nayar, 2011/12

Zadanie 1. Niech x b¦dzie liczb¡ rzeczywist¡. De�niujemy ci¡g liczb
x1, x2, . . . rekurencyjnie wzorem

x0 = x, xn+1 =
1

xn − [xn]
gdy xn /∈ Z, n ≥ 0.

Je±li dla pewnego n ≥ 0 mamy xn ∈ Z, to rozwa»amy jedynie sko«czony ci¡g
x1, . . . , xn. Udowodnij, »e x jest liczb¡ wymiern¡ wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje n, dla którego xn ∈ Z.

Zadanie 2. Niech a0 b¦dzie dowoln¡ liczb¡ rzeczywist¡ i niech a1, a2, . . . , an
b¦d¡ liczbami rzeczywistymi dodatnimi. Niech

Rn = Rn[a0, . . . , an] = a0 +
1

a1 +
1

... + 1

an−1+
1
an

.

De�niujemy rekurencyjnie ci¡gi (pk)
n
k=0 i (qk)

n
k=0 wzorami

p0 = a0 q0 = 1
p1 = a0a1 + 1 q1 = a1
pk = pk−1ak + pk−2 qk = qk−1ak + qk−2, k = 2, . . . , n.

Udowodnij, »e

a) Rk[a0, . . . , ak] =
pk
qk
, k = 0, . . . , n,

b) pk−1qk − qk−1pk = (−1)k, k = 1, . . . , n,

c) Rk+1 −Rk =
(−1)k

qkqk+1
, k = 0, . . . , n− 1.

Wywnioskuj, »e je±li liczby pk i qk s¡ caªkowite, to s¡ wzgl¦dnie pierwsze.

Zadanie 3. Niech x b¦dzie liczb¡ niewymiern¡. De�niujemy ci¡g liczb
x0, x1, . . . rekurencyjnie wzorem

x0 = x, xn+1 =
1

xn − [xn]
, n ≥ 0.
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Niech ponadto an = [xn] dla n ≥ 0 i niech Rn = Rn[a0, . . . , an] =
pn
qn

(patrz

Zadanie 2). Udowodnij, »e

x−Rn =
(−1)n

(qnxn+1 + qn−1)qn
, n = 1, 2, . . .

oraz
|x−Rn+1| < |x−Rn|, n = 0, 1, . . . .

Wywnioskuj st¡d, »e

R0 < R2 < R4 < . . . x . . . < R5 < R3 < R1.

Zadanie 4. Niech x b¦dzie liczb¡ niewymiern¡ i niech liczby Rn = pn
qn

b¦d¡
zde�niowane tak, jak w Zadaniu 3. Przypu±¢my, »e liczby p, q ∈ Z, q ≥ 1
speªniaj¡ nierówno±¢ |x− p

q
| < |x− pn

qn
|. Udowodnij, »e q > qn.
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Analiza Matematyczna I.1

Seria 3, P. Nayar, 2011/12

Zadanie 1. Znajd¹ kresy zbiorów

A =

{
nm

2n2 +m2

∣∣ n,m 6= 0, n,m ∈ Z
}
,

B =

{
n2m

n2 +m2 + n4m

∣∣ n,m > 0, n,m ∈ N
}
,

C =
{

n
√
n
∣∣ n > 0, n ∈ N

}
,

D =
{

k
√
n− [ k

√
n]
∣∣ n > 0, n ∈ N

}
, k > 0, k ∈ N

Zadanie 2. Niech T1 b¦dzie zbiorem trójk¡tów o obwodzie 1 na pªaszczy¹nie

R2. Niech Rt, rt b¦d¡ odpowiednio promieniem okr¦gu opisanego na trójk¡cie

t i promieniem okr¦gu wpisanego w trójk¡t t. Wyznacz kresy zbiorów

A = {pole trójk¡ta t | t ∈ T1} ,
B = {rt | t ∈ T1} ,
C = {Rt | t ∈ T1} ,

Zadanie 3. Niech n > 1, n ∈ N. Wyznacz kresy zbioru

An =

{ ∑
1≤i<j≤n

aiaj
∣∣ n∑

i=1

ai = 1, ai ≥ 0, i = 1, . . . , n

}
.

Zadanie 4. Niech r > 0. Wyznacz kresy zbioru

An =

{ ∑
1≤i≤n

ari
∣∣ n∑

i=1

ai = 1, ai ≥ 0, i = 1, . . . , n

}
.

Zadanie 5. Wyznacz kresy zbioru

An =

{
a1
a2

+
a2
a3

+ . . .+
an−1

an
+

an
a1

∣∣ a1, . . . , an > 0

}
.



Analiza Matematyczna I.1

Seria 4, P. Nayar, 2011/12

Zadanie 1. Okre±lamy ci¡gi (an)n≥0 i (bn)n≥0 rekurencyjnie, a0 = a, b0 = b,
an+1 =

an+bn
2

, bn+1 =
√
anbn. Udowodnij, »e ci¡gi te s¡ zbie»ne do tej samej

granicy (nazywanej ±redni¡ arytmetyczno-geometryczn¡ liczb a, b).

Zadanie 2. Ci¡g liczb (an)n≥0 speªnia nierówno±¢ an+m ≤ an + am (takie
ci¡gi nazywamy ci¡gami podaddytywnymi). Udowodnij, »e istnieje granica
limn→∞

an
n
∈ [−∞, 0).

Zadanie 3. Udowodnij, »e dla n ≥ 2 prawdziwa jest nierówno±¢(
1 +

√
2

n− 1

)n

≥ n

i wywnioskuj, »e limn→∞
n
√
n = 1.

Zadanie 4. Niech (an)n≥0 b¦dzie ci¡giem liczb dodatnich. Udowodnij, »e
je±li limn→∞

an+1

an
= g, to równie» limn→∞ n

√
an = g. Czy ze zbie»no±ci ci¡gu

( n
√
an) wynika zbie»no±¢ ci¡gu (an+1

an
)?

Zadanie 5. Oblicz granice

a) limn→∞
n

√
nn

n!
,

b) limn→∞ n1− 1
k ( k
√
n+ 1− k

√
n), k ∈ N, k ≥ 1,

c) limn→∞
(

1
n2+1

+ 2
n2+2

+ . . .+ n
n2+n

)
,

d) limn→∞
1k+2k+...+nk

nk+1 , k ∈ N, k ≥ 0,

e) limn→∞
1+ 1

2
+ 1

3
+...+ 1

n

lnn
,

f) limn→∞ n
√
an1 + an2 + . . .+ ank = max{a1, a2, . . . , ak}, a1, . . . , ak > 0.
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Analiza Matematyczna I.1

Seria 5, P. Nayar, 2011/12

Zadanie 1. Niech (an)n≥0 b¦dzie ci¡giem liczb rzeczywistych zbie»nym do
1 i an 6= 1 dla n ≥ 0. Znajd¹ granic¦

lim
n→∞

an + a2n + . . .+ akn − k
an − 1

.

Zadanie 2. Niech (an)n≥0 b¦dzie ci¡giem liczb rzeczywistych o wyrazach
niezerowych i niech limn→∞ |an| = +∞. Udowodnij, »e

lim
n→∞

(
1 +

1

an

)an

= e.

Zadanie 3. De�niujemy ci¡gi (an)n≥1 i (bn)n≥1 wzorami

an =

(
1 +

1

n

)n

, bn =

(
1 +

1

n

)n+1

.

Udowodnij, »e ci¡g (an) jest rosn¡cy, a ci¡g (bn) malej¡cy. Wywnioskuj st¡d,
»e ci¡gi te s¡ zbie»ne do tej samej granicy (oznaczanej e).

Zadanie 4. Niech k ∈ N, k ≥ 2. Oblicz granic¦ ci¡gu

an =
1

n
+

1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ . . .+

1

kn
.

Zadanie 5. Zbadaj zbie»no±¢ ci¡gu

an = 1 +
1

2
+

1

3
+ . . .+

1

n
− lnn, n ≥ 1.

Zadanie 6. Niech f : [0, 1] → [0, 1] b¦dzie funkcj¡ niemalej¡c¡ i niech
a0 ∈ [0, 1]. De�niujemy ci¡g (an)n≥0 rekurencyjnie, an+1 = f(an). Udowod-
nij, »e ci¡g (an)n≥0 jest zbie»ny.

Zadanie 7. Niech (an)n≥1 b¦dzie ograniczonym ci¡giem liczb rzeczywistych.
Przypu±¢my, »e

an+1 − an > −
1

n2
.
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Udowodnij, »e ci¡g (an) jest zbie»ny.

Zadanie 8. Oblicz granic¦ ci¡gu

an =

(
1 +

1

n2

)(
1 +

2

n2

)
· . . . ·

(
1 +

n

n2

)
.

Zadanie 9. Oblicz granic¦ ci¡gu

an = n

(
1

n2
+

1

(n+ 1)2
+

1

(n+ 2)2
+ . . .+

1

(n+ n)2

)
.

Zadanie 10. Zbadaj zbie»no±¢ ci¡gu

an =
(2n)!!

(2n+ 1)!!
, n ≥ 1.

Zadanie 11. Zbadaj zbie»no±¢ ci¡gu

an = sin2(π
√
n2 + n).

Zadanie 12. Niech a > 0. Oblicz

lim
n→∞

n( n
√
a− 1).

Zadanie 13. Niech a, b > 0. Udowodnij, »e

lim
n→∞

(
n
√
a+ n
√
b

2

)n

=
√
ab.

Zadanie 14. Niech k ≥ 2. Oblicz

lim
n→∞

n

√(
nk

n

)
.
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Analiza Matematyczna I.1

Seria 6, P. Nayar, 2011/12

Zadanie 1. Zbadaj zbie»no±¢ szeregu

∞∑
i=1

(
1 +

1

n

)−n2

.

Zadanie 2. Zbadaj zbie»no±¢ szeregu

∞∑
n=1

n2 + n+ 1

3n3
√
n+ 2n2 + n+ 99

.

Zadanie 3. Zbadaj zbie»no±¢ szeregu

∞∑
n=1

(√
n2 + 1− 3

√
n3 + 1

)
.

Zadanie 4. Zbadaj zbie»no±¢ szeregu

∞∑
n=1

(
(2n)!!

(2n+ 1)!!

)p
w zale»no±ci o parametru p > 0.

Zadanie 5. Zbadaj zbie»no±¢ szeregu

∞∑
n=2

1

n(lnn)α

w zale»no±ci o parametru α ∈ R.

Zadanie 6. Dla a > 0 zadaj zbie»no±¢ szeregu

∞∑
n=1

| n
√
a− 1|.

Zadanie 7. Dla a > 0 zbadaj zbie»no±¢ szeregu

∞∑
n=1

n!

(a+ 1)(a+ 2) . . . (a+ n)
.
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Analiza Matematyczna I.1

Seria 7, P. Nayar, 2011/12

Zadanie 1. Udowodnij, »e dla a/(2π) /∈ Z prawdziwe s¡ wzory

n∑
k=1

cos(ka) =
sin
(
na
2

)
cos
(

(n+1)a
2

)
sin
(
a
2

) .

n∑
k=1

sin(ka) =
sin
(
na
2

)
sin
(

(n+1)a
2

)
sin
(
a
2

) ,

W szczególno±ci∣∣∣∣∣
n∑

k=1

sin(ka)

∣∣∣∣∣ ≤ 1

| sin
(
a
2

)
|
,

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

cos(ka)

∣∣∣∣∣ ≤ 1

| sin
(
a
2

)
|
.

Zadanie 2. Niech a ∈ R i n ∈ N. Udowodnij, »e∣∣∣∣∣
n∑

k=1

sin ka

k

∣∣∣∣∣ < 3
√
π.

Zadanie 3. Niech a ∈ R. Zbadaj zbie»no±¢ szeregu

∞∑
n=1

sin(na)

n
.

Zadanie 4. Zbadaj zbie»no±¢ szeregu

∞∑
n=1

(−1)n sin
2 n

n
.

Zadanie 5. Przypu±¢my, »e
∑∞

n=1 |bn − bn+1| < ∞, limn→∞ bn = 0 i sumy

cz¦±ciowe szeregu
∑∞

n=1 an s¡ ograniczone. Udowodnij, »e dla wszystkich

k ∈ N zbie»ny jest szereg
∑∞

n=1 anb
k
n.
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Analiza Matematyczna I.1

Seria 8, P. Nayar, 2011/12

Zadanie 1. Przypu±¢my, »e szereg
∑∞

n=1 an jest zbie»ny i ci¡g liczb dodat-
nich (bn)n≥1 jest niemalej¡cy, a ponadto limn→∞ bn = +∞. Udowodnij, »e
szereg

∞∑
k=1

ak
bk

jest zbie»ny i

bn

(
∞∑
k=n

ak
bk

)
−−−→
n→∞

0.

Zadanie 2. Niech (an)n≥1 b¦dzie ci¡giem zbie»nym. Przypu±¢my, »e liczby
(cn,k)n,k≥1 speªniaj¡ warunki

i)
∑∞

k=1 cn,k = 1,

ii)
∑∞

k=1 |cn,k| ≤ C,

iii) cn,k −−−→
n→∞

0,

gdzie C > 0 jest pewn¡ staª¡. Udowodnij, »e ci¡g

bn =
∞∑
k=1

cn,kak

jest zbie»ny i limn→∞ bn = limn→∞ an.

Zadanie 3. Przypu±¢my, »e szereg
∑∞

n=1 an jest zbie»ny i ci¡g liczb do-
datnich (bn)n≥1 jest niemalej¡cy, a ponadto limn→∞ bn = +∞. Udowodnij,
»e

1

bn

n∑
k=1

akbk −−−→
n→∞

0.

Zadanie 4. Zbadaj zbie»no±¢ szeregu

∞∑
k=1

(−1)[
√
k] 1

k
.
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Zadanie 5. Udowodnij, »e je±li szereg

∞∑
n=1

an
nx

jest zbie»ny dla pewnej liczby x0 ∈ R, to jest zbie»ny dla wszystkich x > x0.

Zadanie 6. Udowodnij, »e
∞∑
n=1

εn
n!

/∈ Q

dla dowolnego wyboru znaków εn ∈ {−1,+1}.

De�nicja. Iloczynem Cauchy'ego szeregów
∑∞

n=0 an i
∑∞

n=0 bn nazywamy
szereg

∑∞
n=0, gdzie cn =

∑n
i=0 aibn−i.

Zadanie 7. Znajd¹ iloczyn Cauchy'ego szeregu
∑∞

n=0 x
n z samym sob¡ dla

|x| < 1.

Zadanie 8. Zbadaj iloczyn Cauchy'ego szeregu
∑∞

n=1(−1)n−1
1√
n
przez sie-

bie.

Zadanie 9. Udowodnij, »e iloczyn Cauchy'ego szeregów o wyrazach dodat-
nich jest rozbie»ny je±li który± z tych szeregów jest rozbie»ny.

De�nicja. Niech (bn)n≥0 b¦dzie ci¡giem liczb ró»nych od 0. Powiemy, »e
iloczyn jest zbie»ny, je±li istnieje sko«czona i ró»na od 0 granica

lim
N→∞

N∏
i=0

bi.

Zadanie 10. Niech an ≥ 0 dla n ≥ 0. Udowodnij, »e iloczyn
∏∞

n=0(1 + an)
jest zbie»ny wtedy i tylko wtedy, gdy szereg

∑∞
n=0 an jest zbie»ny.

Zadanie 11. Oblicz iloczyn niesko«czony

∞∏
n=1

cos
( x

2n

)
.

Zadanie 12. Dla |x| < 1 oblicz iloczyn niesko«czony

∞∏
n=0

(
1 + x2n

)
.
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Zadanie 13. Zbadaj zbie»no±¢ iloczynu niesko«czonego

∞∏
n=1

cos

(
1

n

)
.

Zadanie 14. Zbadaj zbie»no±¢ iloczynu

∞∏
n=1

n
√
n.

Zadanie 15. Zbadaj zbie»no±¢ iloczynu

∞∏
n=1

n2√
n.
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Analiza Matematyczna I.1

Zadania domowe, seria 1, P. Nayar, 2011/12

Zadanie 1. (1 pkt) Niech n ≥ 3. W±ród n-k¡tów wpisanych w okr¡g o
promieniu 1 znajd¹ te o najwi¦kszym polu powierzchni.

Zadanie 2. • (4 pkt) Niech (an)n≥1 b¦dzie ci¡giem liczb rzeczywistych.
Rozstrzygnij, które z nast¦puj¡cych wªasno±ci s¡ równowa»ne.

(W1) Ci¡g (an)n≥1 jest ograniczony.

(W2) Dla wszystkich λ > 1 ci¡g (ab2λnc)n≥1 jest ograniczony.

(W3) Dla wszystkich λ > 1 ci¡g (abλ2nc)n≥1 jest ograniczony.

Zadanie 3. (2 pkt) Niech x1, . . . , xn b¦d¡ liczbami rzeczywistymi dodatnimi.
Zaªó»my, »e istniej¡ liczby rzeczywiste s, t o tej wªasno±ci, »e 0 < s ≤ √xi ≤
s+ t dla i = 1, . . . , n. Udowodnij, »e

−t2 +
n∑
i=1

pixi ≤

(
n∑
i=1

pi
xi

)−1
≤

n∑
i=1

pixi

dla dowolnych liczb dodatnich p1, . . . , pn, speªniaj¡cych warunek
∑n

i=1 pi = 1.

Zadanie 4. (1 pkt)

a) Udowodnij, »e dla dowolnej liczby niewymiernej α istnieje ci¡g liczb
caªkowitych (pn)n≥1 i ci¡g liczb caªkowitych dodatnich (qn)n≥1, dla któ-
rych ∣∣∣α− pn

qn

∣∣∣ < 1

nqn
≤ 1

q2n
.

b) Przypu±¢my, »e liczba α jest liczb¡ algebraiczn¡ stopnia d ≥ 2. Udo-
wodnij, »e istnieje staªa Cα > 0 o tej wªasno±ci, »e dla wszystkich
p, q ∈ Z, q > 0 mamy ∣∣∣α− p

q

∣∣∣ ≥ Cα
qd
.

Zadanie 5. ◦ (2 pkt) Niech Sm(k) = 1m + . . . + km dla liczb caªkowitych
m ≥ 0 i k ≥ 1. Udowodnij, »e

n∑
j=0

(
n+ 1

j

)
Sj(k) = (k + 1)n+1 − 1.

Wyznacz Si(k) dla i = 1, 2, 3, 4, 5.



Analiza Matematyczna I.1

Zadania domowe, seria 2, P. Nayar, 2011/12

Zadanie 1. • (4 pkt)

a) Udowodnij, »e dla n ≥ 1 liczba

cosn
(π
7

)
+ cosn

(3π
7

)
+ cosn

(5π
7

)
jest wymierna.

b) Udowodnij, »e dla n ≥ 2 liczba n
√
2 + n
√
3 jest niewymierna.

Zadanie 2. (2 pkt) Niech ABC b¦dzie trójk¡tem wpisanym w okr¡g o pro-
mieniu 1 i niech P b¦dzie punktem wewn¦trznym tego trójk¡ta. Udowodnij,
»e

|PA| · |PB| · |PC| < 32

27
.

Zadanie 3. (1 pkt) Niech ε1, ε2, . . . , εn ∈ {−1, 0, 1}. Udowodnij, »e

ε1

√
2 + ε2

√
2 + . . .+ εn

√
2 = 2 sin

(
π

4

n∑
k=1

ε1ε2 · . . . · εk
2k−1

)
, n ≥ 1.

Zadanie 4. (1 pkt) Niech f : [0, 1] → [0, 1] b¦dzie funkcj¡ rosn¡c¡. Roz-
strzygnij, czy musi istnie¢ x ∈ [0, 1] o tej wªasno±ci, »e f(x) = x.

Zadanie 5. ◦ (2 pkt) Dla n ≥ 1 przyjmujemy konwencj¦
(
n
i

)
= 0 dla i < 0 i

i > n. Udowodnij, »e dla n ≥ 1 i k ∈ Z prawdziwe s¡ to»samo±ci

a) (
2n

k

)
=
∑
j∈Z

(
n

j

)(
n

k − j

)
,

b) (
2n

n+ k

)
=
∑
j∈Z

2n−k−2j
(
n

j

)(
n− j
j + k

)
.
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Zadanie 1. (2 pkt) Niech n ≥ 2. Wyznacz kresy zbioru

An =

{
a1

a1 + a2
+

a2
a2 + a3

+ . . .+
an−1

an−1 + an
+

an
an + a1

∣∣ a1, . . . , an > 0

}
.

Czy kresy nale»¡ do zbioru An?

Zadanie 2. ◦ (2 pkt) Oblicz

a) limn→∞

(
1√

n2+1
+ 1√

n2+2
+ . . .+ 1√

n2+banc

)
, a > 1

b) limn→∞ n
(

1k+2k+...+nk

nk+1 − 1
k+1

)
, k ∈ N.

Zadanie 3. • (4 pkt) Zbadaj zbie»no±¢ ci¡gu zadanego rekurencyjnie,

a1 = 1, a2 = 1, an+1 =
1

an
+

1

an−1
.

Zadanie 4. (1 pkt) Niech c > 0. Rozwa»my ci¡g

a0 = 1, a1 = c, an+1 = an + an−1.

Zbadaj zbie»no±¢ ci¡gu (an+1

an
)n≥0.

Zadanie 5. (1 pkt) Wyznacz kresy zbioru

B =

{
1

n
√
m

+
1

m
√
n

∣∣∣ n,m ≥ 1, n,m ∈ N
}
.
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Zadanie 1. (1 pkt) Niech k ∈ N, k ≥ 0. De�niujemy ci¡g rekurencyjnie

x0 > 0, xn+1 = xn +
1

xk
n

.

Zbadaj istnienie granicy

lim
n→∞

xn

k+1
√
n
.

Zadanie 2. (2 pkt) Niech (an)n≥0 b¦dzie ci¡giem liczb rzeczywistych speª-
niaj¡cym

lim
n→∞

(an+1 − an) = 0, lim
n→∞

(a2n − 2an) = 0.

Czy z tego wynika, »e limn→∞ an = 0?

Zadanie 3. • (4 pkt) Oblicz granic¦

lim
n→∞

e−n
n∑

k=0

nk

k!
.

Zadanie 4. (1 pkt) Niech (an)n≥0 b¦dzie ograniczonym ci¡giem liczb rze-
czywistych. Niech m = lim infn→∞ an, M = lim supn→∞ an. Przypu±¢my, »e
istnieje ci¡g (εn)n≥0 taki, »e

εn > 0, an+1 > an − εn, εn −−−→
n→∞

0.

Udowodnij, »e ka»da liczba z przedziaªu [m,M ] jest punktem skupienia ci¡gu
(an)n≥0.

Zadanie 5. ◦ (2 pkt) Niech c ≥ 0. Zbadaj zbie»no±¢ ci¡gu

a1 =
√
c, a2 =

√
c+
√
c, a3 =

√
c+

√
c+
√
c, . . . .
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Zadanie 1. (1 pkt) Zbadaj istnienie granicy ci¡gu

an = n
√
| cosn|, n > 0.

Zadanie 2. (2 pkt) Niech α ∈ (0, 1] i niech (an)n≥0 b¦dzie ograniczonym
ci¡giem liczb rzeczywistych speªniaj¡cym

an+1 ≤ αan + (1− α)an−1, n ≥ 1.

Udowodnij, »e ci¡g (an)n≥0 jest zbie»ny.

Zadanie 3. • (4 pkt) De�niujemy ci¡g

an =
(n2 + 1)(n2 + 2) . . . (n2 + n)

(n2 − 1)(n2 − 2) . . . (n2 − n)
, n ≥ 2.

a) Udowodnij, »e limn→∞ an = e.

b) Udowodnij, »e limn→∞ n(an − e) = e.

Zadanie 4. (1 pkt) Niech c > 0. De�niujemy ci¡g (an)n≥0 rekurencyjnie,
a0 = c, an+1 = can , n ≥ 0. Zbadaj zbie»no±¢ ci¡gu (an).

Zadanie 5. (2 pkt) Rozwa»my ci¡g a0 = 1, an+1 = sin(an), n ≥ 0.
Czy istnieje liczba α > 0, dla której granica limn→∞ n

αan jest dodatnia
i sko«czona?

Uwaga: Nie ma zadania pisemnego ◦.
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Zadanie 1. (1 pkt) Niech (an)n≥1 b¦dzie ci¡giem dodatnim. Czy ze zbie»-
no±ci szeregu

∑∞
n=1 n

2an wynika zbie»no±¢ szeregu
∑∞

n=1 n
12a4n?

Zadanie 2. ◦ (2 pkt) Zbadaj zbie»no±¢ szeregów

a)
∑∞

n=1(
n
√
n− 1)p, p > 0,

b)
∑∞

n=1

(1+ 1
n)

n3

en2 .

Zadanie 3. • (4 pkt)

a) Czy dla ka»dej bijekcji f : N→ N szereg
∑∞

n=1
1

nf(n)
jest zbie»ny?

b) Czy dla ka»dej bijekcji f : N→ N szereg
∑∞

n=1
1

n+f(n)
jest rozbie»ny?

Zadanie 4. (1 pkt) Zbadaj zbie»no±¢ szeregu
∑∞

n=1(cosn)
n.

Zadanie 5. (2 pkt) Niech (an)n≥1 b¦dzie dowolnym ci¡giem.

a) Czy ze zbie»no±ci szeregu
∑∞

n=1 an wynika zbie»no±¢ szeregu
∑∞

n=1 a
2
n?

b) Czy ze zbie»no±ci szeregu
∑∞

n=1 an wynika zbie»no±¢ szeregu
∑∞

n=1 a
3
n?
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Zadanie 1. (1 pkt) Udowodnij, »e liczba
∑∞

n=1 10
−n! jest przest¦pna.

Zadanie 2. ◦ (2 pkt) Zbadaj zbie»no±¢ szeregów

a)
∑∞

n=1
(−1)n
4n

(
2n
n

)
,

b)
∑∞

n=1(−1)n(lnn)
(n+1)n

nn+1 .

Zadanie 3. • (4 pkt) Zbadaj zbie»no±¢ szeregu

∞∑
n=1

(−1)[n
√
2]

n
.

Zadanie 4. (1 pkt) Niech (an)n≥0 b¦dzie malej¡cym ci¡giem zbie»nym do
0. Niech Sn =

∑∞
i=n(−1)i−nai. Udowodnij, »e szeregi

∑∞
n=0 S

2
n,
∑∞

n=0 anSn i∑∞
n=0 a

2
n s¡ jednocze±nie zbie»ne lub jednocze±nie rozbie»ne.

Zadanie 5. (2 pkt) Niech (an)n≥0 b¦dzie ci¡giem liczb dodatnich. Udowod-
nij, »e nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne

(W1) lim infn→∞ nan > 0.

(W2) Dla ka»dego nierosn¡cego ci¡gu (bn)n≥0 je±li bk ≥ ak dla niesko«czenie
wielu k ≥ 0, to

∑∞
n=0 bn =∞.
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Zadanie 1. (1 pkt) Udowodnij, »e ka»d¡ funkcj¦ lipschitzowsk¡ f : R → R
mo»na przedstawi¢ w postaci ró»nicy funkcji niemalej¡cych.

Zadanie 2. ◦ (2 pkt) Zbadaj zbie»no±¢ (okre±l, czy s¡ zbie»ne do 0, do∞, do
granicy sko«czonej dodatniej lub nie maj¡ granicy) nast¦puj¡cych iloczynów
niesko«czonych

a)
∏∞

n=1 ntg
(
1
n

)
,

b)
∏∞

n=1
n
√
2011.

Zadanie 3. • (4 pkt) Niech a1, . . . , an b¦d¡ dowolnymi liczbami rzeczywi-
stymi. Udowodnij nierówno±¢√√√√ n∑

i=1

a2i ≤
√
2

2n

∑
ε1,...,εn∈{−1,+1}

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

aiεi

∣∣∣∣∣ .

Zadanie 4. (1 pkt) Dla n ≥ 1 udowodnij nierówno±ci

1

4(n+ 1)
<
∞∑
i=n

(−1)i−n

2i+ 1
<

1

4n
.

Zadanie 5. (2 pkt) Czy istnieje funkcja f : R → R, która ma wªasno±¢
Darboux, ale nie jest ci¡gªa w »adnym punkcie?
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Zadanie 1. (1 pkt) Dla jakich liczb α ∈ R ci¡g ({nα})n≥1 jest g¦sty w od-
cinku [0, 1]?

Zadanie 2. (4 pkt) Niech 0 < x1 < x2 < . . . < xn i niech λi ≥ 0 speªniaj¡
warunek

∑n
i=1 λi = 1. Udowodnij, »e(

n∑
i=1

λixi

)(
n∑

i=1

λix
−1
i

)
≤ (x1 + xn)

2

4x1xn
.

Zadanie 3. (3 pkt) Dla n ≥ 1 niech an =
∑n

k=0

(
n
k

)−1
. Udowodnij, »e

an = n+1
2n
an−1 + 1, n ≥ 2. Udowodnij, »e limn→∞ an = 2.

Zadanie 4. (5 pkt) Niech (an)n≥1 b¦dzie ci¡giem liczb dodatnich. Udowodnij
nierówno±¢

∞∑
n=1

n
√
a1 · . . . · an < e

∞∑
n=1

an.

Zadanie 5. (1 pkt) Niech (an)n≥1 i (bn)n≥1 b¦d¡ ci¡gami dodatnimi. Roz-
strzygnij, czy ze zbie»no±ci szeregów

∑∞
n=1 an i

∑∞
n=1 bn wynika zbie»no±¢

szeregu
∑∞

n=1max{an, bn}?

Zadanie 6. (2 pkt) Dla a ∈ (0, 1) zbadaj zbie»no±¢ szeregu

∞∑
n=1

a1+
1
2
+...+ 1

n .

Zadanie 7. (3 pkt) Niech
∑∞

n=1 an b¦dzie rozbie»nym szeregiem o wyrazach
dodatnich i niech Sn =

∑n
i=1 ai. Udowodnij, »e szereg

∑∞
n=1

an
Sn

jest równie»
rozbie»ny.

Zadanie 8. (4 pkt) Rozwa»my ci¡g zadany rekurencyjnie an+1 = 4an(1−an).
Niech p ∈ N, p ≥ 1. Udowodnij, »e istnieje a1 ∈ [0, 1] takie, »e ap+1 = a1 i
ai 6= a1 dla i = 2, 3, . . . , p. Innymi sªowy, ci¡g (an) ma okres p.

Zadanie 9. (3 pkt) Niech (an)n≥1 b¦dzie ci¡giem liczb dodatnich. Przy-
pu±¢my, »e

lim
n→∞

n ln

(
an
an+1

)
= g.

Udowodnij, »e je±li g > 1, to szereg
∑∞

n=1 an jest zbie»ny, a je±li g < 1, to
szereg ten jest rozbie»ny.

Zadanie 10. (1 pkt) Dla n ≥ 1 udowodnij nierówno±¢

1

n
+

1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ . . .+

1

2n
>

2

3
.
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Zadanie 1. (1 pkt) Poda¢ przykªad funkcji f : R→ R której zbiorem punk-
tów nieci¡gªo±ci jest zbiór liczb wymiernych.

Zadanie 2. (3 pkt) Udowodnij, »e zbiór punktów ci¡gªo±ci funkcji f : R→ R
jest zbiorem typu Gδ.

Zadanie 3. (5 pkt) Wyznacz wszystkie funkcje ci¡gªe speªniaj¡ce równanie
funkcyjne

f(x+ y) + f(y − x) = 2f(x)f(y).

Zadanie 4. (4 pkt) Powiemy, »e funkcja f : R → R jest a�nicznie parzysta
je±li istnieje a ∈ R takie, »e f(a − x) = f(a + x) dla wszystkich x ∈ R.
Rozstrzygnij, czy ka»da funkcja ci¡gªa jest sum¡ dwóch a�nicznie parzystych
funkcji ci¡gªych.

Zadanie 5. (2 pkt) Niech a1 ≥ a2 ≥ . . . ≥ an b¦dzie ci¡giem liczb rzeczy-
wistych. Przyjmijmy an+1 = a1 i niech f : R → R b¦dzie funkcj¡ wypukª¡.
Udowodnij nierówno±¢

n∑
k=1

f(ak)ak+1 ≥
n∑
k=1

f(ak+1)ak.

Zadanie 6. (3 pkt) Niech x1, x2, . . . , xn ≥ −1 b¦d¡ liczbami rzeczywistymi
speªniaj¡cymi warunek

∑n
i=1 x

3
i = 0. Udowodnij, »e

∑n
i=1 xi ≤

n
3
.

Zadanie 7. (5 pkt) Udowodnij, »e dla x ∈ (0, π) i n ≥ 1 prawdziwa jest
nierówno±¢

n∑
k=1

sin kx

k
> 0.

Zadanie 8. (1 pkt) Niech W : R → R b¦dzie wielomianem stopnia d ≥ 1.
Zbadaj istnienie granicy

lim
x→+∞

W (bxc)
W (x)

.

Zadanie 9. (3 pkt) Oblicz sum¦ szeregu

∞∑
n=0

(−1)n (2n+ 1)3

(2n+ 1)4 + 4
.

Zadanie 10. (4 pkt) Niech f : (0,∞)→ R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡ speªniaj¡c¡
warunek

lim
n→∞

f
(x
n

)
= 0

dla ka»dego x > 0. Udowodnij, »e limx→0+ f(x) = 0.



Analiza Matematyczna I.1

Mecz 3, P. Nayar, 2011/12

Zadanie 1. (4 pkt) Udowodnij nierówno±¢

tg(sinx) > sin(tgx), x ∈ (0, π/2).

Zadanie 2. (4 pkt) Niech a1, . . . , an, b1, . . . , bn b¦d¡ liczbami rzeczywistymi
dodatnimi. Rozstrzygnij, czy funkcja

f(x) =
n∑

k=1

ak cos(bkx)

musi mie¢ miejsce zerowe.

Zadanie 3. (2 pkt) Funkcja klasy C1([0, 1]) speªnia nierówno±¢ |f ′(x)| ≤
λ|f(x)| dla pewnej staªej λ > 0 oraz f(0) = 0. Czy z tego wynika, »e
f(x) = 0 dla wszystkich x ∈ [0, 1]?

Zadanie 4. (2 pkt) Udowodnij nierówno±¢

cosx ≤ e−x
2/2, x ∈ [0, π].

Zadanie 5. (5 pkt) Niech f : R → R b¦dzie funkcj¡ klasy C∞(R). Przy-
pu±¢my, »e dla ka»dego x ∈ R istnieje liczba naturalna n(x) o tej wªasno±ci,
»e f (n(x))(x) = 0. Czy z tego wynika, »e f jest wielomianem?

Zadanie 6. (3 pkt) Udowodnij, »e dla ka»dej liczby naturalnej n ≥ 1 praw-
dziwa jest nierówno±¢

e

2n+ 2
< e−

(
1 +

1

n

)n

<
e

2n+ 1
.

Zadanie 7. (3 pkt) Niech m,n b¦d¡ dodatnimi liczbami naturalnymi i niech

f(m,n) =
∞∑
k=1

kn
(

m

m+ 1

)k

.

Udowodnij, »e f(m,n) jest liczb¡ naturaln¡.

Zadanie 8. (3 pkt) Niech (an)n≥1 b¦dzie ci¡giem liczb rzeczywistych. Przy-
pu±¢my, »e dla ka»dego t ∈ R istnieje granica limn→∞ e

itan . Czy z tego
wynika, »e ci¡g an jest zbie»ny do granicy sko«czonej?

Zadanie 9. (5 pkt) Udowodnij, »e pªaszczyzny nie da si¦ pokry¢ koªami
domkni¦tymi o parami rozª¡cznych wn¦trzach.

Zadanie 10. (4 pkt) Dla ε > 0 niech

S =
⋃
k∈Z

(k − ε, k + ε).

Czy dla dowolnego ε > 0 prost¡ R mo»na przedstawi¢ jako sko«czon¡ sum¦
zbiorów postaci aS = {ax | x ∈ S}, a ∈ R?


