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Zadanie 1. Niech f, g : (0, 1) → R b¦d¡ jednostajne ci¡gªe. Czy fg te» jest jedno-

stajnie ci¡gªa? Co si¦ stanie, je±li zbiór (0, 1) zast¡pimy zbiorem (0,∞)?

Zadanie 2. Funkcj¦ f : R → R nazywamy podaddytywn¡, je±li dla wszystkich

x, y ∈ R speªniona jest nierówno±¢ f(x+y) ≤ f(x)+f(y). Czy funkcja podaddytywna

musi by¢ wypukªa? Czy musi by¢ wkl¦sªa? Czy musi by¢ ci¡gªa? Czy funkcja

wkl¦sªa musi by¢ podaddytywna? Czy funkcja podaddytywna ci¡gªa w 0 musi by¢

jednostajnie ci¡gªa?

Zadanie 3. Czy funkcja wkl¦sªa f : [0,∞) → [0,∞) speªniaj¡ca warunek f(0) = 0
musi by¢ podaddytywna?

Zadanie 4. Niech f : R→ R b¦dzie dowoln¡ funkcj¡. Udowodnij, »e zbiór punktów

nieci¡gªo±ci funkcji f jest zbiorem typu Fσ. Niech A b¦dzie dowolnym zbiorem typu

Fσ. Udowodnij, »e istnieje funkcja f : R→ R, której zbiór punktów nieci¡gªo±ci jest

równy A.

Zadanie 5. Niech (Un)n≥1 b¦dzie ci¡giem otwartych i g¦stych podzbiorów R. Udo-

wodnij, »e zbiór
⋂∞
n=1 Un jest g¦sty w R.

Zadanie 6. Niech f : (0,∞) → R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡. Zaªó»my, »e dla ka»dego

a > 0 mamy limn→∞ f
(
a
n

)
= 0. Czy z tego wynika, »e limx→0+ f(x) = 0?

Zadanie 7. Niech F b¦dzie dowoln¡ rodzin¡ funkcji ci¡gªych na R. Przypu±¢my,

»e dla ka»dego x ∈ R istnieje staªa Mx taka, »e |f(x)| ≤ Mx dla wszystkich f ∈ F .
Udowodnij, »e istnieje przedziaª I ⊂ R i staªa M taka, »e |f(x)| ≤M dla wszystkich

x ∈ I.



Analiza Matematyczna I.2?

�wiczenia, seria 2, P. Nayar, 2012/13

Zadanie 1. Niech f : [0, 1] → [0, 1] b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡ ró»niczkowaln¡ na (0, 1).
Przypu±¢my, »e |f ′(x)| 6= 1 dla wszystkich x ∈ [0, 1]. Udowodnij, istniej¡ jednoznacz-

nie wyznaczone punkty a, b ∈ [0, 1] takie, »e f(a) = a i f(b) = 1− b.

Zadanie 2. Niech p ≥ 1. Udowodnij, »e dla x, y > 0 prawdziwa jest nierówno±¢

|yp − xp| ≤ pmax{x, y}p−1|x− y|.

Zadanie 3. Niech f : [0, 1] → R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡ ró»niczkowaln¡ na (0, 1).
Przypu±¢my, »e f(0) = f(1) = 0 oraz istnieje punkt a ∈ (0, 1) taki, »e f(a) =

√
3.

Udowodnij, »e istniej¡ proste l1, l2, styczne do wykresu funkcji f , które wraz z osi¡

OX tworz¡ trójk¡t równoboczny.

Zadanie 4. Udowodnij, »e dla x ≥ 0 prawdziwa jest nierówno±¢ ex ≥ xe.

Zadanie 5. Niech f, g : [0, 1] → R b¦d¡ funkcjami ci¡gªymi, ró»niczkowalnymi na

(0, 1). Zaªó»my, »e f(0) = f(1) = 0. Udowodnij, »e równanie

g′(x)f(x) + f ′(x) = 0

ma rozwi¡zanie w przedziale (0, 1).

Zadanie 6. Czy funkcja

f(x) =

{
x3/2 sin(1/x) x > 0
0 x ≤ 0

jest funkcja ró»niczkowalna na R? Czy speªnia ona warunek Lipschitza na [−1, 1]?

Zadanie 7. Niech f : [0, 1] → R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡, ró»niczkowaln¡ na (0, 1).
Zaªó»my, »e |f ′(x)| ≤ λ|f(x)| dla pewnej staªej λ > 0 i wszystkich x ∈ [0, 1]. Przy-

pu±¢my, »e f(0) = 0. Czy z tego wynika, »e f ≡ 0?

Zadanie 8. Niech f : R → R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡. Przypu±¢my, »e dla pewnego

x0 ∈ R istnieje granica

lim
Q3h→0

f(x0 + h)− f(x0)
h

.

Czy f jest ró»niczkowalna w punkcie x0?

Zadanie 9. Niech f : R → R b¦dzie funkcj¡ ró»niczkowaln¡ i niech f ′(0) = 1. Czy

musi istnie¢ ε > 0 taki, »e f jest rosn¡ca na predziale (−ε, ε)?

Zadanie 10. Przypu±¢my, »e f : [a, b]→ R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡ ró»niczkowaln¡ na

(a, b) i niech b− a ≥ π. Udowodnij, »e istnieje x0 takie, »e f ′(x0) < 1 + f 2(x0).

Zadanie 11. Niech f, g, h : [a, b] → R b¦d¡ funkcjami ci¡gªymi, ró»niczkowalnymi

na (a, b). Niech

F (x) = det

 f(x) g(x) h(x)
f(a) g(a) h(a)
f(b) g(b) h(b)


Udowodnij, »e istnieje x0 ∈ (a, b) takie, »e F ′(x0) = 0. Wywnioskuj st¡d twierdzenia

Lagrange'a i Cauchy'ego o warto±ci ±redniej.
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Zadanie 1. Niech f : R → R b¦dzie funkcj¡ ró»niczkowaln¡. Niech a < b < c.
Udowodnij, »e istniej¡ x1 < x2 takie, »e

f(b)− f(a)
b− a

= f ′(x1),
f(c)− f(a)

c− a
= f ′(x2).

Zadanie 2. Niech f : (1,∞)→ R b¦dzie zadana wzorem f(x) =
√
x2 − 1. Udowod-

nij, »e (−1)nf (n)(x) < 0 dla n ≥ 1 oraz wszystkich x > 1.

Zadanie 3. Niech f : R → R b¦dzie funkcj¡ dwukrotnie ró»niczkowaln¡ w punkcie

x0 ∈ R. Udowodnij, »e

lim
h→0

f(x0 + h)− 2f(x0) + f(x0 − h)
h2

= f ′′(x0).

Zadanie 4. Udowodnij, »e dla n ≥ 1 prawdziwe s¡ równo±ci

n∑
k=0

(
n

k

)
(−1)kkl =

{
0 l = 0, 1, . . . , n− 1
n! l = n

.

Zadanie 5. Wyznacz liczb¦ rozwi¡za« równania

2013ex = 1 + x+
x2

2!
+ . . .+

x2012

2012!
.

Zadanie 6. Niech f : R → R b¦dzie fukcj¡ dwukrotnie ró»niczkowaln¡. Dla i =
0, 1, 2 okre±lamy Mi = supx∈R |f (i)(x)|, przy czym f 0 = f . Udowodnij nierówno±¢

M2
1 ≤ 2M0M2.

Zadanie 7. Wyznacz granic¦ limx→0

(
sinx
x

)1/x2

.

Zadanie 8. Niech f : R → R b¦dzie funkcj¡ dwukrotnie ró»niczkowaln¡ i niech

a < b. Zaªó»my, »e f ′(a) = f ′(b) = 0. Udowodnij, »e istnieje punkt c ∈ (a, b) taki, »e

|f ′′(c)| ≥ 4 · f(b)− f(a)
(b− a)2

.

Zadanie 9. Udowodnij nierówno±ci

ln(1 + x) ≤ x√
1 + x

, x ≥ 0, sinx ≥ 2

π
x+

x

π3
(π2 − 4x2), x ∈ [0, π/2].

Zadanie 10. Niech f : R→ R b¦dzie funkcj¡ dwukrotnie ró»niczkowaln¡. Zaªó»my,

»e |f ′′(x)| ≤ 1 dla wszystkich x ∈ R. Udowodnij, »e je±li limx→∞ f(x) = 0, to równie»

limx→∞ f ′(x) = 0.

Zadanie 11. Udowodnij nierówno±¢
(
sinx
x

)2
+ tgx

x
> 2 dla x ∈ (0, π/2).
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Zadanie 1. Udowodnij równo±¢

ln(1 + x) =
∞∑
n=1

(−1)n+1

n
xn, |x| < 1.

Zadanie 2. Niech p ≥ 0. Zbadaj przebieg zmienno±ci funkcji f(x) = xpe−x.

Zadanie 3. Niech p ∈ (0, 1). Zbadaj przebieg zmienno±ci funkcji f(x) = xp(1−x)1−p.

Zadanie 4. Zbadaj zbie»no±¢ jednostajn¡ ci¡gu (fn)n≥0, gdzie fn(x) = xn(1−x), x ∈
[0, 1]. Zbadaj równie» zbie»no±¢ jednostajn¡ ci¡gu (gn)n≥0, gdzie gn(x) = nxn(1−x),
x ∈ [0, 1].

Zadanie 5. Niech n ≥ 1. Zbadaj przebieg zmienno±ci funkcji fn : R → R zadanej
wzorem

fn(x) = e−x
(
1 + x+

x2

2!
+ . . .+

xn

n!

)
.

Czy ci¡g (fn)n≥1 jest zbie»ny jednostajnie na R. Czy jest on zbie»ny jednostajnie na
[−1, 1]?

Zadanie 6. Zbadaj zbie»no±¢ jednostajn¡ na R ci¡gu funkcyjnego (fn)n≥1, gdzie
fn(x) =

2n
√
1 + x2n.

Zadanie 7. Zbadaj zbie»no±¢ jednostajn¡ na R ci¡gu funkcyjnego (fn)n≥1, gdzie
fn(x) =

√
n sinn x cosx.

Zadanie 8. Niech Pn : R → R b¦d¡ wielomianami dla n ≥ 1. Przypu±¢my, »e
ci¡g (Pn)n≥1 jest zbie»ny jednostajnie do fukcji P : R → R. Udowodnij, »e P jest
wielomianem.

Zadanie 9. Rozwa»my ci¡g wielomianów (Pn)n≥1 ustalonego stopnia k ≥ 0. Niech

Pn(x) = an,kx
k + an,k−1x

k−1 + . . .+ an,1x+ an,0.

Udowodnij, »e nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne,

(a) ci¡g (Pn)n≥1 jest jednostajnie zbie»ny na ka»dym zbiorze zwartym K ⊂ R,

(b) istniej¡ liczby rzeczywiste x0, x1, . . . , xk takie, »e ci¡gi (Pn(xl))n≥1 s¡ zbie»ne
dla l = 0, 1, . . . , k,

(c) ci¡gi (an,l)n≥1 s¡ zbie»ne dla l = 0, 1, . . . , k.

Zadanie 10. Niech f : [0, 1]→ R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡. De�niujemy ci¡g wielomia-
nów (P f

n )n≥1 wzorami

P f
n (x) =

n∑
k=0

(
n

k

)
f

(
k

n

)
xk(1− x)n−k.

Udowodnij, »e ci¡g (P f
n )n≥1 jest jednostajnie zbie»ny do f .
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Zadanie 1. Udowodnij nierówno±¢ ex ≤ x+ ex
2
dla x ∈ R.

Zadanie 2. Niech p, q ≥ 0, p+ q = 1. Udowodnij nierówno±¢

peqx + qe−px ≤ e
1
8
x2

.

Zadanie 3. Niech Sn b¦dzie liczb¡ sukcesów w schemacie Bernoulliego z prawdopo-

dobie«stwem sukcesu p. Udowodnij nierówno±¢

P
(∣∣∣∣Sn

n
− p
∣∣∣∣ > ε

)
≤ 2e−2nε

2

.

Zadanie 4. Niech ε ∈ (0, π). Zbadaj zbie»no±¢ jednostajn¡ na [ε, 2π − ε] oraz na

[0, 2π] szeregu
∞∑
n=1

sinnx

n
.

Zadanie 5. Niech a1, . . . , an i b1, . . . , bn b¦d¡ liczbami rzeczywistymi i niech p, q ≥ 1
speªniaj¡ 1

p
+ 1

q
= 1. Udowodnij nierówno±¢∣∣∣∣∣

n∑
i=1

aibi

∣∣∣∣∣ ≤
(

n∑
i=1

|ai|p
)1/p( n∑

i=1

|bi|q
)1/q

oraz (
n∑

i=1

|ai + bi|p
)1/p

≤

(
n∑

i=1

|ai|p
)1/p

+

(
n∑

i=1

|bi|p
)1/p

.

Zadanie 6. Oblicz granic¦

lim
x→∞

∞∑
n=1

x2

1 + n2x2
.
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Zadanie 1. Podaj przykªad funkcji f : R → [0,∞) klasy C∞ takiej, »e f(0) = 0
oraz dla wszystkich α ∈ (0, 1) mamy

lim
x→0

f ′(x)

f(x)α
= 0.

Zadanie 2. Udowodnij równo±ci

∞∑
n=1

(−1)n+1

n
= lim

x→1−

∞∑
n=1

(−1)n+1

n
xn = ln 2.

Zadanie 3. Niech fn : A → R dla n ≥ 1. Zaªó»my, »e ci¡g (fn)n≥1 jest zbie»ny

jednostajnie do funkcji f i dla n ≥ n0 istniej¡ granice limx→x0 fn(x). Wyka», »e

lim
n→∞

lim
x→x0

fn(x) = lim
x→x0

f(x),

przy zaªo»eniu, »e jedna z granic w powy»szym wzorze istnieje.

Zadanie 4. Zaªó»my, »e szereg
∑∞

n=0 an jest zbie»ny. Czy szereg
∑∞

n=0 anx
n musi

by¢ zbie»ny jednostajnie na [0, 1]? Udowodnij, »e

lim
x→1−

∞∑
n=0

anx
n =

∞∑
n=0

an.

Zadanie 5. Niech fn : A → R b¦d¡ funkcjami ci¡gªymi. Przypu±¢my, »e szereg∑∞
n=0 fn(x) jest zbie»ny jednostajnie na zbiorze A. Niech x0 ∈ A b¦dzie punktem

skupienia zbioru A. Udowodnij równo±¢

lim
x→x0

∞∑
n=0

fn(x) =
∞∑
n=0

fn(x0).

Zadanie 6. Niech fn ∈ C([0, 1]). Zaªó»my, »e szereg
∑∞

n=0 fn jest zbie»ny jedno-

stajnie na [0, 1). Czy szereg
∑∞

n=0 fn(1) musi by¢ zbie»ny?

Zadanie 7. Udowodnij, »e szereg
∑∞

n=1
1

n2+x2
zadaje funkcj¦ klasy C∞(R).

Zadanie 8. Przypu±¢my, »e szereg
∑∞

n=1
1
|an| jest zbie»ny. Czy funkcja

f(x) =
∞∑
n=1

1

x− an

jest gªadka na zbiorze R\{a1, a2, . . .}?

Zadanie 9. Wyznacz punkty ró»niczkowalno±ci funkcji
∑∞

n=1
e−n|x|p

n2 dla p = 1, 2.

Zadanie 10. Czy szereg
∑∞

n=0(−1)n jest sumowalny metod¡ Abela? Czy szereg ten

jest sumowalny metod¡ Cesaro?

Zadanie 11. Czy szereg
∑∞

n=1(−1)n+1n jest sumowalny metod¡ Abela? Czy szereg

ten jest sumowalny metod¡ Cesaro?

Zadanie 12. Niech
∑∞

n=0 an b¦dzie szeregiem zbie»nym i niech Ak =
∑k

n=0 an.
Udowodnij, »e

lim
x→∞

e−x
∞∑
n=0

An
xn

n!
=
∞∑
n=0

an.
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Zadanie 1. Oblicz caªki nieoznaczone,

(a)
∫

1
x(x+1)...(x+n)

dx (b)
∫

1
sinx

dx (c)
∫
tg x dx

(d)
∫
lnx dx (e)

∫
xne−x dx (f)

∫
x

(x2+a2)n
dx

(g)
∫
ex sinx dx (h)

∫
1

(a+x)(b+x)
dx (i)

∫
1

(1+x2)3/2
dx.

Zadanie 2. Oblicz caªk¦
∫

1
ax2+bx+c

dx.

Zadanie 3. Wyznacz wzór rekurencyjny na In =
∫

1
(1+x2)n

dx.

Zadanie 4. Udowodnij wzory

(a)
∫

1√
1−x2 dx = arcsin x+ C (b)

∫
1√

1+x2
dx = arsinh x+ C

(c)
∫

1√
1+x2

dx = arcosh x+ C (d)
∫

1
1+x2

dx = arctg x+ C.

Zadanie 5. Wyznacz wzór rekurencyjny na In =
∫
sinn x dx. Udowodnij wzór

π

2
= lim

n→∞

((2n)!!)2

(2n− 1)!!(2n+ 1)!!

Zadanie 6. Wyznacz caªki

(a)
∫

e2x−ex
ex+e−x dx, (b)

∫
sin2 x+cos3 x
sin2 x+cosx

dx, (c)
∫

x+2
√
1+x2

(1+x2)3/2+x
dx, (d)

∫
cosh4x dx.

Zadanie 7. Niech f : [0, π]→ R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡. Udowodnij równo±¢∫ π

0

xf(sinx) dx =
π

2

∫ π

0

f(sinx) dx.

Zadanie 8. Niech n,m ≥ 0 b¦d¡ liczbami naturalnymi. Udowodnij równo±¢∫ 1

0

xn(1− x)m dx =
n!m!

(n+m+ 1)!
.

Zadanie 9. Niech f : [0, 1]→ (0,∞) b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡. Oblicz∫ 1

0

f(x)

f(x) + f(1− x)
dx.

Zadanie 10. Przypu±¢my, »e funkcja ci¡gªa f : [0, 1]→ [0,∞) speªnia
∫ 1

0
f(x) dx =

0. udowodnij, »e f ≡ 0. Czy to samo jest prawd¡ bez zaªo»enia ci¡gªo±ci funkcji f?

Zadanie 11. Niech f : [−1, 1 → R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡ parzyst¡. Udowodnij
równo±¢ ∫ 1

−1

f(x)

1 + ex
dx =

∫ 1

0

f(x) dx.
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Zadanie 1. Niech In =
∫ π/4
0

tgnx dx. Udowodnij równo±¢ In+In−2 =
1

n−1 dla n ≥ 2. Wyka», »e limn→∞ In = 0
oraz

π

4
=
∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
.

Zadanie 2. Niech f : R→ R b¦dzie funkcj¡ T -okresow¡. Udowodnij, »e

lim
n→∞

∫ 1

0

f(nx) dx =
1

T

∫ T

0

f(x) dx.

Zadanie 3. Niech f : [a, b]→ R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡. Udowodnij, »e

lim
n→∞

∫ b

a

f(x) sinnx dx = 0.

Udowodnij równie», »e je±li f jest funkcj¡ lipschitzowsk¡, to istnieje staªa C > 0 zale»na tylko of f , a oraz b
taka, »e ∣∣∣∣∫ b

a

f(x) sinnx dx

∣∣∣∣ ≤ C

n
.

Zadanie 4. Niech f : [a, b] → R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡ przyjmuj¡c¡ warto±ci w zbiorze [m,M ] i niech ϕ :
[m,M ]→ R b¦dzie funkcj¡ wypukª¡. Udowodnij nierówno±¢

ϕ

(
1

b− a

∫ b

a

f(x) dx

)
≤ 1

b− a

∫ b

a

ϕ(f(x)) dx.

Zadanie 5. Niech n ≥ 1. Udowodnij nierówno±ci

n2π

4
≤

n∑
k=0

√
n2 − k2 ≤ n2π

4
+ n.

Zadanie 6. Oblicz granice ci¡gów

an =
n∑
k=1

n

n2 + k2
, bn =

n−1∑
k=0

1√
n2 − k2

.

Zadanie 7. Niech f : R→ R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡ na R. Zaªó»my, »e dla ka»dego x > 0mamy
∫ x
−x f(t) dt = 0.

Czy z tego wynika, »e f jest funkcj¡ nieparzyst¡?

Zadanie 8. Niech f : [0, 1] → (0,∞) b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡. Dla p ∈ (−∞, 0) ∪ (0,∞) De�niujemy ‖f‖p =(∫ 1

0
|f(x)|p dx

)1/p
. Udowodnij, »e dla −∞ < p < q < ∞ prawdziwa jest nierówno±¢ ‖f‖p ≤ ‖f‖q. Oblicz

granice
lim
p→∞
‖f‖p, lim

p→−∞
‖f‖p, lim

p→0
‖f‖p.

Zadanie 9. Dla n ≥ 1 udowodnij równo±ci∫ 1

0

(1− x2)n dx =
(2n)!!

(2n+ 1)!!
,

∫ ∞
0

1

(1 + x2)n
dx =

π

2
· (2n− 3)!!

(2n− 2)!!
.

Wywnioskuj st¡d równo±¢
∫ +∞
−∞ e−x

2
dx =

√
π.

Zadanie 10. Niech a < b i niech f, g : [a, b]→ R b¦d¡ funkcjami ci¡gªymi (ogólniej � caªkowalnymi w sensie
Riemanna). Niech p, q ≥ 1 speªniaj¡ 1/p+ 1/q = 1. Udowodnij, »e∫ b

a

|f(x)g(x)| dx ≤
(∫ b

a

|f(x)|p dx
)1/p(∫ b

a

|g(x)|q dx
)1/q

.
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Zadanie 1. Oblicz
∫ 1

0
xn lnn x dx. Udowodnij równo±¢∫ 1

0

x−x dx =
∞∑
n=1

n−n.

Zadanie 2. Niech f, g : [a, b]→ R b¦d¡ funkcjami caªkowalnymi w sensie Riemanna.

Udowodnij nierówno±¢(∫ b

a

f(x) sinx dx

)2

+

(∫ b

a

f(x) cosx dx

)2

≤ (b− a)

∫ b

a

f 2(x) dx.

Zadanie 3. Niech f : [0, 1]→ R i niech 0 < p < q < r. Udowodnij nierówno±¢

‖f‖q(r−p)q ≤ ‖f‖p(r−q)p ‖f‖r(q−p)r .

Zadanie 4. Niech f : [0, 1] → [m,M ]. Zaªó»my, »e
∫ 1

0
f(x) dx = 0. Udowodnij

nierówno±¢ ∫ 1

0

f 2(x) dx ≤ −mM.

Zadanie 5. Niech f : [a, b] → R b¦dzie funkcj¡ klasy C1 speªniaj¡c¡ warunek

f(a) = f(b) = 0. Udowodnij nierówno±¢

max
x∈[a,b]

|f ′(x)| ≥ 4

(b− a)2

∫ b

a

|f(x)| dx.

Zadanie 6. Oblicz caªk¦ ∫ +∞

−∞

sinx

x
dx.

Zadanie 7. Niech f : [a, b]→ R b¦dzie funkcj¡ wypukª¡. Udowodnij nierówno±ci

f

(
a+ b

2

)
≤ 1

b− a

∫ b

a

f(x) dx ≤ f(a) + f(b)

2
.
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Zadanie 1. Wyja±nij, na czym polega problem z rachunkiem

0 =

∫ 1

−1

(
arctg

(
x2 − 1

x

))′
dx =

∫ 1

−1

1 + x2

x2 + (1− x2)2
dx > 0.

Zadanie 2. Wyznacz wszystkie warto±ci parametrów a, b, c, d, dla których zbie»ne s¡ caªki

(a)
∫ 1

0
(sinx)a(ln(1+x))b

xc(tgx)d
dx, (b)

∫ 1/2

0
(1−cosx)a

(x−sinx)b(lnx)c dx, (c)
∫ 1

1/2
(sin(πx))b

(lnx)a
dx.

Zadanie 3. Niech p, q ∈ R. Zbadaj zbie»no±¢ caªek

(a)
∫ +∞
1

sinx
xp

dx, (b)
∫ +∞
1

| sinx|
xp

dx, (c)
∫ +∞
1

1
xp(lnx)q

dx.

Zadanie 4. Niech f : [2,∞)→ R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡. Zaªó»my, »e |f(x)| ≤ 1. Zbadaj zbie»no±¢ caªki∫ +∞

2

sinx

xp + f(x)
dx.

Zadanie 5. Niech P,Q : R→ R b¦d¡ wielomianami, przy czym Q(x) > 0 dla x ∈ R oraz degQ ≥ degP + 2.
Zaªó»my, »e Q posiada jedynie pierwiastki jednokrotne z1, z2, . . . , zn. Udowodnij, »e∫ +∞

−∞

P (x)

Q(x)
dx = πi

n∑
k=1

sgn(=zk)
P (zk)

Q′(zk)
.

Zadanie 6. Niech n > m b¦d¡ liczbami naturalnymi. Udowodnij równo±¢∫ +∞

−∞

x2m

1 + x2n
dx =

π

n sin
(
2m+1
2n

π
) .

Zadanie 7. Niech a, b > 0. De�niujemy funkcje B oraz Γ wzorami

B(a, b) =

∫ 1

0

xa−1(1− x)b−1 dx, Γ(a) =

∫ +∞

0

e−xxa−1 dx.

Udowodnij, »e dla 0 < a < 1 mamy

B(a, 1− a) =

∫ +∞

0

xa−1

1 + x
dx =

π

sinπa
.

Udowodnij równie» równo±ci

B(a, b) =
Γ(a)Γ(b)

Γ(a+ b)
, a, b > 0, Γ(a)Γ(1− a) =

π

sin πa
, 0 < a < 1.
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Zadanie 1. Niech f : R → R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡ o okresie 2π. Niech x0 ∈ R. Zaªó»my, »e istniej¡ staªe

L, δ > 0 takie, »e |f(x0 + t)− f(x0)| ≤ L|t| dla |t| ≤ δ. Udowodnij, »e szereg Fouriera funkcji f jest zbie»ny

do f w punkcie x0.

Zadanie 2. Funkcj¦ f(x) = π−x
2

okre±lon¡ na [0, 2π) przedªu»amy okresowo na R. Wyznacz szereg Fouriera

funkcji f . Dla jakich x ∈ Rszereg ten jest zbie»ny do funkcji f?

Zadanie 3. Udowodnij, »e dla ka»dego x ∈ (0, π) prawdziwa jest równo±¢

π

4
=
∞∑
n=1

sin(2n+ 1)x

2n+ 1
.

Zadanie 4. Niech 0 < α ≤ 1. Zaªó»my, »e funkcja f : R→ R o okresie 2π speªnia warunek |f(x+h)−f(x)| ≤
C|h|α dla pewnej stalej C > 0. Udowodnij, »e wspoªczynniki Fouriera speªniaj¡ an = O(n−α), bn = O(n−α).

Zadanie 5. Zaªó»my, »e f jest funkcj¡ 2π-okresow¡ klasy Ck. Udowodnij, »e an = o(n−k) oraz bn = o(n−k).

Zadanie 6. Niech f : R→ R b¦dzie caªkowaln¡ w sensie Riemanna funkcj¡ okresow¡ o okresie 2π. Niech sn
b¦ddzie n-t¡ sum¡ cz¦±ciow¡ szeregu Fouriera funkcji f . De�niujemy

σn(x) =
s0(x) + s1(x) + . . .+ sn−1(x)

n
.

Udowodnij, »e

sn(x) =
1

2π

∫ +π

−π
f(x− t)

sin
(
2n+1

2
t
)

sin
(
t
2

) dt =
1

2π

∫ +π

0

(f(x− t) + f(x+ t))
sin
(
2n+1

2
t
)

sin
(
t
2

) dt.

oraz

σn(x) =
1

2πn

∫ +π

−π
f(x− t)

sin2 nt
2

sin2 t
2

dt =
1

2πn

∫ +π

0

(f(x− t) + f(x+ t))
sin2 nt

2

sin2 t
2

dt.

Zadanie 7. Niech f : R→ R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡ o okresie 2π. Udowodnij nierówno±¢

inf
x∈[0,2π]

f(x) ≤ σn(x) ≤ sup
x∈[0,2π]

f(x).

Udowodnij, »e je±li σn(x) ≡ supx∈[0,2π] f(x) to f ≡ supx∈[0,2π] f(x).

Zadanie 8. Niech f : R → R b¦dzie funkcj¡ 2π-okresow¡. Zaªó»my, ze wspóªczynniki Fouriera funkcji f
speªniaj¡ nierówno±ci |an|n ≤ A i |bn|n ≤ B. Udowodnij nierowno±¢ |sn(x)− σn+1(x)| ≤ A+B. Wywnioskuj

st¡d nierówno±¢ ∣∣∣∣sinx1 +
sin 2x

2
+ . . .+

sinnx

n

∣∣∣∣ ≤ π

2
+ 1, n ≥ 1, x ∈ R.

Zadanie 9. Niech (bn)n≥1 b¦dzie malej¡cym ci¡giem zbie»nym do 0. Udowodnij, »e szereg
∑∞

n=1 bn sinnx
jest jednostajnie zbie»ny wtedy i tylko wtedy, gdy limn→∞ nbn = 0.

Zadanie 10. Niech (bn)n≥1 b¦dzie malej¡cym ci¡giem zbie»nym do 0. Udowodnij, »e szereg
∑∞

n=1 bn sinnx
jest szeregiem Fouriera funkcji ci¡gªej wtedy i tylko wtedy, gdy limn→∞ nbn = 0.



Analiza Matematyczna I.2?

�wiczenia, seria 12, P. Nayar, 2012/13

Zadanie 1. Niech t > 0. Udowodnij nierówno±ci

tet
2

∫ +∞

t

e−x
2

dx ≤ 1

2
,

1√
2π

∫ +∞

t

e−x
2/2 dx ≤ 1

2
e−t

2/2.

Czy staªa 1
2
w pierwszej nierówno±ci jest optymalna?

Zadanie 2. Udowodnij, »e dla dowolnego n ≥ 1 istnieje liczba 0 < θn < 1 taka, »e

n! =
(n
e

)n√
2πn e

θn
12 .

W tym celu udowodnij to»samo±¢

ln

(
1 + x

1− x

)
= 2x

(
1 +

1

3
x2 +

1

5
x4 + . . .+

1

2k + 1
x2k + . . .

)
, |x| < 1

i wywnioskuj nierówno±¢

e <

(
1 +

1

n

)n+ 1
2

< e1+
1

12n(n+1) .

Nast¦pnie udowodnij, »e ci¡g an = n!en

nn+1/2 jest malej¡cy, ale ci¡g ane
− 1

12n jest rosn¡cy. Wywnioskuj st¡d, »e

istnieje staªa a taka, »e ane
− 1

12n < a < an. Nast¦pnie udowodnij, »e istniej¡ staªe θn, θ
′
n ∈ (0, 1) takie, »e

1√
n

(2n)!!

(2n− 1)!!
=

a√
2
e

4θn−θ′n
24n

i na tej podstawie wyznacz staª¡ a.

Zadanie 3. Niech f : [a, b]→ R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡ speªniaj¡c¡ warunek∫ b

a

xnf(x) dx = 0

dla n = 0, 1, . . . , N . Udowodnij, »e f ma przynajmniej N + 1 miejsc zerowych w przedziale [a, b].

Zadanie 4. Niech f : [0, 1] → R b¦dzie funkcj¡ nierosn¡c¡. Udowodnij, »e dla ka»dego θ ∈ [0, 1] prawdziwa
jest nierówno±¢

θ

∫ 1

0

f(x) dx ≤
∫ θ

0

f(x) dx.

Zadanie 5. Niech g : [0, 1] → R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡ tak¡, »e istnieje sko«czona granica limx→0+
g(x)
x
.

Udowodnij, »e dla ka»dej funkcji f : [0, 1]→ R klasy C1 prawdziwa jest równo±¢

lim
n→∞

n

∫ 1

0

f(x)g(xn) dx = f(1)

∫ 1

0

g(x)

x
dx.

Zadanie 6. Niech a > 0. Wyznacz granice

lim
n→∞

n

∫ 1

0

xn

a+ xn
dx, lim

n→∞
n

∫ 1

0

xn

a+ x2n
dx.

Zadanie 7. Niech f b¦dzie ±ci±le rosn¡c¡ funkcj¡ klasy C1 okre±lon¡ na przedziale [0, c] i niech f(0) = 0. Dla

dowolnych liczb a ∈ [0, c] oraz b ∈ [0, f(c)] udowodnij nierówno±¢∫ a

0

f(x) dx+

∫ b

0

f−1(x) dx ≥ ab.
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W poni»szych zadaniech fn oznacza zawsze n-krotne zªo»enie funkcji f , czyli
fn = f ◦ f ◦ . . . ◦ f . Przyjmujemy równie» f 1 = f .

Zadanie 1 (2 pkt). Niech f : [0,∞) → R b¦dzie funkcj¡ wypukª¡. Rozstrzygnij,
czy zawsze prawdziwa jest nierówno±¢

f(a+ b) + f(0) ≥ f(a) + f(b), a, b ≥ 0.

Zadanie 2 (3 pkt). Niech f : R → R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡. Przypu±¢my, »e dla
ka»dego x ∈ R istnieje liczba naturalna n(x) ≥ 1 taka, »e fn(x)(x) = x. Udowodnij,
»e f 2(x) = x dla wszystkich x ∈ R.

Zadanie 3 (3 pkt). Niech f : R → R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡. Przypu±¢my, »e ist-
nieje n ≥ 1 takie, »e fn jest funkcj¡ ograniczon¡. Udowodnij, »e f 2 jest funkcj¡
ograniczon¡.

Zadanie 4. Niech a, b > 0. Dla c ∈ (0, 1] Rozwa»my elips¦

Ec =
{
(x, y) ∈ R2

∣∣ x2

a2
+

y2

b2
= c

}
.

Wyznacz dist(E1, Ec).

Zadanie 5 (5 pkt, •). Niech f : (0, 1) → R b¦dzie funkcj¡ wypukª¡. Czy f musi
by¢ funkcj¡ ci¡gª¡?
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Zadanie 1 (3 pkt). Niech f : R→ R b¦dzie funkcj¡ ró»niczkowaln¡ i niech f(0) = 0.
Przypu±¢my, »e f(x) + f ′(x) ≤ 1 dla x ∈ R. Udowodnij, »e f(1) ≤ 1− e−1. Czy to
oszacowanie jest optymalne?

Zadanie 2 (3 pkt). Niech x1, . . . , xn b¦d¡ liczbami naturalnymi speªniaj¡cymi wa-
runek

∑n
i=1 x

2
i = 1. Udowodnij nierówno±¢

cos(x1) cos(x2) . . . cos(xn) <
1√
e
.

Czy staªa 1/
√
e jest optymalna?

Zadanie 3 (3 pkt). Niech f : [a, b] → R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡, ró»niczkowaln¡ na
(a, b). Udowodnij, »e istnieje c ∈ (a, b) takie, »e

1

a− c
< f ′(c) <

1

b− c
.

Zadanie 4 (5 pkt). Udowodnij, »e dla x ∈ (0, π) i n ≥ 1 prawdziwa jest nierówno±¢

n∑
k=1

sin kx

k
> 0.

Zadanie 5 (5 pkt, •). Liczby dodatnie p1, . . . , pn i q1, . . . , qn speªniaj¡ warunek∑n
i=1 pi =

∑n
i=1 qi. Udowodnij nierówno±¢

n∑
i=1

pi ln pi ≥
n∑

i=1

pi ln qi.

Zadanie 6 (3 pkt). Dla x ∈ [0, 1] udowodnij nierówno±¢

sin πx ≤ 4x(1− x).
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Zadanie 1 (3 pkt). Niech f : [0, 1] → R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡ trzykrotnie ró»nicz-
kowaln¡. Zaªó»my, »e f(0) = f ′(0) = f ′′(0) = f ′(1) = f ′′(1) = 0 oraz f(1) = 1.
Udowodnij, »e istnieje c ∈ (0, 1) takie, »e f ′′′(c) ≥ 24.

Zadanie 2 (3 pkt). Niech f : R→ (0,∞) b¦dzie funkcj¡ dwukrotnie ró»niczkowaln¡.
Rozstrzygnij, czy zawsze istnieje punkt x0 ∈ R taki, »e

f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(x0)

2
(x− x0)2 ≥ 0.

Zadanie 3 (4 pkt). Niech P : [−1, 1]→ [−1, 1] b¦dzie wielomianem stopnia n ≥ 0.
Udowodnij, »e |P ′(x)| ≤ n2 dla x ∈ [−1, 1].

Zadanie 4 (4 pkt). Niech f : R→ R b¦dzie funkcj¡ klasy C∞. Przypu±¢my, »e dla
ka»dego x ∈ R istnieje liczba naturalna n(x) ≥ 0 taka, »e f (n(x))(x) = 0. Czy funkcja
f musi by¢ wielomianem?

Zadanie 5 (5 pkt, •). Udowodnij nierówno±¢

tg(sinx) > sin(tg x), x ∈ (0, π/2).

Zadanie 6 (4 pkt). Niech a1, . . . , an, b1, . . . , bn b¦d¡ liczbami rzeczywistymi dodat-
nimi. Rozstrzygnij, czy funkcja

f(x) =
n∑

k=1

ak cos(bkx)

musi mie¢ miejsce zerowe.
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Zadanie 1 (3 pkt). Dla n ≥ 1 de�niujemy funkcje fn : [0,∞)→ R wzorami

fn(x) =

{ (
1− x

n

)n
x ∈ [0, n]

0 x > n
.

Czy ci¡g funkcyjny (fn)n≥1 jest zbie»ny jednostajnie na [0,∞)?

Zadanie 2 (5 pkt, •). Zbadaj jednostajn¡ zbie»no±¢ na R ci¡gu funkcyjnego (fn)n≥1,
gdzie

fn(x) = x
(π
2
− arctg(nx)

)
.

Zadanie 3 (4 pkt). Niech J ⊆ I ⊂ R b¦d¡ przedziaªami domkni¦tymi. Niech |I|
oraz |J | oznaczaj¡ dªugo±ci tych przedziaªów. Niech P b¦dzie wielomianem stopnia
d. Udowodnij nierówno±¢

sup
x∈I
|P (x)| ≤ Td

(
2|I|
|J |
− 1

)
sup
x∈J
|P (x)|,

gdzie Td jest wielomianem Czebyszewa stopnia d.

Zadanie 4 (4 pkt). Niech (an)n≥0 b¦dzie dowolnym ci¡giem liczb rzeczywistych.
Czy zawsze istnieje funkcja klasy C∞(R) taka, »e f (n)(0) = an?

Zadanie 5 (3 pkt). Niech fn : R→ R b¦d¡ funkcjami ci¡gªymi zbie»nymi punktowo
do funkcji f : R → R, czyli f(x) = limn→∞ fn(x). Czy funkcja f musi mie¢ punkt
ci¡gªo±ci?

Zadanie 6 (3 pkt). Przypu±¢my, »e ci¡g fn : [0, 1] → R speªnia limn→∞ fn(x) = 0
dla ka»dego x ∈ [0, 1]. Czy musi istnie¢ przedziaª I ⊂ [0, 1] taki, »e ci¡g (fn) jest
bie»ny jednostajnie na I?
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Zadanie 1 (3 pkt). Przypu±¢my, »e szereg
∑∞

n=1
1
|an| jest zbie»ny. Czy funkcja

f(x) =
∞∑
n=1

1

x− an

jest gªadka na zbiorze R\{a1, a2, . . .}?

Zadanie 2 (3 pkt). Wyznacz punkty ró»niczkowalno±ci funkcji
∑∞

n=1
e−n|x|p

n2 dla p = 1, 2.

Zadanie 3 (2 pkt). Czy szereg
∑∞

n=0(−1)n jest sumowalny metod¡ Abela? Czy szereg ten jest
sumowalny metod¡ Cesaro?

Zadanie 4 (2 pkt). Czy szereg
∑∞

n=1(−1)n+1n jest sumowalny metod¡ Abela? Czy szereg ten jest
sumowalny metod¡ Cesaro?

Zadanie 5 (2 pkt). Niech
∑∞

n=0 an b¦dzie szeregiem zbie»nym i niech Ak =
∑k

n=0 an. Udowodnij,
»e

lim
x→∞

e−x
∞∑
n=0

An
xn

n!
=
∞∑
n=0

an.

Zadanie 6 (3 pkt). Wyznacz granic¦

lim
x→1−

∞∑
n=0

(−1)nxn2

.

Zadanie 7 (5 pkt, •). Wyznacz sum¦ uogólnion¡ w sensie Cesaro i w sensie Abela szeregu

∞∑
n=1

sin(nx).

Zadanie 8 (5 pkt). Zaªó»my, »e szereg
∑∞

n=1 an sinnx jest zbie»ny dla ka»dego x ∈ R. Zaªó»my
ponadto, »e funkcja f(x) =

∑∞
n=1 an sinnx jest funkcj¡ staª¡. Czy wynika st¡d, »e an = 0 dla

wszystkich n ≥ 1?

Zadanie 9 (5 pkt). Zbadaj zbie»no±¢ jednostajn¡ na przedziale [0, 1] szeregu

∞∑
n=1

xn

(1 + xn)n
.
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Zadanie 1 (4 pkt). Niech α > 0 i niech f : (0, 1)→ R b¦dzie zadana wzorem

f(x) =
∞∑
n=1

cos(2πnx)

nα
.

Wyznacz wszystkie warto±ci k ≥ 1, dla których f ∈ Ck((0, 1)).

Zadanie 2 (3 pkt). Niech n,m ≥ 1 b¦d¡ liczbami naturalnymi. Udowodnij równo±¢∫ 1

0

n
√
1− xm dx =

∫ 1

0

m
√
1− xn dx.

Zadanie 3 (4 pkt). Udowodnij równo±¢

an :=
1

n!

∫ π

0

xn(π − x)n sinx dx = 2
∑

n≤2k≤2n

(−1)k+n n!

(2n− 2k)!
π2n−2k.

Udowodnij, »e dla ka»dej liczby caªkowitej q mamy limn→∞ q
nan = 0. Wywnioskuj st¡d, »e π jest

liczb¡ niewymiern¡.

Zadanie 4 (3 pkt). Niech C ⊆ [0, 1] b¦dzie standardowym zbiorem Cantora. De�niujemy funkcj¦
f : [0, 1]→ R wzorem

f(x) =

{
1 x ∈ C
0 x /∈ C .

Czy funkcja ta jest caªkowalna w sensie Riemanna?

Zadanie 5 (3 pkt). Niech f : [−1, 1]→ R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡.

(a) Czy z równo±ci
∫ 1

−1 f(x)x
n dx = 0 speªnionej dla wszystkich liczb naturalnych n ≥ 0 wynika,

»e f ≡ 0?

(b) Czy z równo±ci
∫ 1

−1 f(x)x
2n dx = 0 speªnionej dla wszystkich liczb naturalnych n ≥ 0 wynika,

»e f jest funkcj¡ nieparzyst¡?

Zadanie 6 (4 pkt). Zaªó»my, »e f : R → R jest funkcj¡ klasy C2, speªniaj¡c¡ warunek f(0) =
f(1) = 0. Udowodnij nierówno±¢∫ 1

0

|f ′(x)|4 dx ≤ 9

∫ 1

0

|f(x)f ′′(x)|2 dx.

Zadanie 7 (5 pkt, •). Niech f : [0, 1]→ [0, 1] b¦dzie funkcj¡ niemalej¡c¡. Udowodnij nierówno±¢∫ 1

0

f(x) dx ≤ 2

∫ 1

0

xf(x) dx.
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Zadanie 1 (3 pkt). Niech f : [0, 1]→ R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡. Udowodnij równo±¢

lim
n→∞

n

∫ 1

0

xnf(x) dx = f(1).

Zadanie 2 (4 pkt). Wyznacz liczb¦ r > 1 speªniaj¡c¡ zale»no±¢∫ +∞

0

1

(1 + xr)r
dx = 1.

Zadanie 3 (3+4 pkt).

(a) Niech f : R → R b¦dzie funkcj¡ ró»niczkowaln¡. Zaªó»my ponadto, »e f ′ jest caªkowalna w
sensie Riemanna na [0, 1]. Udowodnij równo±¢

lim
n→∞

(
n−1∑
k=0

f

(
k

n

)
− n

∫ 1

0

f(x) dx

)
= −1

2

∫ 1

0

f ′(x) dx.

(b) Niech f : R→ R b¦dzie funkcj¡ gªadk¡ i niech k ≥ 0 b¦dzie liczb¡ naturaln¡. Udowodnij, »e
istniej¡ liczby rzeczywiste a0, . . . , ak zale»¡ce od funkcji f takie, »e

1

n

n−1∑
l=0

f

(
l

n

)
= a0 +

a1
n

+
a2
n2

+ . . .+
ak
nk

+O

(
1

nk+1

)
i wyznacz liczby a0, . . . , ak. Co mo»na powiedzie¢ o tych liczbach, je±li f jest funkcj¡ 1-
okresow¡?

Zadanie 4 (4 pkt). Niech f : [0, 1]→ R b¦dzie funkcj¡ caªkowaln¡ w sensie Riemanna speªniaj¡c¡
warunek 0 ≤ f(x) ≤ x dla x ∈ [0, 1]. Udowodnij nierówno±¢∫ 1

0

(
f(x)−

∫ 1

0

f(t) dt

)2

dx ≤ 5(3−
√
5)

24
.

Czy staªa po prawej stronie jest optymalna?

Zadanie 5 (5 pkt, •). Niech f, g : R → R b¦d¡ funkcjami ci¡gªymi. Zaªó»my, »e g jest funkcj¡
1-okresow¡. Udowodnij równo±¢

lim
n→∞

∫ 1

0

f(x)g(nx) dx =

(∫ 1

0

f(x) dx

)(∫ 1

0

g(x) dx

)
.
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Zadanie 1 (4 pkt). Niech f : [0, 1]→ (0,∞) b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡. De�niujemy

Φ(f) =

∫ 1

0

f(x) ln f(x) dx−
(∫ 1

0

f(x) dx

)
ln

(∫ 1

0

f(x) dx

)
.

Udowodnij, »e

Φ(f) = sup

{∫ 1

0

f(x)g(x) dx
∣∣∣ ∫ 1

0

eg(x) dx ≤ 1, g ∈ C([0, 1])

}
.

Wskazówka. Udowodnij, »e dla u > 0 i v ∈ R mamy

uv ≤ u lnu− u+ ev.

Zadanie 2 (5 pkt). Niech f, g : [0, 1] → R bed¡ funkcjami ci¡gªymi speªniaj¡cymi warunek∫ 1

0
f(x) dx =

∫ 1

0
g(x) dx = 1. Udowodnij, »e istnieje przedziaª I ⊆ [0, 1] taki, »e∫

I

f(x) dx =

∫
I

g(x) dx =
1

2
.

Zadanie 3 (4 pkt). Niech f : [0, 1]→ R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡ speªniaj¡c¡ warunek∫ 1

0

f(x) dx =

∫ 1

0

xf(x) dx = 1.

Udowodnij nierówno±¢
∫ 1

0
f 2(x) dx ≥ 4.

Zadanie 4 (6 pkt). Niech f : R→ R b¦dzie wielomianem. De�niujemy

〈f〉 =
1√
2π

∫ +∞

−∞
f(x)e−x

2/2 dx.

Udowodnij, »e powy»sza caªka jest zbie»na. Dla n ≥ 0 de�niujemy Hn = (−1)nex
2/2 d

n

dxn

(
e−x

2/2
)
.

Udowodnij, »e 〈HnHm〉 = n!δn,m. Udowodnij równie», »e dla dowolnego wielomianu f prawdziwa
jest nierówno±¢ 〈

f 2
〉
− 〈f〉2 ≤

〈
(f ′)2

〉
.

Udowodnij, »e je±li f jest funkcj¡ parzyst¡, to〈
f 2
〉
− 〈f〉2 ≤ 1

2

〈
(f ′)2

〉
.

Czy powy»sze nierówno±ci s¡ prawdziwe dla dowolnej funkcji ci¡gªej o zwartym no±niku?

Zadanie 5 (4 pkt). Niech f, g : [0, 1] → R b¦d¡ funkcjami wkl¦sªymi speªniaj¡cymi warunek
f(0) = g(0) = f(1) = g(1) = 0 oraz f(x) ≥ g(x) dla x ∈ [0, 1]. Rozstrzygnij, czy prawdziwa jest
nierówno±¢ ∫ 1

0

√
1 + f ′(x)2 dx ≥

∫ 1

0

√
1 + g′(x)2 dx.

Uwaga! Nie ma pisemnego.
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Zadanie 1 (3 pkt). Oblicz ∫ +∞

−∞

dx

1 + x2 + x4 + x6
.

Zadanie 2 (•, 5 pkt). Zbadaj zbie»no±¢ caªek

(a)
∫ +∞
1

sin(xα) dx, α ∈ R, (b)
∫ 1

0
sin(xα) dx, α ∈ R,

(c)
∫ +∞
2

sinx
x+xα sinx

dx, α ∈ [0, 1), (d)
∫ π
0

e(sin x)
α−1

e−ecos x dx, α > 0.

Zadanie 3 (3 pkt). Oblicz funkcj¦ pierwotn¡∫
dx

sin4 x+ cos4 x
.

Zadanie 4 (3 pkt). Wyznacz rozwini¦cie w szereg Fouriera funkcji f : [−π, π) → R zadanej
wzorem f(x) = ex, rozszerzonej na R do funkcji 2π-okresowej. W jakich punktach szereg Fouriera
funkcji f jest zbie»ny do f?

Zadanie 5 (3 pkt). Rozwi« w szereg Fouriera funkcj¦

f(x) =

{
− ln |2 sin(x

2
)| x 6= 2kπ,

0 x = 2kπ
.

Zadanie 6 (3+3 pkt). (a) Niech (Bn)
∞
n=0 b¦dzie ci¡giem zadanym równaniami rekurencyjnymi,

n∑
k=0

(
n+ 1

k

)
Bk = 0, B0 = 1.

Zde�niujmy funkcj¦ {
x

ex−1 x 6= 0

1 x = 1
.

Udowodnij, »e Bn = f (n)(0).

(b) Wyznacz wszystkie x ∈ R, dla których prawdziwa jest równo±¢

f(x) =
∞∑
n=0

Bn

n!
xn.
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Zadanie 1. Udowodnij, »e funkcja

f(x) =
∞∑
n=1

1

n
sin
(x
n

)
jest klasy C∞(R). Czy f jest funkcj¡ okresow¡?

Zadanie 2. Niech f : R→ R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡ 2π-okresow¡. Udowodnij równo±¢

lim
n→∞

f(1) + f(2) + . . .+ f(n)

n
=

1

2π

∫ 2π

0

f(t) dt.

Wskazówka. Poka» najpierw tez¦ dla funkcji fk(t) = e2πik, k ∈ Z.

Zadanie 3.

(a) Niech a ∈ R i b ∈ [0, 1]. Udowodnij nierówno±¢
√
1 + a2 − ab ≥

√
1− b2.

(b) Niech f : [0, 1]→ R b¦dzie funkcj¡ klasy C1. Przypu±¢my, »e dªugo±¢ wykresu
funkcji f jest równa warto±ci funkcji f w punkcie 1. Udowodnij, »e∫ 1

0

f(x) dx ≥ π/4.

Dla jakiej funkcji w powy»szej nierówno±ci zachodzi równo±¢?

Zadanie 4. Niech f : R→ R b¦dzie funkcj¡ klasy C∞. Zaªó»my, »e dla wszystkich
n ≥ 1 mamy f( 1

n
) = 0 oraz |f (n)(x)| ≤ 1 dla ka»dego x ∈ R. Udowodnij, »e f jest

funkcj¡ staª¡. Czy teza jest prawdziwa bez zaªo»enia |f (n)(x)| ≤ 1 dla x ∈ R? Czy
teza jest prawdziwa bez zaªo»enia f( 1

n
) = 0 dla n ≥ 1?

1



Zadanie 5. Niech n ≥ 1. Zaªó»my, »e funkcja f : R → R jest funkcj¡ ograni-
czon¡ klasy Cn i f (n) jest lipschitzowska. Udowodnij, »e funkcje f ′, f ′′, . . . , f (n) s¡
ograniczone.

Zadanie 6. Udowodnij nierówno±¢

(sinx)sinx ≤ (cosx)cosx, x ∈ [0, π/4].

Zadanie 7. Niech f : (0,∞)→ R. Udowodnij, »e funkcja xf(x) jest wypukªa wtedy
i tylko wtedy gdy wypukªa jest funkcja f(1/x).

Zadanie 8. Niech f : [0, 1] → [0, 1] b¦dzie rosn¡c¡ funkcj¡ wkl¦sª¡ speªniaj¡c¡
f(0) = 0 i f(1) = 1. Udowodnij nierówno±¢ f(x)f−1(x) ≤ x2 dla x ∈ [0, 1].

Zadanie 9. Zaªó»my, »e p, q s¡ liczbami wzgl¦dnie pierwszymi. Udowodnij równo±¢∫ 1

0

(
{px} − 1

2

)(
{qx} − 1

2

)
dx =

1

12pq
.

Zadanie 10. Niech f : [0, 1]→ R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡. Zaªó»my, »e
∫ 1

0
xkf(x) dx =

0 dla k = 0, 1, . . . , n − 1 oraz
∫ 1

0
xnf(x) dx = 1. Udowodnij, »e istnieje punkt

x0 ∈ [0, 1] taki, »e |f(x0)| ≥ 2n(n+ 1).

2


