Analiza Matematyczna [.2*

Cwiczenia, seria 1, P. Nayar, 2012/13

Zadanie 1. Niech f,g: (0,1) — R beda jednostajne ciaglte. Czy fg tez jest jedno-
stajnie ciagta? Co sie stanie, jesli zbior (0, 1) zastapimy zbiorem (0, 00)?

Zadanie 2. Funkcje f : R — R nazywamy podaddytywna, jesli dla wszystkich
x,y € Rspelniona jest nierownos¢ f(z+y) < f(z)+f(y). Czy funkcja podaddytywna
musi by¢ wypukta? Czy musi by¢ wklesta? Czy musi byé ciagta? Czy funkcja
wklesta musi by¢ podaddytywna? Czy funkcja podaddytywna ciagla w 0 musi by¢
jednostajnie ciaggla?

Zadanie 3. Czy funkcja wklesta f : [0,00) — [0, 00) spelniajaca warunek f(0) =0
musi by¢ podaddytywna?

Zadanie 4. Niech f : R — R bedzie dowolng funkcja. Udowodnij, ze zbiér punktow
nieciagtosdci funkcji f jest zbiorem typu F,. Niech A bedzie dowolnym zbiorem typu
Fo. Udowodnij, ze istnieje funkcja f : R — R, ktorej zbior punktoéw nieciaglosei jest
rowny A.

Zadanie 5. Niech (U,),>1 bedzie ciagiem otwartych i gestych podzbiorow R. Udo-
wodnij, ze zbior ()~ U, jest gesty w R.

o0) — R bedzie funkcja ciaglta. Zatozmy, ze dla kazdego

Zadanie 6. Niech f : (0
2) = 0. Czy z tego wynika, ze lim,_,o+ f(z) = 07

a > 0 mamy lim,, . f ( )
Zadanie 7. Niech F bedzie dowolna rodzing funkeji ciggtych na R. Przypus$émy,
ze dla kazdego = € R istnieje stata M, taka, ze |f(x)| < M, dla wszystkich f € F.

Udowodnij, ze istnieje przedzial I C R i stata M taka, ze |f(z)| < M dla wszystkich
xel.
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Zadanie 1. Niech f :[0,1] — [0, 1] bedzie funkcja ciagla rozniczkowalna na (0, 1).
Przypusémy, ze | f'(x)| # 1 dla wszystkich z € [0, 1]. Udowodnij, istnieja jednoznacz-
nie wyznaczone punkty a,b € [0, 1] takie, ze f(a) =a i f(b) =1—b.

Zadanie 2. Niech p > 1. Udowodnij, ze dla x,y > 0 prawdziwa jest nieréwnosé
ly? — a?| < pmax{z, y}' |z —y.

Zadanie 3. Niech f : [0,1] — R bedzie funkcja ciagla rézniczkowalna na (0, 1).
Przypusémy, ze f(0) = f(1) = 0 oraz istnieje punkt a € (0,1) taki, ze f(a) = v/3.
Udowodnij, ze istnieja proste [y, ls, styczne do wykresu funkcji f, ktére wraz z osia
OX tworza trojkat rownoboczny.

Zadanie 4. Udowodnij, ze dla z > 0 prawdziwa jest nier6wnosé¢ e* > x°.

Zadanie 5. Niech f,g : [0,1] — R beda funkcjami ciagtymi, rézniczkowalnymi na
(0,1). Zalozmy, ze f(0) = f(1) = 0. Udowodnij, ze rownanie

g (@) f(z)+ fi(x) =0
ma rozwiazanie w przedziale (0, 1).

Zadanie 6. Czy funkcja

[ 2*%sin(1/x) x>0

jest funkcja rézniczkowalna na R? Czy spelnia ona warunek Lipschitza na [—1,1]?

Zadanie 7. Niech f : [0,1] — R bedzie funkcja ciagla, rézniczkowalna na (0,1).
Zalozmy, ze |f'(z)| < A|f(z)| dla pewnej statej A > 0 i wszystkich = € [0, 1]. Przy-
pusémy, ze f(0) = 0. Czy z tego wynika, ze f = 07

Zadanie 8. Niech f : R — R bedzie funkcja ciagly. Przypusémy, ze dla pewnego
xo € R istnieje granica
lim f(zo + 1) = f(xo)

Q3h—0 h
Czy f jest rozniczkowalna w punkcie x¢?

Zadanie 9. Niech f : R — R bedzie funkcja rozniczkowalna i niech f/(0) = 1. Czy
musi istnie¢ € > 0 taki, ze f jest rosnaca na predziale (—¢,¢)?

Zadanie 10. Przypusémy, ze f : [a,b] — R bedzie funkcja ciagla rozniczkowalna na
(a,b) i niech b — a > . Udowodnij, ze istnieje z, takie, ze f'(zq) < 1+ f2(z0).

Zadanie 11. Niech f,g,h : [a,b] — R beda funkcjami ciagltymi, rozniczkowalnymi
na (a,b). Niech

f(x) g(x) h(z)
F(x) =det [ f(a) g(a) h(a)
fb) g(b) h(b)
Udowodnij, ze istnieje zg € (a, b) takie, ze F'(x¢) = 0. Wywnioskuj stad twierdzenia

Lagrange’a i Cauchy’ego o wartosci sredniej.
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Zadanie 1. Niech f : R — R bedzie funkcjg rézniczkowalng. Niech a < b < c.
Udowodnij, ze istnieja x; < xo takie, ze
fe) = f(a)

—f(b) —J{a) = f/($1)a - = f,($2>~

b—a c—a

Zadanie 2. Niech f : (1,00) — R bedzie zadana wzorem f(x) = /22 — 1. Udowod-
nij, ze (—1)"f™(x) < 0 dla n > 1 oraz wszystkich = > 1.

Zadanie 3. Niech f : R — R bedzie funkcjg dwukrotnie r6zniczkowalng w punkcie
xo € R. Udowodnij, ze

. flxo+h) —2f(xg) + f(xog — h)
h—0 h?

— f//(xo)

Zadanie 4. Udowodnij, ze dla n > 1 prawdziwe sa rownosci

- n Nkl 0 l:O,l,...,’)’L—l
Z(k)( 1)k_{n! l=n '

k=0
Zadanie 5. Wyznacz liczbe rozwigzan ro6wnania
2 2012

xr
2013e* =1 — 4+ ... )
3e +x+ o + —1—2012!

Zadanie 6. Niech f : R — R bedzie fukcja dwukrotnie r6zniczkowalna. Dla ¢ =
0,1,2 okreslamy M; = sup,.g |fP ()], przy czym f° = f. Udowodnij nieréwnosé
M} < 2MogM,.

sinm) 1/4132
- .

Zadanie 7. Wyznacz granice lim,_, (

Zadanie 8. Niech f : R — R bedzie funkcja dwukrotnie rézniczkowalng i niech
a < b. Zatozmy, ze f'(a) = f'(b) = 0. Udowodnij, ze istnieje punkt ¢ € (a, b) taki, ze

f(b) — f(a)
1 > 4 N St
TUCTER R e
Zadanie 9. Udowodnij nier6wnosci
In(1+2z) < - x>0 sinx>2x+x(2 42%), z €[0,7/2]
3 = Y, = - — \T = 5 , T .
T V1+zx T 3

Zadanie 10. Niech f: R — R bedzie funkcja dwukrotnie rézniczkowalna. Zatézmy,
ze | f"(x)] <1 dla wszystkich x € R. Udowodnij, ze jesli lim, ., f(x) = 0, to réwniez
lim, . f/(x) = 0.

Zadanie 11. Udowodnij nieréwnos¢é (%)2 + 82 > 2 dla z € (0,7/2).
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Zadanie 1. Udowodnij rownosé
= (-1
In(1 =Nl <1.
n(l + z) ; S—a", Jaf
Zadanie 2. Niech p > 0. Zbadaj przebieg zmiennosci funkcji f(x) = zPe™ 7.
Zadanie 3. Niech p € (0,1). Zbadaj przebieg zmiennosci funkeji f(x) = 2P(1—xz)' P,

Zadanie 4. Zbadaj zbieznos¢ jednostajna ciagu (f,)n>0, gdzie f,,(z) = 2"(1—xz), x €
[0,1]. Zbadaj rowniez zbieznos¢ jednostajna ciagu (g, )n>o, gdzie g, (z) = na™(1 —x),
x € [0,1].

Zadanie 5. Niech n > 1. Zbadaj przebieg zmiennoéci funkcji f, : R — R zadanej
wzorem

2 n
fn(l’>:6_w<1+l’+%+...+x >

n!

Czy ciag (fn)n>1 jest zbiezny jednostajnie na R. Czy jest on zbiezny jednostajnie na
[—1,1]7

Zadanie 6. Zbada] zbieznosé¢ jednostajna na R ciagu funkcyjnego (f,)n>1, gdzie

fo(z) = /1 + 22

Zadanie 7. Zbadaj zbieznos¢ jednostajna na R ciagu funkcyjnego (f,)n>1, gdzie
fn(x) = +/nsin” x cos x.

Zadanie 8. Niech P, : R — R beda wielomianami dla n > 1. Przypu$émy, ze
ciag (P,)n>1 jest zbiezny jednostajnie do fukeji P : R — R. Udowodnij, ze P jest
wielomianem.

Zadanie 9. Rozwazmy ciag wielomianéw (P, ),>1 ustalonego stopnia k£ > 0. Niech
P.(z) = anvkxk + amk_lxk_l + ... a1+ anp.
Udowodnij, ze nastepujace warunki sa rownowazne,
(a) ciag (Pn)n>1 jest jednostajnie zbiezny na kazdym zbiorze zwartym K C R,

(b) istnieja liczby rzeczywiste xg,x1,. ..,z takie, ze ciagi (P,(z;))n>1 sa zbiezne
dlal=0,1,... k

(c) ciagl (ani)n>1 sa zbiezne dla 1 =0,1,... k.

Zadanie 10. Niech f : [0,1] — R bedzie funkcja ciagta. Definiujemy ciag wielomia-
now (Pf),>1 wzorami

Pl(z) = kz: (Z)f (%) (1 — )k,

Udowodnij, ze ciag (Pf),>1 jest jednostajnie zbiezny do f.
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Zadanie 1. Udowodnij nieré6wnosé¢ e < x + e dla z € R.

Zadanie 2. Niech p,q > 0, p+ g = 1. Udowodnij nier6wnos¢

peqac + qe—pac S G%J:Q,

Zadanie 3. Niech S, bedzie liczbg sukceséw w schemacie Bernoulliego z prawdopo-
dobienstwem sukcesu p. Udowodnij nieréwnosé

"

Zadanie 4. Niech € € (0,7). Zbadaj zbieznos¢ jednostajna na [e,27 — €] oraz na

[0, 27| szeregu
i sin nx
—

n=1

Sh
— P
n

> 8) < Qe 2me’,

Zadanie 5. Niech aq,...,a,1by,...,b, beda liczbami rzeczywistymi i niech p,q > 1
spetniaja % + %I = 1. Udowodnij nieréwnos¢

n /p s n 1/q
() (5
i=1 i=1

n 1/p n 1/p n 1/p
(ZW +bi|p) S (Zlailf’) + <Z ’bi|p> '
=1 =1 =1

n

Z aibi

i=1

oraz

Zadanie 6. Oblicz granice
2

[oe)
. T
hm E S E—————
T—00 - 1+ n2x2
n—=
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Zadanie 1. Podaj przyktad funkcji f : R — [0,00) klasy C> takiej, ze f(0) = 0
oraz dla wszystkich a € (0,1) mamy
!/
lim (@)
z—0 f(aj)a

=0.
Zadanie 2. Udowodnij rownosci

o0 -1 n+1 0 —1)ntl
Z —< ) = lim —( ) " =1In2.
— n ) ot n

Zadanie 3. Niech f, : A — R dlan > 1. Zalézmy, ze ciag (fn)n>1 jest zbiezny
jednostajnie do funkcji f i dla n > ng istnieja granice lim,_,,, f,(x). Wykaz, ze

lim lim f,(z) = lim f(z),
n—00 T—To T—xQ

przy zalozeniu, ze jedna z granic w powyzszym wzorze istnieje.

Zadanie 4. Zalozmy, ze szereg » - a, jest zbiezny. Czy szereg »  a,x" musi
by¢ zbiezny jednostajnie na [0, 1]7 Udowodnij, ze

(o] o
: n
lim E apx’ = g Ay
rz—1~

n=0 n=0

Zadanie 5. Niech f, : A — R beda funkcjami ciggltymi. Przypusémy, ze szereg
> o [a(x) jest zbiezny jednostajnie na zbiorze A. Niech xy € A bedzie punktem
skupienia zbioru A. Udowodnij réwnosé

lim > fu(0) =D falwo).
n=0 n=0
Zadanie 6. Niech f, € C([0,1]). Zalozmy, ze szereg > >~ fn jest zbiezny jedno-
stajnie na [0,1). Czy szereg Y - fn(1) musi by¢ zbiezny?
Zadanie 7. Udowodnij, ze szereg y -, #HQ zadaje funkcje klasy C*°(R).

Zadanie 8. Przypusémy, ze szereg > ﬁn‘ jest zbiezny. Czy funkcja

jest gladka na zbiorze R\{aq, as, ...}?

oo e—nlzlP

e Qlap=1,2.

Zadanie 9. Wyznacz punkty rézniczkowalnosci funkcji > ° | ¢—
Zadanie 10. Czy szereg » - ,(—1)" jest sumowalny metoda Abela? Czy szereg ten

jest sumowalny metodg Cesaro?

Zadanie 11. Czy szereg » > (—1)""'n jest sumowalny metoda Abela? Czy szereg
ten jest sumowalny metodg Cesaro?

Zadanie 12. Niech Y ™°  a, bedzie szeregiem zbieznym i niech A4, = ZZ:O .

Udowodnij, ze

oo :En
lim e g A,— = Q.-
n=0

n=0
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Zadanie 1. Oblicz calki nieoznaczone,

(a) f :c(x-i—l)l(x-i-n) dz (b) f sirllx dz C ftg z dr
(@) [ ds © ot as 0 J g 4
(g) [e"sinzx dx (h) [ oo 97 i) J sz)s/z

Zadanie 2. Oblicz calke [ dz.

1
ax?+bx+c
Zadanie 3. Wyznacz wzor rekurencyjny na I, = | m dz.

Zadanie 4. Udowodnij wzory

(a) fﬁdx:arcsinx—l—C’ (b) fﬁdx:arsinhijC
(c) fﬁdx:arcoshx+0 (d) [ 52 doz = arctg 2+ C.

Zadanie 5. Wyznacz wzor rekurencyjny na [, = [ sin” x dz. Udowodnij wzor

(e
2 nseo (2n — D! (2n + 1!

Zadanie 6. Wyznacz caltki

(a) [ e —¢? dz, (b) f—si.n"’”cos% dz, (c) f(‘”“vl” dx, (d) fcosh4x dzx.

eT4e T sin? z-+cos = 1+22)3/2 42

Zadanie 7. Niech f: [0,7] — R bedzie funkcja ciagta. Udowodnij rownosé

/waf(sinx) dz = g/oﬂf(sinx) dz

Zadanie 8. Niech n,m > 0 beda liczbami naturalnymi. Udowodnij réwnosé

1 Im)!
/ (1 —x)" da = S UL S—
0 (n+m+1)!

Zadanie 9. Niech f:[0,1] — (0, 00) bedzie funkcja ciagta. Oblicz

A CESIE

Zadanie 10. Przypusémy, ze funkcja ciagta f : [0, 1] — [0, 00) spelnia fo ) do =
0. udowodnij, ze f = 0. Czy to samo jest prawda bez zatozenia cigglosci funkcp f?

Zadanie 11. Niech f : [-1,1 — R bedzie funkcja ciagla parzysta. Udowodnij

rownoscé
1 —|— ef” /
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Zadanie 1. Niech [, = foﬂ/4 tg"z dz. Udowodnij réwno$é I, +1,_, = —= dlan > 2. Wykaz, ze lim,, o0 I,, = 0
oraz

T (D"

4 HZ:O 2n+1°
Zadanie 2. Niech f:R — R bedzie funkcja T-okresowa. Udowodnij, ze

‘ 1 1 /7
lim f(nz) de = T/o f(z) dz.

n—o0 0

Zadanie 3. Niech f : [a,b] — R bedzie funkcja ciagta. Udowodnij, ze
b

lim [ f(z)sinnzdz =0.
n—oo a

Udowodnij réwniez, ze jesli f jest funkcja lipschitzowska, to istnieje stata C' > 0 zalezna tylko of f, a oraz b

taka, ze

C
< —.
n

/b f(z)sinnx dx

Zadanie 4. Niech f : [a,b] — R bedzie funkcja ciagla przyjmujaca wartosci w zbiorze [m, M] i niech ¢ :
[m, M] — R bedzie funkcja wypukta. Udowodnij nier6wnosé

@(ﬁ/{lbf(w) dx) < ﬁ/abgo(f(x)) dz.

Zadanie 5. Niech n > 1. Udowodnij nier6wnosci

n*m - nm
_ 2 _ 2 _
1 < kgo vn k2 < 1 + n.

Zadanie 6. Oblicz granice ciagoéw

n 1
I A D e

k=1 k=0

Zadanie 7. Niech f : R — R bedzie funkcja ciagla na R. Zalozmy, ze dla kazdego x > 0 mamy [* f(t) dt = 0.
Czy z tego wynika, ze f jest funkcja nieparzysta?

Zadanie 8. Niech f : [0,1] — (0, 00) bedzie funkcja ciagta. Dla p € (—o00,0) U (0, 00) Definiujemy || f|l, =

1/p
(f01 |f(z)P dx) . Udowodnij, ze dla —oo < p < ¢ < oo prawdziwa jest nier6wnos¢ ||f|l, < ||f|l;- Oblicz
granice

S [[fllp, o lm [l Lol

Zadanie 9. Dla n > 1 udowodnij rownosci

Lo @) S 1 (2n—3)!
/0(1—x) dx—m, /0 mdx_im

Wywnioskuj stad réwnosé fjozo e da = /7.

Zadanie 10. Niech a < b i niech f,g: [a,b] — R beda funkcjami ciagtymi (ogolniej — catkowalnymi w sensie
Riemanna). Niech p,q > 1 spehiaja 1/p + 1/q = 1. Udowodnij, ze

/ | (@)g()] d < (/ @) ) " (/ ot dx)w.
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Zadanie 1. Oblicz fol 2" In" z dz. Udowodnij roéwnoscé
1 oo
/ xVdr = Z n "
0 n=1

Zadanie 2. Niech f, g : [a,b] — R beda funkcjami catkowalnymi w sensie Riemanna.
Udowodnij nieréwno$¢

(/abf(:v)sinx dx>2+ (/abf(x)coszv da:)2 < (b—a) /ab]d(z) da

Zadanie 3. Niech f:[0,1] — R iniech 0 < p < ¢ < r. Udowodnij nieréwnos¢

LFIE 2 < B2 fle .
Zadanie 4. Niech f : [0,1] — [m, M]. Zalozmy, ze fo ) dz = 0. Udowodnij

nieré6wnosé )
/ f2(3:) dz < —mM.
0

Zadanie 5. Niech f : [a,b] — R bedzie funkcja klasy C' spelniajaca warunek
f(a) = f(b) = 0. Udowodnij nier6wnos¢

b
mas 17(0)| > 5= [ 1f@)] d

z€la,b]
T ginx
dzx.
e X

Zadanie 7. Niech f : [a,b] — R bedzie funkcja Wypuqu Udowodnij nieréwnosci

f(a;b)—b_ /f )+f()

Zadanie 6. Oblicz catke
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Zadanie 1. Wyjasnij, na czym polega problem z rachunkiem
1 2 / 1 2
-1 1
0:/ arctg L dx:/ 2de>0.
1 x 2+ (1 —a2)?

Zadanie 2. Wyznacz wszystkie wartosci parametrow a, b, ¢, d, dla kt()rych zbiezne sg catki

sinz)?(In(1+z 1/2 1—cosx)® sin(7x)
fo Gino) In(4z)" g, (b) _(cosa)® gy f1/2 dz.

z¢(tgz)® 0 (x—sinz)?’(Inx)c (Inz)*

Zadanie 3. Niech p,q € R. Zbadaj zbieznoéc¢ calek
a) f;roo sinz d (b) flJrOO [sinz| d (C) f+00 1 dz.

P xP 1 zP(Inx)?

Zadanie 4. Niech f :[2,00) — R bedzie funkcja ciagla. Zalozmy, ze |f(z)| < 1. Zbadaj zbieznos¢ catki
+0o0 ;
/ sin x do.
o 2P+ f(2)

Zadanie 5. Niech P, @ : R — R beda wielomianami, przy czym Q(z) > 0 dla z € R oraz deg () > deg P + 2.
Zatozmy, ze () posiada jedynie pierwiastki jednokrotne zi, 2o, ..., z,. Udowodnij, ze

™ Pla) =T ” sgn(Qz P(z)
Q) WG

Zadanie 6. Niech n > m bedg liczbami naturalnymi. Udowodnij réwnosé

/+oo me d T
rT ==
2n . 2m—+1
o 142 nsin (22t17)

Zadanie 7. Niech a,b > 0. Definiujemy funkcje B oraz I' wzorami

1 +o00
B(a,b) = / N1 — 2)"7 ! da, ['(a) = / e T2 du.
0 0

Udowodnij, ze dla 0 < a < 1 mamy

Udowodnij réwniez rownosci

I'(a)I'(b) a,b >0, ['(a)I(1—-a)=— T , 0<a<l.

B(a,b) =
(a,5) [(a+0b)’ sinra
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Zadanie 1. Niech f : R — R bedzie funkcja ciagla o okresie 2m. Niech g € R. Zal6zmy, ze istnieja state
L, > 0 takie, ze |f(xg +t) — f(xo)] < L|t] dla [t| < §. Udowodnij, ze szereg Fouriera funkcji f jest zbiezny
do f w punkcie xg.

Zadanie 2. Funkcje f(r) = %5* okreslong na [0, 27) przedtuzamy okresowo na R. Wyznacz szereg Fouriera
funkcji f. Dla jakich x € Rszereg ten jest zbiezny do funkcji f?

Zadanie 3. Udowodnij, ze dla kazdego x € (0, 7) prawdziwa jest rownosé
i sin(2n + 1
vt 2n + 1
Zadanie 4. Niech 0 < a < 1. Zalézmy, ze funkcja f : R — R o okresie 27 spelnia warunek | f(z+ ) flz)] <
C|h|* dla pewnej stalej C' > 0. Udowodnij, ze wspotczynniki Fouriera spelniaja a,, = O(n™%), b, = O(n™?).
Zadanie 5. Zalozmy, ze f jest funkcja 27-okresowa klasy C*. Udowodnij, ze a,, = o(n~*) oraz b, = o(n=*).
Zadanie 6. Niech f: R — R bedzie catlkowalna w sensie Riemanna funkcjg okresowa o okresie 2. Niech s,

beddzie n-ta sumg cze$ciowy szeregu Fouriera funkcji f. Definiujemy
so(x) + s1(x) + ... + sp_1(x)

on(z) = .
Udowodnij, ze
1 [t sin (2”—2“15) 1 [t sin (Mt)
n — —t)—2 L dt = — —t t)) ——2—L dt.
snle) =5 [ fa—p= A= o [ (=0 e ) =
o 1 [*" sin? 2 1 [T sin? 2
o(2) = — — 2 dt = — —t t 2 dt.
7 (91:) 2mn f(x ) sin? % 2mn J, (f(x ) + f(:v * )) sin? %

Zadanie 7. Niech f: R — R bedzie funkcja ciagla o okresie 2. Udowodnij nieréwnosé
inf f(z) <o,(x) < sup f(x).

z€[0,2n] x€[0,27]

Udowodnij, ze jesli 0, (z) = sup,cjo 20 f(7) t0 f = Sup,e(gaq f(2)

Zadanie 8. Niech f : R — R bedzie funkcja 27-okresows. Zalézmy, ze wspolczynniki Fouriera funkcji f
speliaja nieréwnosci |a,|n < A i |b,|n < B. Udowodnij nierowno$¢ |s,(z) — op41(2)| < A+ B. Wywnioskuj
stad nier6wnos¢

sinx  sin2x sin nw T

< —=+1 >1 R.
1+2++n_2+, n>1lxe

Zadanie 9. Niech (b,),>1 bedzie malejacym ciagiem zbieznym do 0. Udowodnij, ze szereg >, b, sinnz
jest jednostajnie zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy lim,,_,., nb, = 0.

Zadanie 10. Niech (b,),>; bedzie malejacym ciagiem zbieznym do 0. Udowodnij, ze szereg > | b, sinnx
jest szeregiem Fouriera funkcji cigglej wtedy i tylko wtedy, gdy lim,, ., nb, = 0.
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Zadanie 1. Niech ¢ > 0. Udowodnij nieréwnosci

2 +oo 2 ]. 1 +oo 2 2 1 2 2
tet / e dr < -, —/ e T2 Ay < Ze /2,
¢ 2 V21 Ji 2

Czy stata % W pierwszej nieréwnosci jest optymalna?

Zadanie 2. Udowodnij, ze dla dowolnego n > 1 istnieje liczba 0 < 6, < 1 taka, ze

nl = <E> V2mn e%.

e
W tym celu udowodnij tozsamos¢

1 1 1 1
ln(1+x)—2m(1+—x2+—x4+.. —m%—}—...), lz| <1

- 3 5 '+2k—i—1

i wywnioskuj nieré6wnosé
1
1 nta 141
e< |1+ — < e 12ty
n

Nastepnie udowodnij, ze ciag a, = % jest malejacy, ale ciag ane’ﬁ jest rosnacy. Wywnioskuj stad, ze
istnieje stata a taka, ze ane’ﬁ < a < a,. Nastepnie udowodnij, ze istnieja stale 0,6, € (0,1) takie, ze

1 (2n)! a oo,

—_— — —— ¢ 24n

Vvn(@2n—-1DI /2

i na tej podstawie wyznacz staly a.

Zadanie 3. Niech f : [a,b] — R bedzie funkcja ciaggla spelniajaca warunek

/abx”f(m)dx:()

dlan=0,1,...,N. Udowodnij, ze f ma przynajmniej N + 1 miejsc zerowych w przedziale [a, b].

Zadanie 4. Niech f : [0,1] — R bedzie funkcja nierosnaca. Udowodnij, ze dla kazdego 6 € [0, 1] prawdziwa
jest nieré6wnosé

1 0
9/0 f(z) dx§/0 f(z) dz.
9(z)

Zadanie 5. Niech g : [0,1] — R bedzie funkcja ciagla taka, ze istnieje skonczona granica lim, o+ .
Udowodnij, ze dla kazdej funkcji f : [0,1] — R klasy C' prawdziwa jest rownosé

lim n/ol f(z)g(z™) dz = f(1) /01 9(z) dz.

n—oo T

Zadanie 6. Niech a > 0. Wyznacz granice

1 n 1 n
lim n/ < dz, lim n/ * dz.
n—00 0o @ -+ x" n—00 0o a + x2n
Zadanie 7. Niech f bedzie §cisle rosngca funkcja klasy C! okreslong na przedziale [0, ¢] i niech f(0) = 0. Dla
dowolnych liczb a € [0, ¢| oraz b € [0, f(c)] udowodnij nier6wnos¢

/Oaf(:t) dx—i—/obf_l(m) dz > ab.
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W ponizszych zadaniech f" oznacza zawsze n-krotne zlozenie funkcji f, czyli
fr=fofo...of. Przyjmujemy rowniez f' = f.

Zadanie 1 (2 pkt). Niech f : [0,00) — R bedzie funkcja wypukta. Rozstrzygnij,
czy zawsze prawdziwa jest nier6wnosé

fla+b)+ f(0) > f(a) + f(b), a,b>0.

Zadanie 2 (3 pkt). Niech f : R — R bedzie funkcja ciagta. Przypusémy, ze dla
kazdego = € R istnieje liczba naturalna n(x) > 1 taka, ze f"@(z) = x. Udowodnij,
ze f2(x) = x dla wszystkich z € R.

Zadanie 3 (3 pkt). Niech f : R — R bedzie funkcja ciagla. Przypusémy, ze ist-
nieje n > 1 takie, ze f™ jest funkcja ograniczong. Udowodnij, ze f? jest funkcja
ograniczona.

Zadanie 4. Niech a,b > 0. Dla ¢ € (0, 1] Rozwazmy elipse

2?2
Ec:{(x,y)€R2 ’ §+ﬁ:c}'

Wyznacz dist(&1, E.).

Zadanie 5 (5 pkt, o). Niech f : (0,1) — R bedzie funkcja wypukla. Czy f musi
by¢ funkcja ciagla?
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Zadanie 1 (3 pkt). Niech f : R — R bedzie funkcja rozniczkowalna i niech f(0) = 0.
Przypusémy, ze f(z) + f'(z) <1 dla x € R. Udowodnij, ze f(1) <1—e"'. Czy to
oszacowanie jest optymalne?

Zadanie 2 (3 pkt). Niech z1,...,z, beda liczbami naturalnymi speliajacymi wa-

runek ", 27 = 1. Udowodnij nieréwnosé

cos(y) cos(xg) ... cos(z,) <

Bl

Czy stala 1/4/e jest optymalna?

Zadanie 3 (3 pkt). Niech f : [a,b] — R bedzie funkcja ciagta, rozniczkowalng na
(a,b). Udowodnij, ze istnieje ¢ € (a,b) takie, ze

! < f'(e) < !

a—c b—c

Zadanie 4 (5 pkt). Udowodnij, ze dla x € (0,7) i n > 1 prawdziwa jest nier6wnos¢

n .
sin kx

2 > 0.

k=1

Zadanie 5 (5 pkt, ). Liczby dodatnie py,...,p, 1 ¢1,...,q, spelniaja warunek
S pi= > ¢i- Udowodnij nieréwnos¢

> pilnp; > pilng.
=1 =1

Zadanie 6 (3 pkt). Dla = € [0, 1] udowodnij nier6wnosé

sinmx < 4x(l — x).
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Zadanie 1 (3 pkt). Niech f :[0,1] — R bedzie funkcja ciagta trzykrotnie réznicz-
kowalna. Zalozmy, ze f(0) = f'(0) = f"(0) = f'(1) = f"(1) = 0 oraz f(1) = L.
Udowodnij, ze istnieje ¢ € (0, 1) takie, ze f"”(c) > 24.

Zadanie 2 (3 pkt). Niech f : R — (0, 00) bedzie funkcjg dwukrotnie rozniczkowalna.
Rozstrzygnij, czy zawsze istnieje punkt xy € R taki, ze

f”<x0)

5 (z — 20)* > 0.

f(@o) + f'(zo)(x — 20) +

Zadanie 3 (4 pkt). Niech P :[—1,1] — [—1, 1] bedzie wielomianem stopnia n > 0.
Udowodnij, ze |P'(z)| < n* dla z € [-1,1].

Zadanie 4 (4 pkt). Niech f: R — R bedzie funkcja klasy C*°. Przypus$émy, ze dla
kazdego = € R istnieje liczba naturalna n(z) > 0 taka, ze @) (2) = 0. Czy funkcja
f musi by¢ wielomianem?

Zadanie 5 (5 pkt, e). Udowodnij nier6wnos¢

tg(sinx) > sin(tgz), « € (0,7/2).

Zadanie 6 (4 pkt). Niech ay,...,an, by,...,b, beda liczbami rzeczywistymi dodat-
nimi. Rozstrzygnij, czy funkcja

n

flx) = Z ay, cos(byx)

k=1

musi mie¢ miejsce zerowe.
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Zadanie 1 (3 pkt). Dla n > 1 definiujemy funkcje f,, : [0,00) — R wzorami

Mx)_{ (1-2)" zeon

10 T >n

Cry ciag funkcyjny (f,)n>1 jest zbiezny jednostajnie na [0, 00)7

Zadanie 2 (5 pkt, o). Zbadaj jednostajna zbieznos¢ na R ciagu funkcyjnego (f,)n>1,
gdzie

folz) =12 <g — arctg(n:p)) :

Zadanie 3 (4 pkt). Niech J C I C R beda przedziatami domknietymi. Niech |I|
oraz |J| oznaczaja dlugosci tych przedziatow. Niech P bedzie wielomianem stopnia
d. Udowodnij nieré6wnosé¢

sup [P(z)| < T, (2’” ) sup | P(x)],

zel |_J| ; zeJ

gdzie Ty jest wielomianem Czebyszewa stopnia d.

Zadanie 4 (4 pkt). Niech (a,),>0 bedzie dowolnym ciagiem liczb rzeczywistych.
Czy zawsze istnieje funkcja klasy C(R) taka, ze f™(0) = a,?

Zadanie 5 (3 pkt). Niech f,, : R — R beda funkcjami ciagltymi zbieznymi punktowo
do funkcji f: R — R, czyli f(z) = lim, o0 fn(x). Czy funkcja f musi mie¢ punkt
ciaggtosci?

Zadanie 6 (3 pkt). Przypusémy, ze ciag f, : [0,1] — R spelnia lim, o fo(z) =0
dla kazdego x € [0,1]. Czy musi istnie¢ przedzial I C [0,1] taki, ze ciag (f,) jest
biezny jednostajnie na I7
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Zadanie 1 (3 pkt). Przypusémy, ze szereg > - | jest zbiezny. Czy funkcja

nl\

jest gladka na zbiorze R\{ay, as,...}?

Zadanie 2 (3 pkt). Wyznacz punkty rozniczkowalnosei funkeji > 07 | < e Jlap=1,2.

n=1

Zadanie 3 (2 pkt). Czy szereg » >~ ,(—1)" jest sumowalny metoda Abela? Czy szereg ten jest
sumowalny metoda Cesaro?

Zadanie 4 (2 pkt). Czy szereg >~ (—1)""'n jest sumowalny metoda Abela? Czy szereg ten jest
sumowalny metoda Cesaro?

Zadanie 5 (2 pkt). Niech ) ° - a, bedzie szeregiem zbieznym i niech A;, = ZZ:O a,. Udowodnij,
ze
Jim & Z A Z an

Zadanie 6 (3 pkt). Wyznacz granice

oo
2

lim (—1) ™.
T—1~ 0

Zadanie 7 (5 pkt, ®). Wyznacz sume uogoblniong w sensie Cesaro i w sensie Abela szeregu

Z sin(nx).

Zadanie 8 (5 pkt). Zalozmy, ze szereg » -, a,sinnz jest zbiezny dla kazdego x € R. Zalozmy
ponadto, ze funkcja f(z) = Y 07 a,sinnx jest funkcja stala. Czy wynika stad, ze a, = 0 dla
wszystkich n > 17

Zadanie 9 (5 pkt). Zbadaj zbieznosé¢ jednostajna na przedziale [0, 1] szeregu

TL

Z 1_|_xnn

n=1
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Zadanie 1 (4 pkt). Niech a > 01i niech f: (0,1) — R bedzie zadana wzorem

e}

flz) = Z cos(i:na:)'

Wyznacz wszystkie wartosci k > 1, dla ktorych f € C*((0,1)).

Zadanie 2 (3 pkt). Niech n,m > 1 beda liczbami naturalnymi. Udowodnij rownosé

1 1
/ vV1—am dx:/ V1—a"dax.
0 0

Zadanie 3 (4 pkt). Udowodnij réwnosé

1 [" !
Ay = pM(m— )" sinzdr=2 Y (—1)’“”‘_(2 i . 9n—2k
n — 2k)!

= m ;
n<2k<2n

Udowodnij, ze dla kazdej liczby catkowitej ¢ mamy lim,, ., ¢"a, = 0. Wywnioskuj stad, ze 7 jest
liczba niewymierna.

Zadanie 4 (3 pkt). Niech C C [0, 1] bedzie standardowym zbiorem Cantora. Definiujemy funkcje
f:10,1] — R wzorem
1 zeC
fla) = { 0 zx¢C °
Czy funkcja ta jest calkowalna w sensie Riemanna?

Zadanie 5 (3 pkt). Niech f:[—1,1] — R bedzie funkcja ciagla.

(a) Czy z rownosci f_ll f(x)z™ dx = 0 spelnionej dla wszystkich liczb naturalnych n > 0 wynika,
ze [ =07

(b) Czy z rownosci f_ll f(x)z*™ dox = 0 spelnionej dla wszystkich liczb naturalnych n > 0 wynika,
ze [ jest funkcja nieparzysta?

Zadanie 6 (4 pkt). Zalozmy, ze f : R — R jest funkcja klasy C?, spelniajaca warunek f(0) =
f(1) = 0. Udowodnij nieréwnos¢

/0 P <o / @) @) d.

Zadanie 7 (5 pkt, e). Niech f:[0,1] — [0, 1] bedzie funkcja niemalejaca. Udowodnij nieréwnos¢

/Olf(x) do < 2/01xf(m) da.
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Zadanie 1 (3 pkt). Niech f:[0,1] — R bedzie funkcja ciagta. Udowodnij réwnosé

nli_)rgon/ol 2" f(z) de = f(1).

Zadanie 2 (4 pkt). Wyznacz liczbe r > 1 spehiajaca zaleznosé¢
+o00
1
/ ST P
o (L+ar)

Zadanie 3 (3-+4 pkt).

(a) Niech f:R — R bedzie funkcja rézniczkowalna. Zalozmy ponadto, ze f' jest catkowalna w
sensie Riemanna na [0, 1]. Udowodnij rownosé

Jim Ciéf (%) —n/olf(x) d:c) _ —%/01 F(z) dz.

(b) Niech f:R — R bedzie funkcja gtadka i niech & > 0 bedzie liczba naturalna. Udowodnij, ze

istnieja liczby rzeczywiste aq, ..., ax zalezace od funkcji f takie, ze
n—1
1 l a; . ap a 1
i wyznacz liczby ag,...,ax. Co mozna powiedzie¢ o tych liczbach, jesli f jest funkcja 1-
okresowa?

Zadanie 4 (4 pkt). Niech f : [0, 1] — R bedzie funkcja catkowalng w sensie Riemanna spelniajaca
warunek 0 < f(x) < x dla z € [0, 1]. Udowodnij nieréwnosé

/01 (f(:c)—/olf(t) dt)zdx§5(3;—4\/_5)'

Czy stata po prawej stronie jest optymalna?

Zadanie 5 (5 pkt, e). Niech f,g: R — R beda funkcjami ciagltymi. Zalézmy, ze g jest funkcja
1-okresowa. Udowodnij rownoscé

i [ swigtne) do = ([t an) ([ oty ar).
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Zadanie 1 (4 pkt). Niech f:[0,1] — (0, 00) bedzie funkcja ciggla. Definiujemy

/f Jn f(x dx—(/f dx)ln(/f dx).
@f):sup{/olf(x)g(x) ar | /0169@) dr < 1, geC([O,l])}.

Wskazowka. Udowodnij, ze dla v > 0 i v € R mamy

Udowodnij, ze

w < ulnu —u -+ e’.

Zadanie 2 (5 pkt) Niech f,g : [0,1] — R beda funkcjami ciaglymi speiniajacymi warunek
fo ) do = fo dz = 1. Udowodnij, ze istnieje przedziat I C [0, 1] taki, ze

/If<x> da::/]g(x) dr — %

Zadanie 3 (4 pkt). Niech f:[0,1] — R bedzie funkcja ciagta spelniajaca warunek

/f dw—/xf()

Udowodnij nier6wnosé fol f2(z) do > 4.

Zadanie 4 (6 pkt). Niech f: R — R bedzie wielomianem. Definiujemy

1) = %27 /: f(w)e*1? da.

Udowodnij, ze powyzsza calka jest zbiezna. Dla n > 0 definiujemy H, = (—1)"ew2/2% <€_$2/2>.

Udowodnij, ze (H,,H,,) = n!d, ;. Udowodnij rowniez, ze dla dowolnego wielomianu f prawdziwa
jest nieréwnos¢é

(f2) =" <((?).
Udowodnij, ze jesli f jest funkcja parzysta, to

(12— (12 < 2 ().

-2
Czy powyzsze nierébwnosci sa prawdziwe dla dowolnej funkcji ciagtej o zwartym nosniku?

Zadanie 5 (4 pkt). Niech f,g : [0,1] — R beda funkcjami wklestymi spetniajacymi warunek
f(0) =g(0) = f(1) = g(1) = 0 oraz f(z) > g(x) dla = € [0,1]. Rozstrzygnij, czy prawdziwa jest

nieré6wnosé ) .
/ V14 f'(x)? dxz/ V1+g'(x)? da.
0 0

Uwaga! Nie ma pisemnego.
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Zadanie 1 (3 pkt). Oblicz

/+oo dz
foo L@t b

Zadanie 2 (e, 5 pkt). Zbadaj zbieznos¢ catek

(a) f1+oo sin(z®) dz, a €R, (b) fol sin(z*) dz, «a€R,
(c) [ sme_dz, a€0,1), (d) [ et dz, a > 0.

Zadanie 3 (3 pkt). Oblicz funkcje pierwotna
/ dx
sin® x + costx

Zadanie 4 (3 pkt). Wyznacz rozwiniecie w szereg Fouriera funkcji f : [—m,7) — R zadanej
wzorem f(x) = e®, rozszerzonej na R do funkcji 2m-okresowej. W jakich punktach szereg Fouriera
funkcji f jest zbiezny do f7

Zadanie 5 (3 pkt). Rozwin w szereg Fouriera funkcje

| —In|2sin(5)| = # 2k,
f(x)_{ 0 v =2kr

Zadanie 6 (3+3 pkt). (a) Niech (B,)22, bedzie ciagiem zadanym réwnaniami rekurencyjnymi,

- 1
<"Z )Bk:O, By=1.
k=0

Zdefiniujmy funkcje

emgzl CL’#O
1 z=1"

Udowodnij, ze B, = f™(0).
(b) Wyznacz wszystkie x € R, dla ktorych prawdziwa jest rownosé
) Bn .
f(z) = Z —z".

n!
n=0
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Zadanie 1. Udowodnij, ze funkcja

=3 ()

n=1

jest klasy C*°(R). Czy f jest funkcjg okresowg?

Zadanie 2. Niech f : R — R bedzie funkcja ciaglta 27-okresows. Udowodnij réwnosé
1 2) + ... 1 [
T Jo

n—oo n

Wskazéwka. Pokaz najpierw teze dla funkcji fi.(t) = e*™* k € Z.

Zadanie 3.
(a) Niech a € Rib € [0,1]. Udowodnij nieréwnosé

vV14+a?2—ab> V1 -2

(b) Niech f:[0,1] — R bedzie funkcjg klasy C'. Przypuéémy, ze dlugosé wykresu
funkcji f jest réowna wartodci funkcji f w punkcie 1. Udowodnij, ze

/Olf(x) dz > /4.

Dla jakiej funkcji w powyzszej nieréwnosci zachodzi rownosé?

Zadanie 4. Niech f : R — R bedzie funkcja klasy C*°. Zalézmy, ze dla wszystkich
n > 1 mamy f(1) =0 oraz |f™(z)| <1 dla kazdego z € R. Udowodnij, ze f jest
funkcja staly. Czy teza jest prawdziwa bez zalozenia |f™(z)| < 1 dla € R? Czy
teza jest prawdziwa bez zalozenia f(2) =0 dlan > 17

1



Zadanie 5. Niech n > 1. Zalozmy, ze funkcja f : R — R jest funkcja ograni-
czong klasy C™ i f jest lipschitzowska. Udowodnij, ze funkcje f', f”, ..., f™ sa
ograniczone.

Zadanie 6. Udowodnij nieréwno$é

(sinz)™* < (cos )%, x e [0,7/4].

Zadanie 7. Niech f : (0,00) — R. Udowodnij, ze funkcja x f(z) jest wypukla wtedy
i tylko wtedy gdy wypukla jest funkcja f(1/z).

Zadanie 8. Niech f : [0,1] — [0,1] bedzie rosnaca funkcja wklesta spelniajaca
f(0)=01 f(1) = 1. Udowodnij nierownos¢ f(z)f'(z) < 2? dla z € [0, 1].

Zadanie 9. Zalozmy, ze p, q sa liczbami wzglednie pierwszymi. Udowodnij réwnosé

[y

Zadanie 10. Niech f : [0,1] — R bedzie funkcjg ciagla. Zalozmy, ze fol 2¥f(x) do =
0dlak =0,1,...,n — 1 oraz fol 2" f(x) dz = 1. Udowodnij, ze istnieje punkt
xo € [0, 1] taki, ze |f(xzo)| > 2"(n + 1).



