
Przykªadowe zadanie ze statystyki

Zadanie 1. Próba X1, . . . , Xn pochodzi z rozkªadu wykªadniczego o nieznanym

parametrze θ. Znale¹¢ estymator najwi¦kszej wiarygodno±ci dla θ.

Rozwi¡zanie: Warto±ci¡ estymatora najwi¦kszej wiarygodno±ci b¦dzie taka
warto±¢ parametru θ, dla której funkcja wiarygodno±ci przyjmuje warto±¢ naj-
wi¦ksz¡. Poniewa» rozkªad wykªadniczy jest rozkªadem ci¡gªym o g¦sto±ci
θe−θx, to funkcja wiarygodno±ci ma posta¢:

L(θ;x1, . . . , xn) =
n∏
i=1

θe−θxi = θne−θ
Pn

i=1 xi .

Aby znale¹¢ θ, dla którego L przyjmuje warto±¢ najwi¦ksz¡, obliczamy po-
chodn¡ po θ:

nθn−1e−θ
Pn

i=1 xi − θne−θ
Pn

i=1 xi(
n∑
i=1

xi).

Przyrównuj¡c pochodn¡ do zera dostajemy

θ =
n∑n
i=1 xi

.

Wypadaªoby jeszcze uzasadni¢, »e jest to lokalne (a zatem i globalne) maksimum.
Mo»na w tym celu np. obliczy¢ drug¡ pochodn¡ L. Najpro±ciej jednak jest
powiedzie¢, »e L(0;x1, . . . , xn) = 0 i limθ→∞ L(θ;x1, . . . , xn) = 0, a dla θ =

nPn
i=1 xi

funkcja L przyjmuje warto±¢ dodatni¡, wi¦c gdzie± musi mie¢ maksimum

i musi si¦ tam zerowa¢ pochodna. Jest tylko jeden taki punkt � ten który
znale¹li±my.

Z powy»szych rozwa»a« wynika, »e estymator najwi¦kszej wiarygodno±ci θ̂
dla θ ma posta¢

θ̂(X1, . . . , Xn) =
n∑n
i=1 xi

.

Warto zwróci¢ uwag¦, »e estymator ten nie jest okre±lony dla x1 = . . . = xn =
0. Nie jest to jednak du»ym problemem, poniewa» sytuacja taka zdarza si¦ z
prawdopodobie«stwem 0.

Uwaga: Je±li zadanie tego typu pojawi si¦ na egzaminie, to brak uzasadnie-
nia, »e znalezione miejsce zerowe pochodnej L rzeczywi±cie jest jej maksimum
nie b¦dzie traktowane jako du»y bª¡d.


