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L̂ = AT;SU� 1D � 1; Û = D � 1L � 1AS;T ;
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'

Jg����$[�HG

U

?

"��C�

'

� �

�

�&�O�

�

�i$["TG����

'

�&���
"� ["

	

B̂ G(���

'

����DY�HGb�� e�

�

�8��D`"\E��i�

�

��"�����$����������� ���J
� ���C�HN

"

	 


�

A

�����g�& ��J��
$ �
 R�.�C�
"� 

U

�

�����

�`�

�=�����#��J��
$ �
 R�&���
 ��L�

�

� �R���F�

'

"�J

A

$  �& �GI�

�

� �R����� ��"

�

"

	

A � 1 U

�

���� +�
$ $[�HG��g�&���

'

"� (���

% A

�H 

'

�h"

	�@O�

��"�����$

'(U���
h�

�Z���H�L�

�

�

	

"�J
J�"

�

�� ��b��J
��"���� �

�

$ �

�R �G��� �� NY�H�

	

�

'

�h$[�&�

')�

�� ����e�� ^���� ��H�C��J

�3�

J���"���� �

�

$




�[�� �G DR��Jg�& 

'

�HG D(�
NR���F�C� �C�

�3�

J���"�


��� �

�

$

(

�S���C��N

�

�

UQ@O�

�H���8��J���"������

�

$ ����� ���
$ N�J

#

$["TG�� �

'

�&���
"� ��S"

	M�

J
��"������

�

$

�

�& �G

�

J���"�


��� �

�

$

���

DR������GI"� e�

�

�

!

J
��$[�� R�&�C��"� 

@O�

��"�����$

U

�
Q�5+*�,�� / ]/_ �<]_:

A@R M Rgd H&R Rgd M R / A �

>

R M

e

MBCED ? D�. H&RTDGAa. D�.

`

CcbLA@SUD RgdL? �"H&C?/ H �

> >

0 FNFNMNM J

>

i

  dLD

>

D

>

"BMNF H�0

>

M ( ~A(G) � 1) i;i = ( ~A(G) � 1) j;j = 0�

>

A	Rgd M R3d M h@H&C?0 M�A:f ( ~A(G) � 1) j;i JLA)M

>

.OA@R F d H!.�bLM J�0 SUD�.�b Rgd M MBCED ? D�. H&RTDGAa. A:fIR3d M i � R3d	S A./ H!. J Rgd M j � Rgd�FNA@C?0 ?*. i

Z

4MQ[0`,PQ�5 / ]/_ � ] �

A@S H!. �

e

SBD ? M p = �( n2) �<R3d M Fp D ?

e

C MB? M$. R H&R DGAa. A:f

`

CcbLA@SUD RgdL? �

�

`

CcbLA@SUD R3dL?��-��D

>

H!. O(n3) 5 Aa. R M , H&SUC A H&CcbLA@SUD R3dL? �„. J&D�.�b H

e

MBSgf MNFBR ?QH&R F dLD�.�b D�. H

��"NH&C H!.OFNM J " D

e

H&SURTD R M�� b&S H

e

d G d HSh)D�.�b Aa.OM)i



'

� �����9�����*����� �����9	>� ��� ����� ���H	:���H����	������ � ���X	��9� �

<	>��	:�	����	�
��

+-,3. 0K,
	g2P4�5 9 8

��$[N�J�� $[�&�

')�

�
 �� ��J���"���� �

�

$

8X;>=�C*$M!




=��Q@

���

;:? 
 �

G �

G

M := ;
'

"�$ N

A

���

~A(G) � 1
OF0K,

i := 1
2�0

n
>�0

	3O

�

�

� i 

�

�

��"

�

�
�O �"&�

#

�H�;��J��
$ �
 R�.�C��G

2P4�Q��

�R (G j �

A�')�

�

�

�&� vi vj 2 E(G) �� �G ( ~A(G) � 1) j;i 6= 0
M := M [ f vi vj g
G := G � f vi ; vj g

A

N`GR�&���

~A(G) � 1
D

#

��J��
$ �
 R�.�C�
 (�#�

�

� i 

�

�

��"

�

�� �Ge�

�

� j 
 �

�h'

"�J

A

$  

�� (Gb�

�

�� h�

�

� j 

�

�

��"

�

�� (Gb�

�

� i 
 �

�b'

"�J

A

$[ 

,PQ[2 �7,
�

M

+-,3. 0K,
	g2P4�5 �
8

��$[N�J�� $[�&�

')�

�
 �� ��J���"���� �

�

$

�

D��
NR�&���C� �C� E��������
"� �

8X;>=�C*$M!




� ;:C �9I�@�; @
!




=��Q@

���

;:?�
��

G �

G

M := ;
'

"�$ N

A

���

~A(G) � 1
�

�

�

�8D���NR���F�C�����_�

#

$�D`"�J��

'

��G

-

�

'

�H 

'+#

$[�&�C���

���

OF0K,

i := 1
2�0

n
>�0

�� �G j �

A�')�

�

�

�.� ui vj 2 E(G) �& �G ( ~A(G) � 1) j;i 6= 0
M := M [ f ui vj g
G := G � f ui ; vj g

A

NYGR�.�C�

~A(G) � 1
D

#

�HJ
�
$ �
 ��&�C�� ��#�

�

� i 
 �

�

��"

�

�& �Gb�

�

� j 

�

�h'

"�J

A

$  

,PQ[2 �7,
�

M

j

S A)A:f&i

@O�

� �R�����#NR���F�8"

	

�

�

�X�

�

��"�����$

	

"�J
J
"

�

�

	

��"�$ �

�

�

	

�

'

�i�

�

�&�8D`"��

�

�&J
��"������

�

$[�;�����

�

% A

� E&��J
�H �O��"��

�

�8�&J
��"������

�

$ "

	�I

��D(�
 h�� �G

E

�

R

�
���� ��

UB@O�

�i�C��$[�

'

"�$ N�J
�

�

���

#

�
� O(n3) D

#

7

�

'

�

�

U(' ���

D`�

'

�

A

���LD`"��

�

��J���"���� �

�

$ �<N`���

	

"���$ O(n3) "�NY�H�C�&���
"� (�O�
 Z( ~E) �� (GI"� (J

#

n "

	

�

�

��$ �����8G���ET�
���
"� (�

U

!

E��� [�

�

"

A

�

� �

J
��"������

�

$




�� �G

�

J���"������

�

$

(

��������J�"

�

�H�P�

�

�� 6�

�

�

=

�

'

��J
� 


E

�

R

�
���� ��V��J�


��"������

�

$�"��S"��

�

���

	

���F� ��$[N(J
��$ �� ]�C�&�C��"� ��a"

	

�

�

�

!

G�$ "� �G�� ��J
��"���� �

�

$

�

�

�

�

#

�����;�

�

�C���H$[�HJ

#

����$[N(J
�i�� (Gb$ �
�

�

�<DY�#�X���H���
"

A

�ON��C�

'

�C�

'

��JM��J������� ��&�C� E��

U ;

 b�

�

�8����$[���� �G����>"

	

�

�

�
�

')�

��N(�C�H�

�

�;�

�

"

�

�

�

�&�PD

#6A

���
 ��

	

����� �
$ N�J���$ �� ]�)�&���
"� (��"

	 


�

A

�����
�� ��J
��$[�� R�&���
"� 

���

�

'

�& [D`�W�&�P�

�

�

'

"�$�D��
 ��&�C"����g��JY��J���"���� �

�

$ �>�� e�C����$[�O"

	

���

#

$[N(��"��C�

'i'

"�$ N�J��

�

���

#

���

�

�HJ
J

U

* ��� � (�� �21 +,( +�� � ��+�� 3%( !�0 -/.,0�$21 ( +43#&

@O�

��"

A

�

�

"

A

�=�

�

�%J
�����#�

�

�����Z���

'

�C�
"� ��

�

�e�

'H'

"�$ NR�� �����G!�HE��H�

#

�

�

�H"����H$ �& �G �HE����

#

��J���"�


��� �

�

$

�

���

�

� �C�8D��
N����������C�LE���������"� 

U @O�

�
�#$[���

�

�

�

�WE�� ���H��$ ��G!����G

A

 �GR�� ]�

�

���� 

'

�6"� (�

'

�� 



�������

���

� �����

�

��� ���������

�

��� ��
 ��
��

�

�����

' '

��J

�

�

#

�

A

���8�

�

�8���H �������J���J
��"���� �

�

$

U

�

"

�

�1E����

�

�
 Z�

�

�
�<���

'

���
"� 

�

�8�

�

"

�

�

�

�&�

�

J
��"������

�

$

(��

�

�

�iD���NR����������� E��H������"� h"

	��

J���"�


��� �

�

$


��R'

�� b�W�����
J

#

D`�#$ "TG�� �R�HGe�C"

�

"��

%

�
 e�C��$[� O(n! )
U 8

�
$ �
J
���P�
$ N���"\E��H$[�H ]�;�� 

'

�����

"

	M�

J���"������

�

$




�
�  �"��>J
�

%

��J

#

�C"��

A�'�'

����G

U �

J��

�

"

A

�

� �

�i��� E�� �� O(n! ) ��J
��"������

�

$

	

"��P�

�

�

���� (���C�&J

'

�����#�� e�

�

�8 ��

�

�����

'

���
"� 

�

�����
�O ("���"� �J

#

$

A�')�

$ "����

'

"�$[N(J
�

'

�&�C�HG

�

D

A

�;��J
��"

A

���H�

�

�

�8D���NR���F�C�����i��J���"���� �

�

$ "

	

�

�

�
�����

'

�C��"� b�����X�

A

D���"

A

���
 ��

U

f �

�� 

�

�

'

"�$ NR�����

�

J
��"���� �

�

$

(h�

� �

�

�

�

�




�

A

�����g�& d�HJ
��$[�� R�&�C��"� �&J
��"������

�

$

�3�

J���"�


��� �

�

$

�

�

���

�

'

�� 6���H���

�

�&�Q�

�

�

#

�&���O�������H ���g��J�J

#

�

�

�O����$[���&J
��"������

�

$

U�@O�

��"� (J

#

G(���Y�����H 

'

�

�
�#�

�

�&�L�
 

�

J���"���� �

�

$

(I�

�

')�

"V"����e�bN���E�"��

���

�

')�

 �"��="� �J

#

�
�= ("� �


R

����"

�

D

A

����J
��"

'

"�� 


���H��N`"� �G��Z��" �+������N

�

��G(���

U @O�

���Z��G(G������
"� R�&J����

% A

������$ �� ]�

'

�� ��������J

#

DY� �
 

'

J

A

G��HG �
 

�

J���"���� �

�

$

�S�

���

�

��J
J ���%�� �

�

�

�

"�N

'

��"

	

� 


�>A

 

')�

�&J
��"������

�

$

�/�

J
��"������

�

$

'

�

U f

� ���H�

�

J���"���� �

�

$

�(U

+-,/.10K,
	32�4�5 �

O(n! ) D���NR�����������_$%�.�

')�

�� �� ��J
��"������

�

$

� ;:C ��I�@�; @
!




=��Q@

���

;:? 
 �

G �

G

A := ~A(G) � 1

=N�Q@

���




L




E9! IB@�;

�

! 8 �

1; n �

=��Q@

���




L




EB!*I�@�;

�

! 8 �

p;q�

G

	3O

p = q
2P4MQ��

�R (G �� 

A

 ($%�&�

')�

��GhE��H�����

�

vr
�

�

A(')�

�

�

�&� upvr 2 E �& �G A r ;p 6= 0
J
�

R

��J

#

��J��
$ �
 R�&���;�

�

� r 
 �

�

��"

�

�� �Gh�

�

� p
 �

�h'

"�J

A

$  e"

	

A
Q�,/T)Q

m := bp+ q
2 c

=��Q@

���




L




EB!*I�@�;

�

! 8 �

p;m �

A

N`GR�&���i�

�

�

A

 ��HJ
��$[�� R�&�C�HGZ��"

�

���
 

'

"�J

A

$  �� m + 1; : : : ; q "

	

A
=��Q@

���




L




EB!*I�@�;

�

! 8 8 �

m + 1; q�

Z

4MQ[0`,PQ�5 / ] 6��<] �

A@S2H!. �

e

SUD ? M p = �( n2) � Rgd M Fp D ?

e

C MB? M$. RGH&RTDGAa. A:f

`

CcbLA@SUD R3dL?�� D

>

H!. O(n! ) 5 Aa. R M , H&SUC A H&CcbLA@SUD R3dL? �„. J&D�.�b�H

e

MBSgf MNFBR ?QH&R F dLD�.�b D�. H " D

e

H&SBR D R M�b&S H

e

d G
d HSh)D�.�b Aa.OM)i

j

SNA)A:f&i

�

J
��"���� �

�

$

�

���8��J
$ "����;�
G(�� ]�C�

'

��J7�C"Z�

�

�

�

"�N

'

��"

	

� 


�>A

 

')�

��J���"���� �

�

$

�

"� �J

#

��"�$[�

$%�.�C���

�

����J
�&�C�HGb ("��C��"� ��

�

�WE��#D`���� b�

�V')�

�& �����G

�

���

�

������N

�

���HJg�&����Gh"� ��H�

U

I

�� �G("�$[�

R

�&���
"� Z�� R��J

#

���
�O�����

�

�#�C��$ �#���

	

"��

�

J
��"���� �

�

$

(��

�� �Gh�

�

�8�C��$[�

'

"�$ N�J
�

�

� �

#

�
�O�

%TA

��J9�C"X�

�

�

'

"�$[N(J
�

�

� �

#

"

	

�

�

�

�

"�N

'

��"

	

� 


�>A

 

')�

��J
��"������

�

$

U

;

 

'

�����%"

	

���� (���C�&JP���C��N

�

�

�

G(��J
�1�C�� �� vi �� �G vj
	

��"�$ G
'

"���������NY"� �G��L��"I�HJ
��$[�� R�&�C�� ��

�

�

� i 

�

�

��"

�

�� �G%�

�

� j 

�

�Z'

"�J

A

$  e�� �G[�

�

�H Z�

�

� j 
 �

�

��"

�

�& �GZ�

�

� i 

�

�Z'

"�J

A

$  

Ua@O�

���<�
�

 �"��

�

"

�

�

�

�

A

�

A

�&J




�

A

�����g�� [��J��
$ �
 R�&���
"� 

�

"��

%

�

�

��"

�

�

'

�� � ("��

A

��� �

�

�

�

"�N

'

��"

	

� 


�>A

 

')�

��J
��"���� �

�

$ G������

'

�CJ

#�Uaf

�iDY�HJ
�
�1E��_�

�

�&�O�

�

�����8���< �"

�

�

#

��"XNY�H�

	

"���$ �

�

�
�

%

�
 �Gh"

	 


�

A

�����g�� 

��J��
$ �
 R�&���
"� I�
 c�C��$[� O(n! )
A

���
 ��h�

�

�[J
�

R+# '

"�$ N

A

�)�.�C�
"� �C�

')�

 ��

% A

�H�="� �J

#�U ;

 +"���G����8�C"



' 	

�����9����� ����� �����

�

� ��� ���������

�

���H���

�

����� � ���

�

�9� �



�

�

�

�	���

�


��

��N�N(J

#

�

�

�����

�

�[ (����G!��"�$ �

%

�
 �Gd"

	

�
 

	

"���$%�.�C�
"� ��D`"

A

�8�

�

� �HJ
��$[�� R�&�C��"� "���G��H�

�

��"h�

�

�.�

�

�

'

�� cG���J
�

# A

N`GR�&���
 ��%�

�

�XNR���F�C�_�

�

�&�#�����X��J
��$[�� R�&����G J
�&�C�H�

U�;

 

�

J
��"���� �

�

$


%�

�

�

�\E��

 �"6�

A(')�

�
 

	

"���$[�&�C��"� 

U

* ��� � ��+�� 3#(-!�0 � � 1 (�� � ��+,(�$'!

�

�

	

"����

�

���F�)���F�

�

���

�

�

�

������ (���C�&J

'

�����

�]�

� �R�����P�
 ]�C��"VG

A�'

���_E��H�

#

�� �������������
 ��#��N(N�J
�

'

�&���
"� 

"

	

�

�

�




�

A

�����
�� d��J
��$[�� R�&���
"� ���

')�

 (�

% A

�

U ;

 

'

�
G��H ]�)��J�J

# �

���#���L�&J
��"h�

�

�

%

�

#

�
 �������G����� ]�#"

	

"

A

�O$[�&�

')�

�
 �� ��J���"������

�

$

	

"��<�

�

�8���H �������J

'

�����

U

Z

4MQ[0K,VQ�5 / ]^6<_ ] B

MBR G "BM H b&S H

e

d�d HSh)D�.�b H

e

MBSgf MNFBR ?QH&R F dLD�.�b i

�

A@S H!. ��?QH&R F dLD�.�b M
A:f G � H!."D�.OFBC?0

>

DGAa."?QH
� D ?QH&C�H&C C A./ M J

>

0#" ?QH&R F dLD�.�b M 0
A:f M F H!.*"BMaf A.0[. J[0

>

D�.�b O(n! )
A

e

MBS H&RTDGAa.

>

D�. Z( ~E) i

j

S A)A:f&i

�

"� ����
G��H�O�

�

�

	

"�J�J
"

�

�
 �����J
��"������

�

$

U

$

�H� M = f v1v2; v3v4; : : : ; vk� 1vkg �� (GeJ
�H� vk+1 ; vk+2 ; : : : ; vn D`� �

�

�

A

 �$%�.�

')�

�HGZE���� 


�C�

'

�H�

U

�

"�$ N

A

�C�6�

�

�%�
 ]E�������� A(G) � 1
�� (G NY�H��$

A

�C� ���C�#��"

�

�=�� �G

'

"�J

A

$[ ��#��"b�

�

�.�=�

�

�

��"

�

"���G��H�O�
� v1
�

v2
�

v3
�

v4; : : : ; vn �� �Gh�

�

�

'

"�J

A

$[ e"���G�������� v2
�

v1
�

v4
�

v3; : : : ; vn
�

vn� 1
U*?

"

� �

N`���

	

"���$




�

A

�����g�� d��J��
$ �
 R�.�C�
"� "

	

�

�

��������� k ��"

�

���� (G k
'

"�J

A

$[ ��

A

���
 ��

�

J���"������

�

$

�

�

���

�

�

%

��N�N��
 (�

�

�����

I

��$[���

%

�

U

� �

�

U @O�

�X�HJ
��$[�� R�&�C�HGh��"

�




'

"�J

A

$  N����
���

'

"������H��N`"� �G ��"e�

$[�

�

�
$[��JY�

A

D�$[�&�

')�

�
 �� M 0
"

	

M
U

I

�& �G�"�$ �

R

�&�C��"� "

	

�

�

�eE��������

'

�.�C�
"� ��J
��"������

�

$ ����E��� ��D`"�E��

'

�� � ("�� DY�

'

�������
��G "

A

�

A

���
 ��e�

�

� ���
$ N�J
�����

')�

 (�

% A

�

A

���HG+��"

	

���

Ul;

 ������W��G

���

�

A

���

@O�

��"�����$

�

U(' '��

D

A

� �������

�

�

 ��H��GI��"

')�

���C�

'

�C�H���

R

�i�

�

�8���&�C��"� R��J

	 A

 

'

���
"� (�

R

����"�

�����F�C��GID

#

�

�

�iE��������

'

�.�C�
"� I�&J
��"������

�

$

U

�
QX5 5+* / ]^616 ] B

MBR G = (V; E) "BMPH ��" D

e

H&SURTD R M�� b&S H

e

d-d HSh)D�.�b�H

e

MBSgf MNFBR ?QH&R F dLD�.�b � H!. J

C MBR

~A = ~A(G) "BM D R

>

��" D

e

H&SURTD R M��

>

�'?-"BA@CEDGF�HKJ 	,HLFNM$.OF � ?QH&R SBD��[i   d M$.#�6H&C C Rgd MM.OAa. �

�

MBS A

M$. R SBDGM

>

A:f

~A � 1
d HSh&M f A@SB? g=h��/ d MBS M g D

>

H

e

A@C��a.OA@? D H&C:A:f JLMkb&S MNM O(n) H!. J d H

>

H

.OAa. �

�

MBS A O(1) FNA)M/. FBDGM$. Rki

j

S A)A:f&i

$

�H� ( ~A � 1) i;j = det ~A j;i =det ~A DY�% �"� �


R

����"

U 8

�
 

'

� det ~A j;i
�
�X� N`"�J

#

 �"�$[�
��JQ"

	

G��H�����H� n � 1
���

�8"� (J

#

 (����Gb�C"6�

�

"

�

�

�

�&��� �

�

�����X �"� �


R

�H��" O(1)
'

"V�

'['

�
�H �

U

;

 ��

�

�>D��
NR�&���C� �C�

'

�����

~A j;i = ~A(G� f uj ; vi g)
�

��"_�

�

�

'

Jg����$

	

"�J
J�"

�

�

	

��"�$

@O�

��"�����$

'(U
�TU

$

�H�

A

�

'

"� �����G����8�

�

�[���H �������J

'

�����

UZf

"��

%

�
 (�

�

� �

�

�

�

� G��H������$ �
 ��� ]�L"

	 ~A j;i
���L�bD����

�

� %]�

����G

�

�
 ��F�C����G

�

�

'

"� (���
G(���O�

�

�

	

"�J�J
"

�

�
 (��$%�.�C���

� G

(B j;i )x;y =

8
<

:

~Ax;y �

	

(x 6= j ) �� �G (y 6= i )
1 �

	

(x = j ) �� �G (y = i )
0 "��

�

���

�

�����

;

7

��"�$

$

��N�Jg�

'

��� �O�

�

NR�& �����"� 

	

"���$

A

J
�

�5@O�

�H"����H$

�

U �

�>���

	

"�J
J
"

�

�<�

�

�&�

det ~A j;i = (� 1)i + j detB j;i :



����� � � �*��� ����
 ���������

�

��� ��
P��
��

�

�����

' �

f

�

�

�WE��

detB j;i =
X

� 2 � n ;� (j )= i

(� 1)sgn(� )
nY

k=1

B j;i
k;� (k) =

=
X

� 2 � n ;� (j )= i

(� 1)sgn(� )
Y

k2f 1;:::;j � 1;j +1 ;:::;ng

~Ak;� (k)

@O�

�h �"� �


R

�H��"c�C����$[�X"

	

�

�

�
�X�

A

$

�

�WE��h�

�

�

	

"���$ (� 1)sgn(� )
Q

k2f 1;:::;j � 1;j +1 ;:::;ng xk;� (k)
�

���

����� � (j ) = i
U 7

"�� �� 

#

�

A�')�

�C�H��$

�

�

�

�

'+#T'

J��=G��

'

"�$ NY"��������
"� h"

	

� ��� E��H� �

'

"\E��H���
 (�Z"

	

G
'

"� ����
�����
 ��e"

	

� vi 
 vj 
 N��&�

� �

D

A

�i �"&�i ��

'

�����C�����
J

#

�

'+#T'

J��

�

���
 

'

�

�

�XG("e �"��

%

 �"

�

�

	

vi

�� �G vj �����; ��H�
�

�

D`"

A

��� � �& �GZ�#���H�>"

	M'(#T'

J
�H�

U*;
	

�� 

#

"

	

�

�

�H���

'(#V'

J
�H�

�

���P"TG�G%J��� ����

� �

�

�

�H 

�

�

�i������$

'

"���������NY"� �G��
 (� ��" �
'

�� 

'

�HJ
��"

A

�

�

� �

�

��"�$ �8"��

�

���<�C�H��$

� -�A

�F�;J��

%

�i�
 e�

�

�8N���"V"

	

"

	S@7A

������� �

@O�

�H"����H$

U@;
	:�

"� I�

�

�L"��

�

�H�

�

�& �G

�

�&J
JM�

�

�

'+#T'

J
���

�

�WE����1E��� cJ��� ����

� �

�

�

�H �

�

�

�

�

�i������$

'

"���������NY"� �G��
 (� ��" � ��� E��H�;�X �"� �


R

����"

'

"� ������D

A

�C��"� Z�C" det B j;i U

8

�
 

'

� det ~A j;i 6= 0
�

G � f vi ; vj g
�

���8�ZNY�H�

	

�

'

�8$[�&�

')�

�� �� M
U $

�1� MG DY�X�eN`���

	

�

'

�

$%�.�

')�

�� ��!"

	

G
U

�

"� ����
G��H� �

�

�b�

#

$[$ �H�����

'

G(���Y�����H 

'

� M � MG
�

�

U

�

U

�

�

�b���H�%"

	

�HG����H�

'

"� ]�C���
 ��HGI�� I�

�

�

'

��J

#

"� (�L"

	

�

�

�����L$%�.�

')�

�� ����

U $

�H� H = (V; M � MG)
UP@O�

�LE����F�C�

'

��� vi

�� �G vj
�

�WE���G��H�����H� 1 �
 H �& �G ��J
JT�

�

�O"��

�

���BE����F�C�

'

���S"

	

G
�

�WE���G���������� 0 "�� 2 �
 H
UB@O�

�

���C�&N

�

H ���#�

� A

�X� �

A

$ "

	

G��
�

-

"��
 ]�

'+#T'

J
������ �G vi 
 vj 
 NR�.�

�

p
U =

"����H"�E����

�

MG $%�&�

')�

���

�

�

�[E����F�C�

'

���X ("��X"� p
�

� �

�

"&�

�

�H�=E��H���C�

'

�H�X �"��X"� p
Uc@7�

"�
 �HG����

'(#V'

J
�H�

'

"������H��N`"� �G��� ��

�C"h�

�

� ��G(�����#"

	

MG  �"&�

'

"� ]�)���� ���G!�
 p
�

�C"����H�

�

���

�

���

�

p
��	

"���$ �

'

"\E��H���� �� "

	

G
�

���

�

�HE��� cJ
�H ����

�I'+#T'

J����i�& �G � vi 
 vj 
 N��&�

�MU�@O�

��$ "� �"�$[�
��JM�
 detB j;i '

"���������NY"� (G��
 ��[�C"%�

�

�
�

'

"\E��H���� ��

�

���

'

"T�

' '

���� ]� � 1
�

�������

% A

�����HG

U

�
Q�5+*�,�� /<]^6 / ]

  d M D JLM H

>

0

>

M J2D�. Rgd M H "BAVh&M

e

S A)A:f C M HKJ2R A H!. H&CER MBS-. H&R Dgh&M�� FNA@?-" D�. H&R A@SBD H&C

e

S A)A:f A:f

B

MB? ?QH )[i$# ��i

Z

4MQ[0`,PQ�5 / ]^63�M]��

A@S H!. �

e

SBD ? M p = �( n3) � Rgd M Fp D ?

e

C MB? M$. R H&R DGAa. A:f Rgd MQH&CcbLA@SUD RgdL?

JLM

>

FBSUD "BM J D�.	Rgd M

e

S A)A:fIA:f!  d MNA@SNMB? )[i���# D

>

H!. O(n! ) 5 Aa. R M$, H&SBC APH&CcbLA@SUD RgdL? �„. J&D�.�b H!.

D�.OFBC?0

>

DGAa. ?QH
� D ?QH&C�H&C C A./ M J

>

0#" ?QH&R F dLD�.�b�A:f H�b&Dgh&M$. ?QH&R F dLD�.�b i

j

SNA)A:f&i

;

�

	

"�J�J
"

�

�

	

��"�$

I

��$[���

% 'VU��)(X�

�

�

�&� �

	

�C�H� �HJ
�
$ �
 ��&�C�� ��=�

�

� �R�����_��"

�




'

"�J

A

$  IN����
�

'

"������H��N`"� �G��� ��I��"bE��������

'

��� v2i � 1; v2i
�

�

�

�[���

'

"� �G "� ��

'

�& +D`� �HJ
��$[�� R�&�C�HG

�

���

�

"

A

�

R

�H��"�


�C�H���C�� �� �

�

�dN���E�"��

U @O�

�d"� �J

#

��J���$ �� ]�C�

R

�H��"�
 �C�H���C�HG D

#

�

�

�d��J���"������

�

$ �����d�

� A

�

�

�

�

�

 

A

$[�H�C�&��"����i"

	

�;�

�

�6N���E�"��C�

A

����Gd�
 "TG�G�

 

A

$�DY�H���HG!� �C�����&�C��"� ��

U=@O�

�H��� �����6�.�8$["��F� n=2
�

A�')�

N���E�"��C�B�� �G#�W�

')�

"

	

�

�

��$ ���B�& L�HJ
��$ �� ]�7"

	 ~A � 1(H )
	

"�����"�$ �S�

A

D����C��N

�

H � G
�

��"�D

#

$

��$ $%�

'(U

� �

� �

�

�����

�

�

	

"���$ g=h
�.���

�H��� g �
�7��NY"�J

#

 �"�$ �g��J&"

	

G��H�����H� � n
�

�WET�
 �� �� O(1)
 �"� �


R

�H��"

'

"T�

' '

���� ]�

US@O�

�#���������F�C��"� I"

	

�

�

�i�

�

�H"����H$  �"

� 	

"�J�J
"

�

�

	

��"�$

@O�

�H"����H$

�

U(' '(U

�

�

A

�

A

�&J

�

�

�

�i�C�
$ �

'

"�$[N�J��

�

���

#

"

	

�

�

� Fp ��$[N(J
��$ �� ]�C�&�C��"� Z�
� O(n! )
�

D`�

'

�

A

���




�

A

� 


���
�� h��J
��$[�� R�&���
"� 

A

���H�;"� (J

#

n G(��ET�
���
"� ��

U

* ��� � � ! � 1 �2. � ��+�� 3%( !�0 -/.,0�$21 ( +43#&

A_A

��G��
�

'�A

�����
"� �&�O�

�

�8�� �GI"

	a8

�

'

�C�
"� 

'VU 	

�

A

�������F�C���

�

�&�




�

A

�����
�� h��J
��$[�� R�&���
"� [D

#

���C����J

	

�
�L �"����

A�' '

���� ]�X�C" ��"�J�E��[�

�

�Z���H �������J

'

�����Z"

	

�

�

�[NY�H�

	

�

'

�X$[�&�

')�

�� �� N(��"�D�J���$

U�;

 �

�

�
�

���

'

�C��"� 

�

�

'

"�$�D��� ������

�

���

�

�F�C�

A�'

�

A

�C��JKN���"�N`�������
�H� "

	

���C�&N

�

�

�

�WEV�� ����8N`���

	

�

'

� $%�.�

')�

�� ��

�

�� �GI�

')�

���HE��#�� O(n! ) ��J���"������

�

$

	

"��<�

�

�i���H �������J

'

�����

U



' �

�����9����� ����� �����

�

� ��� ���������

�

���H���

�

����� � ���

�

�9� �



�

�

�

�	���

�


��

�������21 354,�!%'(�� " � 4

+-,3. 0K,
	g2P4�5 _ �

O(n! ) $[�&�

')�

�� ��6��J���"���� �

�

$


 ! ?@!*IH��$




=��Q@

���

;:?�
��

G �

G

�R �GI� $[�&�

')�

�
 �� MG "

	

���

R

� � n=4 �
 G
A

���
 ��6�

�

�#�������HG

#

��J���"������

�

$

�R �GI� $[�

�

�
$[��JY��J
J�"

�

�HGb�

A

D�$[�&�

')�

�
 �� M "

	

MG
A

���
 ��X�

�

�iE������ �

'

�&�C��"� b��J
��"���� �

�

$

	/O

jM j � n=8
2�4�Q��

M := M [

 !*?�!*I
�9$




=��Q@

���

;:? 
 �

G � V(M ) �

Q�, T)Q

M := M [
K�!

�

A =�C A 8�! �

G � V(M ) �

,PQ[2 �7,
�

M

@O�

�e�
G(�W� "

	
�

J
��"������

�

$

���

���L�

�

�&�X�

	

jM j � n=8
�

�

�

�H 

�

�

�

�WE��Z�C" �� �G � N`���

	

�

'

�

$[�&�

')�

�� ��8�
 [�#���C��N

�

��$[��J�J
����D

#

�

'

"� (���)�& �

	

�

'

�C"��

�

�& �G[�

	

jM j � n=8 �

�

�� [���P�
�SN`"������
D�J��

�C"

A

���P��"�$ �P�F�C�

A�'

�

A

�C��J N���"�N`�������
�H�M�C"�G��

'

"�$[N`"���� G �
 ]�C"���$[��J�J
��� N��
�

'

���7�� (G �R (G��ONY�H�

	

�

'

�

$[�&�

')�

�� �� �
 ���

')�

"

	

�

�

��$ ����NR�����&�C�HJ

#�U;@O�

�=G��

'

"�$[N`"������C��"� 

A

���H� �

�

�

	

�

'

���

�

�&� G
�

�&�_�

Jg�&�����_$[�&�

')�

�
 ��

'

"� ����������
 ��6"

	BA

 R��J�J
"

�

��Gh��G�������"� �J

# �

�

U

�

U

MG � M �

U

��������� � 4 + *,+ %'( 4����#4 �!�!% � %'*,+

f

�# ("

�

G����

'

���
D`�8�

�

�8G��H�C���
J��O"

	

�

�

�

K9!

�

A =�C A 8�!

N���"

'

�HG

A

���

�KA

���HG �� 

�

J
��"���� �

�

$

���(U

$

�H�

A

�����C�����

�

� �

�

�

	

�

�

G�� �R �� �C�
"� ��

U �

������N

�

G = (V; E) ���

'

��J�J
��G f,HLFBR A@S�� FBSUD RTDGF H&C7�

	

	

"��i�& 

#

v 2 V
�

G � v
�

���8�ZN`���

	

�

'

�#$[�&�

')�

�� ��

U��

���C�&N

�

G ���

'

��J�J
�HG MBC MB? M$. R H&S��h�

	

G
�

�����XN`���

	

�

'

��$[�&�

')�

�� �� �� �Gb��J�J
"

�

�HGh��G����H�;"

	

G
	

"���$��

'

"� � ��

'

�C�HG �

A

D�������N

�

"

	

G
U

7

"��6�� 

#

���C�&N

�

G
�

J
�1�

A

�6G�� �R (� � ���HJg�&���
"� � G "� �

�

�b���H� V "

	

E��������

'

��� "

	

G ���

	

"�J�J
"

�

�

G

u � G v ��� ��� �

�

�H� u = v "�� G � f u; vg G("V�H�� ("��

�

�WE��L�XNY�H�

	

�

'

��$%�&�

')�

�
 (�

U

@O�

�

	

"�J
J�"

�

�� ��=�

�

��"�����$ ���OG

A

�i�C"

$

"\E

%

�

R�� 	

"���� N���"V"

	:�

���H� �

�

���

�

Z

4MQ[0K,VQ�5 / ]^6)� ]

�3f G D

>

MBC MB? M$. RGH&S���� Rgd M$. � G D

>

H!. M���0 Dgh@H&C M$.OFNM<SNMBC H&R DGAa. i

$

�H� P(G) = V(G)= � G DY�I�

�

� ���H�e"

	

�

% A

��E&��J��� 

'

�

'

J
���������e"

	

� G
�

�

�

� ��"�


'

��J�J
�HG

F H!.OAa. DGF H&C

e

H&SURTD R DGAa.6"

	

G
UaI

�

'

��J
J��

�

�&� G� f u; vg
�

�&�a�;N`���

	

�

'

��$[�&�

')�

�
 ������

~A(G) � 1 6= 0
�

��"

~A(G) � 1
�H 

'

"TG��H���

�

�

'

�� ("� ��

'

��JMNR�&���C� �C��"� 

U

@O�

�6NR���F�C�����
"� P(G)
�

���_E����

#

 ��

'

�������

A�'

�

A

����JaN���"�N`�������
�H�i���_�

�

�

	

"�J
J�"

�

�� ��6�

�

�H"����H$

�

�

"

�

�

� 	

"����6N(��"T"

	:�

���H� �

�

� �

�

Z

4MQ[0K,VQ�5 / ]^6�4<] B

MBR G "BM MBC MB? M$. RGH&S���� C MBR S 2 P(G) / D Rgd jSj � 2 H!. J	C MBR C "BMQH!. �

FNA@?

e

Aa.OM$. R A:f G � S i-  d M$.��

# i6Rgd M�" D

e

H&SBR D R M�b&S H

e

d G0
S A " RGH&D�.OM J fUS A@? G " � FNAa. RTS HLFBR D�.�b M HLF d�FNA@?

e

Aa.OM$. R A:f G� S
R A H

>

D�.�b&C MBh&MBSUR M�� H!. J JLMBC MBRTD�.�b�M J�bLM

>

D�. S D

>

MBC MB? M$. R H&S����

��i6Rgd M�b&S H

e

d C D

>

f,HLFBR A@S�� FBSUD RTDGF H&C �

)[i6Rgd M b&S H

e

d C0
A " RGH&D�.OM J�fUS A@? G[V(C) [ S] " � FNAa. R S HLFBR D�.�b�R3d M

>

MBR S R A H

>

D�.�b&C M

h&MBSUR M�� uC D

>

MBC MB? M$. R H&S����



����� � � �*��� ����
 ���������

�

��� ��
P��
��

�

�����

' 


2 i P(C0) = ff uCgg[ f T \ V(C)jT 2 P(G)g i

�

���H� S 2 P(G)
�

���

�

jSj � 2
�

�
J�JaD`�

'

��J
J���Gd�y.OAa. � R SUDgh)D H&C FBC H

>N>

"

	

�

�

�

'

�� �"� (�

'

�&J

NR���F�C�����
"� h"

	

G
U
;
	

P(G)
�

��� �[ �"� �

�C����ET�g�&J

'

J
����� S
�

�

�

�� � �

	

"�J
J
"

�

�

	

��"�$

@O�

��"�����$

'(U

�

�

�

�

�.�L�

�

�[ 

A

$=DY�H�L"

	<'

"� � (�

'

����G

'

"�$ NY"� (�� ]�C�L�
 G � S ���8�

% A

��JS�C" jSj �� �G!�

�

�&�#�HE����

#

NY�H�

	

�

'

��$%�.�

')�

�� ��6"

	

G $%�.�

')�

�H��E��������

'

����"

	

S
�

���

�

E����F�C�

'

�����
 hG���� �H���� ]�

'

"�$[N`"� ��H ����"

	

G � S
U =

"����H"\E����

�

�& 

#

�

A�')�

$[�&�

')�

�
 ��e"

	

E��������

'

���#"

	

S
'

�� dD`� �

�

�C�� (G���Gd�C"b�bN`���

	

�

'

�

$%�.�

')�

�� ��6"

	

G
U

@O�

�[G��

'

"�$ N`"���� �C�
"� !�&J
��"������

�

$

�3�

J
��"���� �

�

$

� �

�iD������

%

� G G("

�

 +�
 ]�C"bD��
N����������C�6�& �G

 �"� �

D��
N����������C�=N��
�

'

���#�� (G!����G

A�'

���8�

�

�6N���"�D�J���$ "

	

�R (G��
 ��I�eNY�H�

	

�

'

�#$%�.�

')�

�� ��e�
 G ��"

�

�

�=N���"�D(J
��$ "

	

�R (G��
 ��eN`���

	

�

'

�i$%�.�

')�

�� ���� �� ��J�J7�

�

��N����

'

�H�

A

���� ��%�

�

� O(n! ) D(�
NR���F�C� �C�

$%�.�

')�

�� �� ��J
��"������

�

$

�/�

J
��"������

�

$

�

�O�� �G

�

J���"���� �

�

$

���(U

+-,/.10K,
	32�4�5 _ _ @O�

�8G��

'

"�$[N`"������C��"� eN���"

'

��G

A

���

K�!

�

A =�C A 8�! �

G �

G

��U
	3O

G ���O �"�����J���$ �� ]�)�&�

#
2P4MQ��

�

U

�R (GI�HJ
��$ �� ]�C���

#%'

"�$ NY"� ��� ]�C��"

	

G
'(U '

��J
J

K�!

�

A =�C A 8�! 	

"��O���

')�

"

	

�

�

��$

	�U
,PQ 2���,��

�

�

�

A

 ���"� h"

	

�

�

�8$[�&�

')�

�� ����

	

"

A

 �G

�VU
Q�,/T)Q 	/O

�

�

�����#�
�O ("  ("� �

����� EV�
��J

'

Jg����� S �
 P(G)
2P4MQ��

�(U
,PQ 2���,��


�!*?�!*I
�9$




=N�Q@

���

;:? 
 �

G �


VU
Q�,/T)Q

((U

J��H� S 2 P(G) DY�#�X �"� �
 �C����ET�g��J

'

J
�����O�� P(G)
�(U

J��H� C1; : : : ; Ck DY�

'

"� � ��

'

�C�HG

'

"�$[N`"� ��H ����"

	

G � S
�

� �

�

C1 D`���� ��X�

�

�8Jg�&�����H���

���(U

J��H� C0
1 DY� G[S [ V(C1)]

�

� �

�

S
'

"� ]�C���

'

����GI��" �6���
 ���J
�_E��H�����

�

s
� ��U

M :=
K9!

�

A =�C A�8X! �

C0
1 �

�

�

U

J��H� c1 D`�_�

�

�iE��������

�

$[�&�

')�

�HG

�

���

�

s �� M
��'(U

J��H� v1 2 S DY�#�� 

#

 (���
�

�

D`"

A

�O"

	

c1
�
	�U

M := M n f c1sg [ f c1v1g
� �VU

�

�

���� �G f c1v1g �C" �X$[�&�

')�

�� �� MB
���

�

')�

$[�&�

')�

������J�J E��H���C�

'

�H�;"

	

S
���(U �

���

�

E����F�C�

'

�����
 hG���� �H���H � Ci
A

���
 ��

� ;:C �9I�@�; @
!




=��Q@

���

;:?�


��J���"������

�

$

�.
VU

M := M [ MB
�)((U

OF0K,

i := 2
2�0

k
>�0

���(U

J
�1� ci D`�_�

�

�iE��������

�

"

	

Ci $%�.�

')�

�HGID

#

M
�

�(U

Ci := Ci � ci
�

��U

M := M [

�!*?@! I
�9$




=��Q@

���

;:?�
��

Ci �

� �

U
,PQ 2���,��

M

Z

4MQ[0`,PQ�5 / ] 6:9 ]�`

CcbLA@SBD RgdL? # # �„. J

>

H

e

MBSgf MNFBR<?QH&R F dLD�.�b D�. H�b&Dgh&M$. b&S H

e

d G d HSh)D�.�b

Aa.OM)i



' (

�����9����� ����� �����

�

� ��� ���������

�

���H���

�

����� � ���

�

�9� �



�

�

�

�	���

�


��

j

S A)A:f&i

;

�

	

"�J
J�"

�

�

	

��"�$

@O�

��"�����$

'(U

�

�

�

�

�.�<�� 

#

N`���

	

�

'

� $%�.�

')�

�� ��L�� G ���>�8�

A

$ "

	

k + 1
N`���

	

�

'

�;$%�.�

')�

�� ����

U A

 ��8"

	

�

�

��$ ����� N`���

	

�

'

� D���NR���F�C�����i$%�.�

')�

�� ��6DY�1�

�

�H�� S �& �G �6���1�

C
'

"� ]�)�&�
 ��� �� �b���� ���J
�6E��H�����

�

ci
	

��"�$ ���

')�

"

	

�

�

� Ci �� �G!�

�

�Z"��

�

��� k $[�&�

')�

�
 ����=�����

N`���

	

�

'

��$[�&�

')�

�� ����O�� Ci � ci
U

�

J���"���� �

�

$

� �

�������

'

"� (���C�

A�'

���;�

�

�=$[�&�

')�

�
 ��6�
 C1 � c1 �� (G $[�&�

')�

�H� c1
�

� �

�

��"�$ �

v1 �
 S
U_@O�

���_�
�;G�"� ��=D

#I'

�&J
J
�� ��

K9!

�

A�=�C A 8�! �

C0
1 �;�� �G �

�

�� c�

A

D��������

A

�C�
 (�%��G(��� c1s
�

$[�&�

')�

�� ��6�� I������� �

'

�g��JKE��H�����

�

s
�(�

���

�

�& I�HG���� c1v1
U

?

�

�

� �

�

������$[���
 ��� ��_E��H�����

'

�H�>"

	

S ������$[�&�

')�

��G

�

���

�

E��H�����

'

�H�>�� G(���Y�����H ]� Ci
Ua@O�

�
�S���

G�"� (�iD

#

�R �G��� ��X��N`���

	

�

'

��$[�&�

')�

�
 ��=�
 e��D���NR���F�C����� ������N

�

G0
S G�� �R (��Gb�
 

@O�

�H"����H$

'(U

�

�(U

�

J�JK��G����H�>"

	

�

�

��� ������N

�

����� ��J
J�"

�

��G D

#

�

�

� G(� �R �� �C��"� ["

	

� G �� �G P(G)
�

��"=��� �
�PN`"������
D�J��

�C" �R (G �6NY�H�

	

�

'

��$%�.�

')�

�� ��X�
 G0
S

'

"� ��������C�H ]�

�

� �

�

��G���� c1v1
U

7

�
 ���J
J

#

N`���

	

�

'

� $%�&�

')�

�
 (���I�� ���C��N

�

� Ci � ci �����

	

"

A

 �G

A

���� ��


 !*?�!*IH��$




=��




@

���

;:?�
6UP@O�

�H��� ���C��N

�

�%��J�J

�

�WE��INY�H�

	

�

'

�Z$[�&�

')�

�
 ����

�

D`�

'

�

A

��� Ci �����

	

�

'

��"�� 


'

�����C�

'

��J

�

���]�&�
 eD

#h@O�

��"�����$

'(U

�

�(U

�

J���"���� �

�

$

� �

����G

A�'

���>�

�

��N���"�D(J
��$ "

	

�R �G��� ����#NY�H�

	

�

'

�<$[�&�

')�

�
 ��#�
 G �C"#�

�

��N���"�D�


J
�H$ "

	

�R �G��� ��bNY�H�

	

�

'

�#$%�&�

')�

�
 (���8�
 c��$[��J
J����_D(�
NR���F�C� �C�X�� (G! �"� �
 D���NR���F�C������������N

�

�

U[f

�

 �"

�

�

�

"

�

�

�

�&�[�

�

� ��"��)�&J;���

R

� "

	

��J
JO�

�

�����c������N

�

�%�
� n
�

�& �G �

�

�.�Z�

�

�  �"� �

D��
NR�&���C� �C�

������N

�

�=�����%��J
JS��$[��J�J
���i�

�

�� G D

#

�

'

"� (���)�& �

	

�

'

��"��

UN;

�

	

"�J�J
"

�

�8�

�

�&�#�

�

�

'

"�$ N�J��

�

���

#

"

	

DY"&�

� �

J
��"���� �

�

$

���

�� �G

�

J���"���� �

�

$

� �

�
� O(n! )
�

N���"\ET�
G��HGd�

�

�&�

�

�

'

�� !��$[N(J
��$ �� ]�

�

�

�_G��

'

"�$ NY"��������
"� %��J
��"������

�

$ � �C���HJ

	9�

� �

�

O(n! ) "�NY�H�C�&���
"� (�

Ua@O�

���>J
�����>N���"�D(J
��$ �
�

% A

�����

�C�

')�

 ��

'

��J��� (GI���

'

"� ����
G��H���HGI�� 

8TA

D����

'

���
"� 

'(U �(U 'VU

�
QX5 5+* / ]^6�� ]

  d M R A@RGH&CŒ.R0 ?-"BMBS A:flh&MBSUR DGFNM

>

D�. b&S H

e

d

>

f A@SX/ dLDGF d

`

CcbLA@SUD RgdL? # # F H&C C

>

���

j
`

�� �  

�

��5

`

 , � �

:

D A@S D

�S: �

�

` B

��5

`

 , � �

:

D�D

>

M���0 H&C$R A n i

j

S A)A:f&i

!

E��H�

#

�HG����i"

	

�

�

�i$%�&�

')�

�
 (� M ���H�

A

�� (��GhD

# �

J���"������

�

$

� �

�
�<�H���

�

���O�& e��J
�H$[�H ]�

"

	

"� ��="

	

�

�

�L$%�&�

')�

�
 (���

	

"

A

 �G D

#I'

��J�J
�O�C"

� ;:C ��I�@�; @
!




=��Q@

���

;:? 


"��


 !*?�!*IH��$




=��Q@

���

;:? 


"��;��� � �

A

D��F�C� �

A

���="

	

�

A�')�

��G(���

�

c1v1 �
�;�[�

A

D��F�C���

A

�C�

	

"�� c1s �

�

�� �G

�

�� 

'

�

�

�

�

'

Jg����$

U

�
QX5 5+* / ]^6 � ]

�gf G FNAa. R H&D�.

>

H ?QH&R F dLD�.�b M̂ A:f

>

D

�

M � n=6�4FNAa.

>

D

>

R D�.�b2A:f Aa. C���0[. H&C C A./ M J

M J�bLM

>

� Rgd M$.��

�

,�� 5

j

� ' �  ���

:

� G � F H&C C

>

D

�S:��

�

` B

��5

`

 , � �

:

D f A@S-b&S H

e

d

>

/ D R3d

� 7=9n h&MBSUR DGFNM

>

i

j

S A)A:f&i

8

�� 

'

� C1 ���8�

�

� Jg���������F�

'

"�$ NY"� (�� ]�="

	

G � S
�

��J�Ja�

�

� "��

�

��� Ci
�

�\E��%J������8�

�

�� 

n=2 E����F�C�

'

���

�

��"6�

�

�

'

�&J
J
� �C"


�!*?@! I
�9$




=��Q@

���

;:?�
��

Ci �>�
 hJ
�� ��

�

�

�C�.�C�
�

	 #

�

�

�

'

Jg�&�
$

"

	

�

�

�i�

�

��"�����$

U

@O�

�8"� �J

#

"��

�

���

'

��J
J`�C"


 ! ?@!*IH��$




=��Q@

���

;:?�


�
�O$[��G��_�� eJ
�� ��

�=���

�H 

'

�� �"� ��

'

��J

NR���F�C� �C�
"� P(G)
�

���� �"� �"� �
 �C����ET�g��J

'

J
�����

UB@O�

���

'

�� 

�

��N(NY�H =�

	

�����7�� 

#

 

A

$�D`����"

	

���

'�A

����� E��

'

�&J
J
�>�
 hJ
�� ��

� ��Uaf

�

�

�
J�J �

�

"

�

�

�

�&�

���

�� 


 !*?�!*I
�9$




=��Q@

���

;:? 


�����R R��J�J

#['

��J�J
��Gh�� 

J
�� ��

���

G
�

�����&��$ "���� 7=9n E��������

'

���

U

;

 ������g��J�J

#S�

G
�

���_�%$[�&�

')�

�
 �� M̂ "

	

���

R

� � n=6
�`'

"� ����
�F�C�
 (�%"

	

"� (J

#hA

 R�&J
J
"

�

��G �HG����H�

U

@O� A

�

�

M̂ $%�.�

')�

�H�=�&�LJ
������� n=3 E����F�C�

'

���

U $

�1� V̂ DY�6�

�

� ���1�="

	

�

�

�H��� E����F�C�

'

���

U ?

"����

'

�

�

�

�&�O�

	:�

�&���& 

#

J
�1E���J "

	

���

'�A

�����
"� 

�

G
'

"� ]�)�&�
 ��O�=E����F�C�

�

v 2 V̂
�

�

�

�H b� �O��J���"

'

"� ]�)���� ��<�

�

�

E��H�����

�

u $[�&�

')�

��G

�

���

�

v �� M̂
UX@O�

���i�
�iD`�

'

�

A

��� ��G(�����8"

	

M̂ �&���

A

 R�&J
J
"

�

��G

�

��"h�

�

�

#



����� � � �*��� ����
 ���������

�

��� ��
P��
��

�

�����

' �

����� ��J

�

�

#

�

'

"� �C���
 (��GZ�H���

�

���P�
 S "�� �� %��"�$[� Ci
U �

J
��"

�

�

	

G
'

"� �C���
 (�<�� 

#

��G���� uv 2 M̂
�

�

�

�H P(G)
'

"� ]�)���� ����6 ("� �

����� EV�
��J

'

Jg�&���

�

�

�

�8"� (�

'

"� ]�)���� ��
 (� u �� �G v
U

f �

�� 

K9!

�

A =�C A 8�!

�
�

'

��J�J
��Gb���

'�A

����� E���J

#

�
 J��
 ��

� �S�

� � ���

'

��J�J
��G

	

"����[������N

�

�

�

�&�

�
�<$ �
������ ����&�<J
�W�&��� 3 "

	

G � �<E��H���C�

'

�H�

�

�&�OJ��W���F�>�

�

"XE����F�C�

'

���O�� S �� �Gb�&�<J��W���F�O"� ��;E����F�C�

�

�
 C2 �;�� �Gc�]���� �� �

�

�

'

�CJ

#

"� (�X������� �

'

�g��J�E��H�����

�

s
Uif �

�� 


 ! ?@!*IH��$




=��Q@

���

;:?�
��

G �

�
�

'

��J
J���G �� J
�� ��

���

G G�"T���i �"&�

�

�WE��6�� 

#

E��������

� 	

��"�$ V̂
�

��"h��� �
�_$ �
������ ��e�&�iJ��W���F� n=3
E��H���C�

'

�H�

UP@O�TA

�

�

G �

�

�� 

�

�����&��$ "���� n � 2=3jV̂ j � n � 2=9n = 7=9n E��H���C�

'

�H�

U

;

 

8VA

D����

'

�C��"� 

'VU �(U('��

�

�

��J
J �

�

"

�

�

�

�

	

"�J
J
"

�

�� ��

G

� Q�5 5!* /<] /��<]

  d M �

�

,�� 5

j

� '

� e

S A)FNM J�0LSNM<R A bLMBRgd MBSi/ D Rgd"H&C C$D R

>

S MNF10 S

>

Dgh&M F H&C C

>

� "�0 R

M�� FBC?0 J&D�.�b Rgd M F H&C C

>

R A D

�S:��

�

` B

��5

`

 , � �

:

D H!. J ���

j `

�  �  

�

��5

`

 , � �

:

D��IF H!.

"BM D ?

e

C MB? M$. R M J60

>

D�.�b O(n2 logk n) A

e

MBS H&R DGAa.

>

� f A@S

>

A@? M k i

f

�8�����# ("

�

������G

#

��"[N���"\E��i�

�

�8$[���
 Z�

�

��"�����$�"

	

�

�

�
�O���

'

���
"� 

U

Z

4MQ[0`,PQ�5 / ] /M_ ]

  d M D

�S: �

�

` B

��5

`

 , � �

:

D H&CcbLA@SBD RgdL? �

`

CcbLA@SUD RgdL? #�% �A�„. J

>

H

e

MBS��

f MNFBR ?QH&R F dLD�.�b D�. H�b&Dgh&M$.-b&S H

e

d G d HSh)D�.�b�Aa.OM��S0

>

D�.�b O(n! ) A

e

MBS H&RTDGAa.

>

i

j

SNA)A:f&i

@O�

�


 !*?�!*I
�9$




=��Q@

���

;:? 


��J
��"���� �

�

$

A

���H� O(n! ) "�N`�����&�C��"� ��

	

"��

� ;:C ��I




@�; @
!




=��Q@

���

;:? 
 '

��J�J
�O�� (G

	

"��OD`"T"

%




%

�H��N��� ��

U

;

�_��J
��"

�

G��
���

'

��J

#

"��;�
 �G������

'

�CJ

# �

�

�

��"

A

�

�

�

�

�

K9!

�

A�=�C A 8�!

N���"

'

�HG

A

��� �

� '

��J�J
�����C����J

	

���

'�A

������E���J

#�U�;

 D`"��

�+'

�&�������

�

�%���

'HA

������E��

'

��J�J
�#"

	 
 ! ?@!*IH��$




=��Q@

���

;:?�


�����%$[��G��

	

"������C�&N

�

����$[��J
J����>�

�

�� G D

#

�

'

"� (���)�& �

	

�

'

��"��

U
7

"���G��
���

'

�

'

��J
J��

�

�

�

�
���
��"�D]ET�
"

A

�

U
7

"��

�
 �G(�
���

'

�

'

�&J
J
�

�

 �"����

'

�8�

�

�&�

���

�H 

K9!

�

A =�C A�8X! �

G � V(M ) �O�
�

'

�&J
J
�HGhD

# 
 !*?�!*IH��$




=��Q@

���

;:?�
��

G �

�a�

�

�

�WE�� jM j � n=8
�

��" G � V(M )
�

�&���&�=$["��F� n � n=4 = 3n=4
E��H���C�

'

�H� �� (G

�

�

'

�� 

A

���

$

��$ $[�

'VU

�

�VU

�

J
��"

�

�

�

�Q��"��)��J� 

A

$�DY�H�9"

	

E����F�C�

'

������ 8�

�

�S���C�&N

�

�

	

"��

���

�

')� 
�!*?�!*I
�9$




=N�Q@

���

;:? 


�
�

'

��J�J
��G ���

'HA

������E���J

#

�
� �&�_$ "���� n
�

D

# $

�H$[$[�

'VU

�

(VU � #

�W���

#

�
 (G

A�'

���
"� 

�

"��;D

#

�

�

����"�


'

��J�J
�HG

=

��������� � �

@O�

��"�����$ �

� 
 !*?�!*I
�9$




=��Q@

���

;:? 
 A

����� O(n! ) "�N`���C�.�C�
"� ��

U

��������� � � 
 �'��� ��+ � 4 �!% *,+ #&� � 4,%��'�

8

"

	

���

�

�

�

�\E��8�
�� �"�����GZ�

�

�8N���"�D�J
�H$ "

	

N`���

	

"���$ �
 ��=�

�

�iG��

'

"�$ NY"��������
"� Z�� �G

	

"

'HA

���HGI"� 

�

�

�

'

"�$[N�J��

�

���

#

"

	

�� �G��
 (�IN`���

	

�

'

�#$[�&�

')�

�
 ����8�� d� �C�8NR���F�C�

U[@O�

� �
G(�W���i�

�

�&�#J
�W�&Gc��" �& 

~O(n2) �
$ N�J���$ �� ]�)�&���
"� ["

	

�

�

�8G��

'

"�$ NY"��������
"� Z�����8�
$ N�J��

'

� �>�� Z�

�

�

�

"��

%

"

	

�

�

�H���

#

�� �

���k�

�� �G

�

�6 �"

�

����E��6�hG(�H�)�&�
J
�HG G����

'

���
N(���
"� cD

#

N���"�ET�� ��

$

�H$[$[�

'(U(' �(U

�

�����

� ~O �
�_�

�

�X��"�


'

��J�J
�HG

U

��"

	

�

A@W

 �"��C�&�C��"� 

U�f

�

�

��� �C� f (n) = ~O(g(n)) ��� f (n) = O(g(n) logk n)
	

"��>��"�$[�

'

"� (���)�& � k
U

f

�� ��H��Gc�

�

�XG

#

 ���$[�

'�'

"� � ��

'

�C� EV� �

#

�&J
��"������

�

$ "

	

�

"�J�$

�

G��

$

�

')�

�C�H DY�H���I�� �G

@O�

"�


�

A

N �

����� U ;

�;�

A

N�N`"������O�

�

�

	

"�J�J
"

�

�
 ��="�NY�H�C�&���
"� (�<"� I�6G

#

 ���$[�

'

���C�&N

� G

�
;:?�8�!*I�@ �

e�

�

�
 ������F�C���� h��G���� e �
 ]�C" G �

�
K9!*$M!Q@
! �

e�

�

G(��J
�1�C�H�;�& b�HG���� e
	

��"�$ G �

�
8X;�! ! �

v �

�

���H�

A

�� ��O�

�

�#���

R

�8�

�

�

'

"� ( ��

'

�C��G

'

"�$ N`"� ��� ]�

'

"� ]�)���� ��
 �� v �



	 �

�����9����� ����� �����

�

� ��� ���������

�

���H���

�

����� � ���

�

�9� �



�

�

�

�	���

�


��

�
�

AB?@?�!

�

@
!*K �

u; v �

�

�C���F�C���

	

u �& �G v �����

'

"� � (�

'

����GID

#

�XNR�.�

�

�
 G �

�

J�J �

�

�����#"�N`�����&�C��"� ��<���

% A

�
���

~O(1) �C��$[�

U

j

S A)A:f � A:f

B

MB? ?QH )[i )�% �Si

7

�����F� "

	

��J
J

�

 �"��C�

'

���

�

�.�

���

�H 

K9!

�

A�=�C A 8�! �

G �P�
�

'

��J
J���G D

#


 ! ?@!*IH��$




=��Q@

���

;:?�
l�

�

�

�6$%�.�C���

� ~A(G) � 1
�
�8�&J
������G

# '

"�$ N

A

����G

�

�� (G!� �i����E����i�

�

�

'

�& �"� ��

'

��JQNR�&���C� �C��"� "

	

�HJ
�H$[�H �C���

#c'

"�$ NY"� (�� ]�C�#"

	

G
U �

J
��"

�9���

�� 

K9!

�

A�=�C A 8�! �

G �

$[�

%

�H�e�+���

'�A

����� E��

'

�&J
JO�C"

K�!

�

A =�C A 8�! �

C0
1 �

�<�

� G�"  ("��Z ��H��G ��"

'

"�$ N

A

���

~A(C0
1)

�

D`�

'

�

A

��� D

#c@O�

��"�����$

'(U

�

�

�

�

�

'

�� �"� ��

'

��JQN����������C��"� "

	

C0
1 ���8�
 �G

A('

��GdD

#

�

�

�

'

�� �"� ��

'

��J

NR���F�C� �C�
"� ["

	

G
UQ@O� A

�O�� Z�HE����

#%'

��J�J`��"

K9!

�

A =�C A 8�! �

G �

�

 �"��> ��

'

�����C�����
J

#

�

�

� �C"�N�
 J
�1E��HJ

"� ��

���

�

%

 �"

�

�

�

�

'

�� �"� ��

'

��JMNR���F�C� �C�
"� Z"

	

G
U

�

J���"���� �

�

$

�

�

��� E��H�i�� �"��

�

����ET�
�

�

"� 

�

J���"������

�

$

� � �

��$ N

�

�����

R

�
 �� �

�

�L�
$ N�J
�H$[�H �C��


�C��"� ���G��1�)����J
�

U"A

 �J

#

�

�

�LG(�

'

"�$[N`"���� �C��"� h���C����J

	

���;�� 

'

J

A

G���Gb�
 h�

�

�
��G����

'

����N(�C��"� 

�R'

"� ������

A�'




�C��"� e"

	

�6N`���

	

�

'

�;$[�&�

')�

�
 ��XG("V�H�� ("��

'

�

A

���#�� 

#

N���"�D�J
�H$[�

U

+-,3. 0K,
	g2P4�5 _�6 ;

$[N(J
��$ �� ]�C�&�C��"� ZG��1�)����J
�O"

	

�

�

�

K9!

�

A =�C A 8�!

N���"

'

��G

A

���

K9!

�

A =�C A 8�! �

G �

G

�

��$[N(J
��$ �� ]�C�&�C��"� %G��1�)����J
�

�

�

'

�����H�

���

�����L �" G��

'

"�$ NY"��������
"� %�
�ON`���

	

"���$ ��G

�

��Ud')�

"T"����L�X �"� �
 �C��� ET�g��J

'

J
����� S �� P(G)
�

Ud'

��J�J

K9!*$M!Q@
! �

e�

	

"��O�1E��H�

#

��G(��� e D`�H�

�

���H G[S] �� (G G � S
J
�1� T D`�8�

�

�8���1�;"

	

��J�JM�� (G�NY"��
 ]�C���
 G � S "

	

�

�

�H���8��G(�����

'(Ud'

��J�J

8X;�! ! �

v �

	

"��O�1E����

#

v 2 T
J
�1� u D`�L��E��������

�b	

"��

���

�

')�

�

�

�_E&��J

A

�i���H�

A

�� (��G

�

���O�

�

�#J
�����������

	�U

u 2 C1
�

�R �G C2 [ : : : [ Ck D

#e'

��J
J��
 ��

�

A ?@?�!

�

@
!*K �

u; v �

	

"�����J�J v 2 T
�VU

�
G��H ]�C�

	 #

C2; : : : ; Ck D

#

�F�)���F�C�
 (�[�

K
7

8e	

��"�$��1E����

#

E����F�C�

�

�
 C2 [ : : : [ Ck

C1 := G � S � C1 � : : : � Ck
�(U

��G�GI�X ��

�

E����F�C�

�

s �C" C1
'

��J�J

;:?98X! IB@ �

s;v �

	

"�����J�J v 2 T n (C2 [ : : : [ Ck)

VUd'

��J�J

K9!

�

A =�C A 8�! �

C1 �

�

$[�&�

')�

�
 ��

'

"� ��F�C�

A('

�C��"� 

�

8

�C�HN��

'(U#� 	�U

�� �G

�(U

���

% A

�
���

~O(n) "�N`�����&�C��"� ��

U 8

�� 

'

�P�

�

�

���

"�J
� G��

'

"�$[N`"������C��"� #N���"

'

�H���

$[�

%

�H� O(n) ���

'HA

������E��

'

��J
J��B�C"

K9!

�

A�=�C A 8�!��

�

�

�>�C"��C��J( 

A

$=DY�H�Q"

	

"�N`���C�.�C�
"� ��a���

% A

�
����G

�C"6N`���

	

"���$��

�

�����8���C�HN����
�

~O(n2)
U

@O�

�

'

"�$ N�J
�

�

� �

#

"

	

�F�C�HN

��U

�
� O(n2) "�N`�����&�C��"� ��

	

"��Q�

�

�

���

"�J��;N����������C��"� 

U7@

"L���H�;�

�

�
�

�

 �"����

'

���

�

�&�

	

"�� ���

')�

v
�

� "� �J

#

 (����GZ��"=�C�H���>"� 

'

�;�

	

v �
�

'

"� ]�)���� ���G%�
 Z�# �"� �
 �C����ET�g��J

'

Jg�����

"

	

P(G)
U ;
	

v ���S�� 6��J���$ �� ]�S"

	

�

A�')�

S
�

�

�

�� 

�

�

A

��� S ���P�iDR�������

	

"��QG��

'

"�$ NY"��������
"� 

�

�� �G

�

�

�� C1 G�"T���P �"��

'

"� ]�)�&�
 v
U ;
	:�

"� [�

�

�;"��

�

���

�

�� (G

�

v �
�S �"�� �� [��J���$ �� ]�P"

	

�8 �"� �
 �C��� ET�g��J

'

J
������"

	

P(G)
�

�

�

�� b���

�

�
J
JY ��HE����;DY�

�

DY�

'

�

A

���#"

	

N������

	�U

"

	�@O�

�H"����H$

'(U

�

�(U

@O�

�X 

A

$�D`���i"

	

"�NY�H�C�&���
"� �� ���

% A

�����HG �C"eN`���

	

"���$ ���C�HN��

�

U

�� �G

�VU

�
�_N���"�N`"������
"� R�&J���"

�

�

�L 

A

$�D`���;"

	

�HG����H� D`�H�

�

���� G[S] �� �G G � S �& �G �HG��������
 (���
G(�L��$%��J�J
�H�

'

"�$ N`"� ��� ]���

U

@O�

�H�������H�C�;"

	

�HG������ �����LG��
�

-

"��
 ]�

	

"���G���� �H���� ]� ���

'HA

�����
"� IJ
�1E���J��

�

��" �

�

�#�C"��C��J

'

"�$ N�J
�

�

���

#

"

	

������N��

�

U

�� (G

�VU

�
�

~O(m) = ~O(n2) "�NY�H�C�&���
"� ��

U

@O�

�#G��

'

"�$[N`"������C��"� e��J���"������

�

$ �

�TA

�����

% A

�������

~O(n2) "�NY�H�C�&���
"� ��

�

���

'

Jg����$[�HG

U



����� � �����

�

� ��� ���������

�

���H�

	 �

������� / � 4,+ " *�� %�� 4 �!%'*,+

Z

4MQ[0`,PQ�5 / ] / 6 ] �

A@S H!. �

e

SBD ? M p = �( n! +2 ) � Rgd M Fp D ?

e

C MB? M$. R H&R DGAa.	A:f

`

CcbLA@SUD RgdL? #�%

D

>

H!. O(n! ) 5 Aa. R M!, H&SBC A H&CcbLA@SUD R3dL? �„. J&D�.�bQH ?QH
� D ?X0L? ?QH&R F dLD�.�bPD�. H b&Dgh&M$. b&S H

e

d G
d HSh)D�.�b Aa.OM)i

j

SNA)A:f&i

�

J
��"���� �

�

$

���

N`���

	

"���$ �

R

����"�

�����F�C�

G

� G

A

���
 (�6�

�

�8$%�.�

')�

�� ���E��H��� �

'

�&���
"� 

�

�� �G

� ��" ���H�����
�1E��8�
 

	

"���$[�&�C��"� e��D`"

A

�O�

�

�

'

�� ("� ��

'

��JMNR�&���C� �C��"� 

U

�

J�JB�

�

�X�C�&���
"� R�&J

	 A

 

'

�C��"� �� ����������Gd�
 �

�

�����6�

�

"b�����

A

�&���
"� �� �����X�HJ
�H$[�H ���i"

	 ~A � 1(H )
	

"��

��"�$ �Z�

A

D�������N

�

H � G �& �G �

� A

�

�

�WE��

	

"���$ g=h
�����

�H��� g
�

����G(��������� O(n) �� �G �� 

O(1)  �"� �


R

����"

'

"V�

'['

�
�H �

�

���

'

��J
JY�

�

�8N���"V"

	

"

	B@O�

��"�����$

'VU

�

	

�

U

�

J
��"������

�

$

� �

��J���"b$%�

%

���

'

��J�J
�_��"I�

�

�[D���NR���F�C�����6$%�&�

')�

�
 (� ��J���"������

�

$

Ul;

 +"���G��H�L�C"

$%�

%

�h�

�

�H���

'

��J�J
� �R �G NY�H�

	

�

'

� $%�.�

')�

�� ����

�

��� ���X�� �"

A

�

�

��"!�

A

���C�� ]�����e�

�

�.� �

�

�bG��H����� 


$[�� R�� ]�C�i"

	

�

�

�

'

"���������NY"� �G��
 (�b�

A

D�$[�&�C���

'

���i"

	 ~A(G) �����X �"� �


R

�H��"

�

���

'

�&J
J��

�

�6N���"T"

	

"

	

@O�

��"�����$

'VU���'

�

U �

�]���� 

�

�

�

�H���6G��1�C����$[�� R�� ]�C�

�

�\E��[G(��������� O(n) �� (G!�& O(1)  �"� �


R

�H��"

'

"T�

' '

���� ]�

U

@O�

�L�&�����H�����
"� h"

	

�

�

�_�

�

��"�����$  �"

� 	

"�J
J�"

�

�

	

��"�$

@O�

��"�����$

�

U(' '(U

�
Q�5+*�,�� / ] / / ]

5 A@S M F H&S M3f 0 C H!. H&C��

>

D

><>

d A./

>

Rgd H&R p = �( n4) D

>

M$.OA.0 bVd�i

* ��� � ��� (-& �#& � � +�� 3%(-!�0 =

8

"

	

���

�

�

�

�WE��i"� (J

#['

"� ����
G��H���HGbN`���

	

�

'

��$%�&�

')�

�
 (���<�
 [�

�

���

')�

��N(�����

USf

�i �"

�

�

�

"

�

�

�

�&�

�

�

�ON(��"�D�J���$ "

	

�R �G(�
 ��8�_$[�

�

�
$

A

$ $[�&�

')�

�
 ��

'

�� 6D`�<���HG

A�'

��G6�C"_�

�

�<N���"�D�J
�H$ "

	

�R (G��
 ��

��NY�H�

	

�

'

��$[�&�

')�

�� ��

Ua@O�

�����8�&���i���1E��H�C��J9$ �H�

�

"VG(�<"

	

G�"��� ��=�

�

�
�

�

�

�

�i"� ��

�

�

�

�\E��

')�

"����H 

�
�aJ��

%

��J

#

�C"iD`����$ "� �� �

�

�O����$[N(J
���F�a"� (���

�

� �a�
�a��J
��"i�
 ��

�

�O�C��$ �<��N(�
��� �Q���a�

�

�O"��

�

���Q�����

A

J��C�

"

	

�

�

�
�

')�

��N(�����

�

�� �G ���

�

�=�

�

��J�JB�������� I�

�

�� ��

�

�

')�

��N(�����

�

���

'

�� DY����������J

#

$ "VG(� �R�HGI�C"

�

"��

%Z	

"��ON�J
�� R���>���C��N

�

�

U

@O�

�

	

"�J
J
"

�

�� ������H �������J
�

R

�&���
"� Z"

	�@7A

������� �

@O�

��"�����$

�

�&��D`���H N���"\E���GID

# $

"�E

%

�

R

�

�

� � U

Z

4MQ[0`,PQ�5 / ] /�� ;
�

0��	� T � @P]

�gf

~A(G) D

>

R3d M " D

e

H&SUR D R M

>

�@?-"BA@CEDGF HKJ 	,HLFNM$.OF �"?QH&R SUD�� A:f H

" D

e

H&SURTD R M�b&S H

e

d G � R3d M$. rank ~A(G) = � (G) i

�gf

~A(G) D

>

Rgd M

>

�'?-"BA@CEDGF HKJ 	,HLFNM$.OF � ?QH&RTSUD��	A:f6H b&S H

e

d G � Rgd M$. rank ~A(G) = 2� (G) i

j

SNA)A:f&i

;

 8�

�

�SD��
N������ �C�

'

�����

�

 ("� �
 ���
 ��

A

Jg��� �

A

D�$[�&�����

'

���9"

	 ~A(G)
'

"������H��N`"� �G8�C"��

A

D(���C�&N

�

�

"

	

G
�

�WET�
 �� �INY�H�

	

�

'

��$[�&�

')�

�
 ��

Ub@O�

�

'

Jg����$ �

�

�H 

	

"�J�J
"

�

�L��$[$ ��G(�g�&����J

#I	

��"�$

@7A

������� �

@O�

��"�����$

U

;

 L�

�

�<���� ��H�C��J

'

�����

�

�

�

�
�B���W�&��"� ��� ��_"� (J

#i�

"��

%

�Q�
 L"� ��<G(�
���

'

���
"� 

G

�

	

G
�

���a�;$%�&�

')�

�
 (�

"

	

���

R

� s
�

�

�

�� rank ~A(G) � 2s
U

8

�
 

'

�

~A(G) �����

%

�

�



�

#

$[$ �H�����

'S�

� �

�

�&���1E��� X���� 

%

D

#

�

"���"�J�Jg���

#

�

U(�(Ua$

�H� rank ~A(G) =
2s

U ��#

�

"���"�J
J
���

#

�

U 
 ~A(G)
�

���6�  �"� �

���
 (�

A

Jg�&�=N����
 

'

�
NR�&J �

A

D�$[�&�C���

� ~A(G)U;U
���

�����

jUj = 2s
U ��#e@BA

���C��� �

@O�

�H"����H$ G[U]
�

�����6NY�H�

	

�

'

��$%�.�

')�

�� ��X"

	

���

R

� s
U

�

"� �����G����

�

J
��"������

�

$

� '(U



	

� �����9����� ����� �����

�

� ��� ���������

�

���H���

�

����� � ���

�

�9� �



�

�

�

�	���

�


��

+-,3. 0K,
	g2P4�5 _ / I

�HG

A�'

�C�
"� b"

	

$[�

�

�
$

A

$ $[�&�

')�

�
 ��X�C"6N`���

	

�

'

��$[�&�

')�

�
 ��

IH! K�L

�

@�;>AB? �

G �

G

�R �GI� $[�

�

�
$

A

$  ("� �
 ���
 ��

A

Jg��� �

A

D($%�&�����

� ~A(G)U;W "

	 ~A(G)
,PQ[2 �7,
�

U

Z

4MQ[0K,VQ�5 / ] /�� ] �

A@S H!. � b&S H

e

d G = (V; E) �

`

CcbLA@SUD RgdL? # ) �„. J

>

H�?QH
� D ?X0 ?

>

MBR

U � V �

>

0 F d Rgd H&R G[U] d H

>

H

e

MBSgf MNFBR ?QH&R F dLD�.�b �a0

>

D�.�b O(n! ) A

e

MBS H&R DGAa.

>

i

j

S A)A:f&i

8

�� 

'

�

~A(G) ���I�

%

�

�



�

#

$ $[�1�C���

'S�_�

�

�

�\E�� rank ~A(G)U;U = rank ~A(G)U;W D

#

@O�

�H"����H$

�

U ���

��"

~A(G)U;U �
�L�I$[�

�

�
$

A

$  �"� �

���� ��

A

J
���iN����� 

'

��NR��JQ�

A

D�$[�&�C���

�

"

	 ~A(G)
U

@O�

�

'

J
���
$  �"

� 	

"�J�J
"

�

�

	

��"�$

@7A

������� �

@O�

��"�����$

U

� #�@O�

��"�����$

�

U����X�

� $[�

�

�
$

A

$  �"� �
 ���
 ��

A

Jg���7�

A

D($%�&�����

� ~A(G)U;W "

	 ~A
'

�� XD`�

	

"

A

 �G

A

���
 �� O(n! ) "�N`�����&�C��"� ��

U

I

�& �G�"�$ �

R

�&�C��"� Z"

	

�

�

������J
��"���� �

�

$

	

"�J�J
"

�

�<�

�

�

A

�

A

��J9NR�.���C�H�� 

U

Z

4MQ[0K,VQ�5 / ] /�4<] �

A@SIH!. �

e

SUD ? M p = �( n2) � R3d M Fp D ?

e

C MB? M$. RGH&RTDGAa.�A:f

`

CcbLA@SUD RgdL? 2 D

>

H!. O(n! ) 5 Aa. R M , H&SBC A H&CcbLA@SUD R3dL? �„. J&D�.�b H ?QH
� D ?X0L?

>

MBR U � V �

>

0 F d Rgd H&R G[U] d H

>

H

e

MBSgf MNFBR ?QH&R F dLD�.�b i

j

S A)A:f&i

@O�

����N(��"T"

	

���O����$[��Jg���S�C"X�

�

�#N(��"T"

	

�O"

	B@O�

��"�����$

'(U �

�� �G

@O�

��"�����$

'VU���'VU




� E��H [�i������N

�

G
� ')�

"V"������� 

#

$[�

�

�
$

A

$  �"� �
 ���� ��

A

J
����N(���
 

'

�
N���J(�

A

D�$[�&�C���

� ~A(G)U;U

"

	 ~A(G)
U�@O�

�<G��H������$[�� R�� ]� det ~A(G)U;U �
�a� NY"�J

#

 �"�$ �g��J "

	

G(��������� � n �& �G

�

���Q�& O(1)
 �"� �


R

�H��"

'

"T�

' '

���� ]��D

#d@O�

��"�����$

'(U �VU � # !

�
N(NY�HJ�


8T')� �

���F�

R $

�H$[$[�

�9�

���

�

N���"�DR��D(�
J
� �

#

� 1 � n=p = 1 � O(1=n) �

�

����N`"�J

#

 ("�$[�
��J`�HE&��J

A

�&�C�H����"%�6 �"� �


R

�H��"XE&��J

A

�

	

"���� ���� �G�"�$

�

A

D��������

A

�C�
"� s : Z( ~E) ! Zp
Ucf

�Z�

�

�H 

�

�\E�� rank ~A(G)(s) = rank ~A(G) �� �G��� Fp

�
$ N�J���$ �� ]�)�&���
"� ["

	��

J
��"���� �

�

$

��'��

"��

%

�

U

@O�

�

'

"�$ N�J
�

�

� �

#

D`"

A

 �G

	

"�J
J�"

�

�

	

��"�$

�

U(' ���

�

�

�;$[�

�

�
$

A

$  �"� �
 ���� ��

A

J
���Q�

A

D�$%�.�C���

�

���

	

"

A

 (G

A

���
 ��




�

A

�����g�� ��J��
$ �
 R�&���
"� =�� �G




�

A

�����
�� ��J
��$[�� R�&���
"� L"� �J

#

���

% A

�����H� n G���ET�����
"� ��

U

�
Q�5+*�,�� /<] /:9 ] `

.OA@R3d MBS

>

D ?

e

C M:S M J�0 FBRTDGAa.#�
"NH

>

M J Aa.   d MNA@S MB? )[i )W2#��d H

>

"BMNM$.

e

S A

e

A

>

M J

" � � H " D�. H!. J

8

H

�

D S H!. D 
 ) )2� �

`

JKJ n� � (G) .OM1/ h&MBSBR DGFNM

>

R A G H!. J FNAa.t.OMNFBR M HLF d A:f Rgd M

>

M

h&MBSURTDGFNM

>

/ D R3d�M�h&MBS�� h&MBSBR M��"A:f G i   d M2S M

>

0 CER D�.�b�b&S H

e

d d H

>

H

e

MBSgf MNFBR ?QH&R F dLD�.�b � H!. J H!. �

>

0 F d	?QH&R F dLD�.�b FNAa. R H&D�.

>

H ?QH
� D ?X0L? ?QH&R F dLD�.�b D�. G i

  dLD

>

S M J�0 FBR DGAa. D

>

H " D R

>

D ?

e

C MBS2R3d H!. Rgd MQAa.OM#/ M#0

>

M�� "�0 R D R JLA)M

>

.OA@R M�� R M$. J R A Rgd M

F H

>

MPA:f

e

C H!. H&SHb&S H

e

d

>

i



� �������	��
 �

�

��
�� � � � �!�"����������� ���

�

 

������
 � 
 � � ���

�

 #�

�

�
�

')�

��N(�C�H�

�

�P��N�N�J

#

�

�

�Q�C�

')�

 ����

A

�H���
 ]����"TG

A�'

�HG8�
 i�

�

�SN����HET�
"

A

�

')�

��N(�������C"O�

�

�SN���"�D�


J
�H$ "

	

�R (G��
 ��b$[���V�
$

A

$ $%�.�

')�

�� ����i�
 dN�J
�� R���8������N

�

�

U
	

�

'

�&J
J

	

��"�$��

A

D����

'

���
"� 

�

U�
(U�


�

�

�.�

A

 (G����

'

���F�)���� �&���

A

$[N(���
"� (�

�

�

'

�� N`���

	

"���$




�

A

�����g�& ��J��
$ �
 R�.�C�
"� "� �cN�J
�� R���

$%�.�C�����b�
 b�C�
$ � O(n! =2)
A

���
 ��[�

�

�L ����F�C��GcG��������

'

���
"� ��J
��"������

�

$

U>f

�=�

�

"

�

�

�

�.�_ ��H���C�HG

G��
�����

'

�C��"� 

'

�� dDY�

A

���HG+�C"b��"�J�E��6�

�

�[N�J
�� R���

'

�����["

	

�

�

� $%���V��$

A

$ $[�&�

')�

�
 ��hN���"�D�J���$

�

���

�

�
 e�

�

�#����$ �_�C�
$ �_D`"

A

 �G(�

U

�

 ��V�

'

�C�
"� ��

U��[�

�Z���

'

��J�JP�

�

��J
J 
��  �"

�

 ����G

A�'

�C��"� "

	

�

�

�%N(Jg�� R�&�

'

�����%"

	

�

�

�%$[���V��


$

A

$

�

N`���

	

�

'

� �i$%�&�

')�

�
 (� N���"�D�J
�H$ �C"b�

�

�

'

�����%"

	

D`"

A

 (G���G G(���������%N(Jg�� R�&�L������N

�

�

U��

 

�V�

'

�C��"� 
�

U

�

�

�_�

�

"

�

�� O(n! =2) �
$ N�J
�H$[�H �C�&�C��"� 6"

	

�

�

���9"\E

%

����� �O��J���"������

�

$ �
 %�

�

�_N�J
��


 R���

'

�����

USf

�8��J���"��� ����"TG

A�'

�_�

�

�iDR�&���

'

�
 �������G����� ]�C�O"

	

"

A

�<N�J
�� R���<$[�&�

')�

�
 ��

	

�C��$ �

�

"������

���

�

')� �

���

�

�� 

A

���=�C"Z����E��=�� O(n! =2) NY�H�

	

�

'

�i$[�&�

')�

�� ��e��J���"������

�

$

	

"�� N(Jg�� R�&�;������N

�

�

�
 ��V�

'

�C��"� ��

U�
(U��

�
 R��J�J

#

���
 ��V�

'

�C��"� ��

U

�

�

� �

�

"

�

�

�

�.�P�

�

� $[���V�
$

A

$�$[�&�

')�

�
 ��#N���"�D�J
�H$[�

	

"��<N�J
�� R��� ���C�&N

�

�O���HG

A�'

�����
 %���
$ � O(n! =2) �C"��

�

�iNY�H�

	

�

'

��$%�.�

')�

�� ���N���"�D�J
�H$ �� ZN�J
�� R���

���C�&N

�

�

U

 

J
JQ�

�

�%���H�

A

J �C�LN����H���� ]����G �
 d�

�

���

')�

��NV�C���������[DR�����HG "� +�

�

�%N���NY�H�=D"!$#

A�')�

� �� (G

�(�� %�&"

�

��� � �

�'&

�

���(�

'

��N(�

	

"��)�V�

'

���
"� $�

U�� ���

�

')�

G(���

'

����DY�H���

�

��J�J�
��  �"

�

 d�C�

')�

 ����

A

�

�

���H�

f

�
J���"� ��


"* �

�

U

+�,,+ - � 021 � �/. �10 � �3254(687

f

�h�F�)���F�6D9! �

�

"

�

�
 �� �

�

�&�

�

�

'

�� �����F�C���

'

�6"

A

�

'

"� ����
G��H�C�&���
"� (�=�C" �

�

�

'

�����h"

	

N�J
�� R���

���C�&N

�

�

�

���

�

E��������(� G��H�����H��� � 3
U @O�

�
� �����

A

$ N(�C��"� 

�

�
J�J<DY�b�(�T������$ ��J:!

A

���

	 A

J��
 �

�

�

���H$%���� �G��H�O"

	

�

�

�
�

')�

��N(�C�H�

US@O�

�

	

"�J
J�"

�

�
 ��������

�

�HJ
J�
;�  �"

�

 I����G

A�'

�C��"� =<

>8?5@9A

,

@CBED5FHGIF�J=K

M5L S A'M C MB?�AONQP„. J&D�.CRSL MBSTN MNFBRVU ?QHXW D ?X0L?ZY:?QH&R F

K

DT[CR

>

DT[\L C H'[ H&S]R&S H(L

K
>

D

>

S M J�0 FBD^M C M DT[ O(n) R D ? MPR A�R

K

M_L SNA'M C MB?�AONSP`[ J&DT[CR)L MBSTN MNFBR�U ?QHXW D ?X0L?ZY ?QH&R F

K

DT[CR

>

DT[

L C H'[ H&SaR&S H(L

K
>

/ D R

K

?QHXW D ?X0L?cb&MBSUR MdWQJLMeR&S MNM 3 f

J=K

D

>

S M J�0 FBRTDGA�["HKJKJ

>

O(n) [OM1/gb&MBSBR DGFNM

>

f

h

SNA)AONif

f

�

�

��J
JMN���"\E��i�

�

�i�

�

��"�����$

A

���
 ��X�

�

�i�C�

')�

 ����

A

�#"

	

E����F�C�j�b��N�J��������
 ��

U

�

A

N�N`"���� �

�

�&� G
�

���=�bE��H�����(� v
�

� �

�

G���������� > 3 �a�� (G J
�1� N (v) DY�6�

�

�[���1�X"

	

� �C�

 ������

�

DY"

A

���

Uaf

�

')�

"T"���� 2  ������

�

DY"

A

��� w1; w2 2 N (v) �� (Gb����N�J
�

'

� v
�

���

�

�

�

�����_E��������

'

���

v1; v2; v3 ���>�

�

"

�

 Z�
 

�

�
�

U

�

U���Ua@O�

�  (���
�

�

D`"

A

��� "

	

v1 ����� w1; w2 �� �G v2 � �

�

�� ��H�
�

�

D`"

A

���

�






� �

�

�

������� �������	� ��
�� ����
������

� ������� ���

�	� �

�

���

�

�����

���

"

	

v2 �&��� v1 �& �G v3 �(�& �G[�

�

�; (���
�

�

D`"

A

��� "

	

v3 ����� v2 �� �G%��J
J��

�

�  ��H�
�

�

D`"

A

��� "

	

v �(�

'

�HN(�

w1 �& �G w2
Ua@O�

����� �
� �L"� �� 

��"�
 "� (�;$[��N�N��� ��8DY�1�

�

�H�� hN`���

	

�

'

�>$%�&�

')�

�
 (���S�
 G �& �G%�� Ĝ �
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