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Jeśli V jest podprzestrzenią Rn to oznaczamy
V ⊥ = {w ∈ Rn : ∀v ∈ V zachodzi v⊥w} (mówimy: dopełnienie ortogo-
nalne V ). Czyli V ⊥ to zbiór tych wektorów, które są jednocześnie prosto-
padłe do wszystkich wektorów V . Zachodzi V ∩ V ⊥ = {0} i każdy wek-
tor w ∈ Rn jednoznacznie przedstawia się jako suma w = v + u, w której
v ∈ V , u ∈ V ⊥. Zwykle v nazywamy V -składową wektora w zaś u skła-
dową prostopadłą do V tego wektora. To przedstawienie wektora w defi-
niuje dwa endomorfizmy Rn zdefiniowane przez równości PV (w) = v oraz
SV (w) = v − u. PV nazywamy rzutem prostopadłym na V natomiast SV

symetrią prostopadłą względem V . Np. Jeśli V = {(x, 0) : x ∈ R} ⊂ R2 (oś
X-ów) to rzut prostopadły PV jest endomorfizmem R2 zdefiniowanym przez
PV ((x1, x2)) = (x1, 0) natomiast symetria prostopadła względem V jest zde-
finiowana przez SV ((x1, x2)) = (x1,−x2). Zauważmy, że PV i SV są endo-
morfizmami diagonalizowalnymi Rn, przy czym V pełni dla nich rolę prze-
strzeni własnej wartości własnej 1 (tzn. PV (v) = v i SV (v) = v dla v ∈ V ,
natomiast V ⊥ jest dla PV przestrzenią własną wartości własnej 0, zaś dla
SV przestrzenią własną wartości własnej −1 (czyli PV (u) = 0 i SV (u) = −u
dla u ∈ V ⊥). Mając w V bazę ortogonalną złożoną z wektorów v1, v2, . . . , vk
możemy obliczać PV ze wzoru PV (w) = w·v1
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(Uwaga!, aby korzystać z tego wzoru baza musi być ortogonalna, jeśli dys-
ponujemy tylko zwykłą bazą V to należy ją zastąpić bazą ortogonalną, np.
stosując ortogonalizację Grama-Schmidta). Można także, obliczyć pozostałe
rzuty i symetrie związane z V korzystając ze wzorów: PV ⊥(w) = w−PV (w),
SV (w) = 2PV (w)−w, SV ⊥(w) = −SV (w) dla w ∈ Rn . Przykład: w wykła-
dzie http://www.mimuw.edu.pl/ msobol/wykl/ilskal3.pdf w slajdzie 13 roz-
ważaliśmy podprzestrzeń V = lin(v1, v2, v3) ⊂ R5, gdzie v1 = (1, 0, 0, 1, 0),
v2 = (0, 0, 0, 1, 1), v3 = (1, 0, 0, 0, 1). Niech w = (6, 1, 0, 0, 0). Chcemy
obliczyć PV (w) oraz SV (w). Skorzystamy z otrzymanej w procesie Grama-
Schmidta bazy ortogonalnej V złożonej z wektorów w1 = (1, 0, 0, 1, 0), w2 =
(−1/2, 0, 0, 1/2, 1), w3 = (2/3, 0, 0,−2/3, 2/3). Zatem PV (w) = w·w1
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w3 = 3w1 − 2w2 + 3w3 = (6, 0, 0, 0, 0). Stąd SV (w) =
2PV (w) − w = 2 · (6, 0, 0, 0, 0) − (6, 1, 0, 0, 0) = (6,−1, 0, 0, 0). Proszę ob-
liczyć PV ⊥(w) i SV ⊥(w).
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