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1. Niech ¢; : R? — R3 bedzie endomorfizmem okreslonym wzorem
di((x1, w2, 23)) = (1 + x3,tx1 + 222, T2 + 223), gdzie parametr ¢t € R. a)
Zbadac¢ dla jakiej wartosci t € R liczba 3 jest wartoscia wlasna ¢

b) Czy istnieje taka wartos¢ ¢ € R, by wektor v = (1,1,0) byl wekto-
rem wlasnym ¢;. Jesli tak to podaé¢ te wartos¢ ¢t € R oraz wartos¢ wtasna
odpowiadajaca v.

2. Niech 95 : R? — R3 bedzie endomorfizmem zadanym wzorem v ((z1, 22, v3)) =
4x1 + 2w9 + w3, —T1 + T2 + Sx3,2x3). a) Wyznaczy¢ wielomian charaktery-
styczny w,y,, znalez¢ wartosci wlasne 1,

b) Znalez¢ bazy podprzestrzeni wlasnych 14 dla s = 0. Czy istnieje dla
s = 0 baza R? zlozona z wektoréw wlasnych

c) Zbada¢ dla jakich s € R istnieje baza R3 ztozona z wektoréw witasnych
i podaé taka baze. Okresli¢ jaka jest wtedy macierz s w takiej bazie.

3. Niech macierz A = [ —76 _32 ]

a) Uzasadni¢, ze A jest diagonalizowalna, oraz wskaza¢ taka macierz
C € Msy3(R), ze macierz C~tAC jest diagonalna

b) Poda¢ wzér na A" dlan=1,2,...

c) Wskazaé¢ taka pewna macierz b € Moo (R), ze B2 = A

4. Niech v1 = (1,1,2),v2 = (2,0,1), wektory R? i niech V' = lin(v1,v2).
Zbadaé dla jakich wartosci ¢, s € R wektor w = (2,t,s + 1) nalezy do V*.

5. Niech v; = (1,1,1,1),v2 = (4,2,4,2),v3 = (1,0,0,0), wektory R*.
Zastosowaé do uktadu ztozonego z vy, ve, v3 proces ortogonalizacji Grama—
Schmidta, a nastepnie unormowaé tak otrzymana baze lin(vi,ve,vs).

6. a) Znalezé baze ortogonalng podprzestrzeni V' C R* opisanej uktadem
201+ 20+ a3 —24 =0
1+ w3 +x48 =0
b) poda¢ wzor na rzut ortogonalny na V'
¢) podaé¢ wzor na symetrie ortogonalna wzgledem V

rownarni liniowych jednorodnych U : {



7. Niech V = {(z1,29,23,24) € R* : 21 + 29 — 23 + 24 = 0}. Znalez¢é
wz6r na rzut prostopadly na V oraz na symetrie prostopadta wzgledem V

Sy.

Rozwigzania
1 0 1
1. Oznaczmy przez Ay = M(¢r)se = | t 2 0 |. Wiadomo, ze liczba A
01 2
jest wartoscia wlasna ¢, < det(A;—AI) = 0. Zatem, musi by¢ det(A;—3I) =
-2 0 1
det | t -1 0 =0czyli =2+t = 0. Zatem 3 jest wartoscia wlasna
0 1 -1

¢ jedynie dla t = 2.

b) Jesli v jest wektorem whasnym dla wartosci wlasnej A, to mamy
dr(v) = ¢:((1,1,0)) = (1,t +2,1) = Av = (A, A, 0), co jest sprzecznoscia,
czyli nie mozna dobraé¢ takiej wartosci ¢.

2. Wielomianem charakterystycznym s jest det(M (¢s)st — Al) =
4— A 2 1
-1 1-X s =(A2=5X+6)(2—A) = (A—=2)(A=3)(2—\).
0 0 2—A
Sa zatem dwie wartosci wlasne: Ay =21 Ao =3
b) dla s = 0 mozemy wyznaczy¢ bazy podprzestrzeni wlasnych:
[ 2 2 1 [ 2y 0

det

Vi) =

{(21, 22, 23)|
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}. Rozwiazujac

uktad réwnan opisujacy V(o) mamy: x3 = 0,21 = —x, czyli Vi) = lin((—-1,1,0)
P dimVjy) = 1

1 2 1 T 0
Visy = {(@y,20,23) | -1 =2 0 ry | = | 0 |}. Rozwigzu-
| 0 0 -1 ]| x3 0
jac uklad rownan opisujacy V(zy mamy: z3 = 0,21 = —2x9, czyli V(3) =

lin((—2,1,0) i dimV{g) = 1. Mamy wigc dimV(p) + dimV(z = 1+1=2 <
dimR3 = 3 czyli nie istnieje baza R3 zlozona z wektoréw wiasnych v, dla
s=0

b) poniewaz niezaleznie od s mamy V() = lin((—2, 1,0)) czyli dimV(3) =
1, zatem trzeba tak dobra¢ s aby dim V() = 2. V(g jest opisane przez

2 2 1 x1 0
-1 -1 s xo | = | 0 |, czyli przez uktad réwnani lin. jednorod-
0 0 O x3 0



2 2 1

nych, ktoérego macierza wspotczynnikow jest M = | —1 —1 s |. Wymiar
0 0 0

dimVig) = 3 — r(M). Trzeba wiec dobrac s tak , by rzad r(M) wynosit 1

czyli s = —%. Dla tej wartosci s mamy Vigy : 11 = —x2 — %.%'3, czyli V(g)

ma baze zlozona z wektorow wy = (—1,1,0),wy = (—%,O7 1). Oznaczajac
v = (—2,1,0), wektor whasny dla A\ = 3, w R® mamy baze B = {w,ws,v}

zlozong z wektoréow wtasnych ¢ dla s = —%. Macierza v¥_1 w tej bazie jest
2
2 00
0 20
0 0 3

3. Traktujemy macierz A jako macierz pewnego endomorfizmu w bazie
standardowej. Wielomian charakterystyczny macierzy (a wiec i endomorfi-
2mu) to wa(A) = det [ 7__6A e ) ] — (T=M\)(=2—\)+18 = A2—5A+
4= (A=1)(A—4), czyli endomorfizm ma dwie wartosci wlasne A\ = 11 Ay =

4. Wyznaczamy podprzestrzenie wlasne V(yy: [ ’ _61 23 1 ] [ il } -
— -2 — 2

[ 8 ] Rozwiazujemy ten uktad réwnan otrzymujac 2x1 + x2 = 0 czyli 9 =

7T—4 3

—2x1. Zatem V() = lin((1,—2)). Podobnie wyznaczamy V|4 [ 6 —9-4

[ 8 ] . Otrzymujemy réownowazne réwnanie ra = —x1 czyli Vi) = lin((1, —1)).

W bazie ztozonej kolejno z wektorow (1,—2), (1, —1) endomorfizm ma ma-

cierz D = [ (1) 2 ] ( bo (1,—-2) jest wektorem wi. dla 1, zas (1,—1) —
dla 4). Stad, jesli przyjmiemy C = _12 _11 to D = C71AC ( bo

C jest macierza zamiany wsp. od bazy {(1,—2),(1,—1)} do bazy stan-
dardowej). Inaczej: A = CDC~!. Dzieki temu mozemy policzyé A" =

w1 " 0], _[1 1 1 o][-1 -1] _
epne _0[04"0_21 04|l 2 1]"

Lo Q=1 =1 _[2dn—1dan—1] oo
2 42 1| [2-2.4" 24 | HHE THomemy #han

. .. . . 1 .
lez¢ macierz B spelniajaca B2 = A korzystajac z tego, ze [ 0 2 } =Di

10

0 2 } C~! (uwaga: moga by¢ réwniez inne macierze

przyjmujac B = C [



w roli B).

4. Aby w € V- potrzeba i wystarcza, by w_Lv; oraz wlvs. Mamy stad
uklad dwu rownan:2 +t¢ + 2(s + 1) = 0 oraz 4 + s + 1 = 0. Rozwiazujac
dostajemy s = —5,t = 6.

5. Stosujemy proces ortogonalizacji Grama— Schmidta:

wy =v; = (1,1,1,1), W = lin(w;),

wy = va—Pyy, (v2) = vp— 28wy = (4,2,4,2)—(1,1,1,1) = (1,-1,1,-1).
W2 = lin(wl, wz)

w3 = v3— Py, (v3) = v3— (B8 +28%2 9) = (1,0,0,0)—(5(1,1,1,1)+
%(1, -1,1,-1)) = (%, 0, —%, 0). Otrzymany uklad wy, we, w3 jest istotnie or-
togonalny tworzy wiec baze ortogonalna lin(wi, ws, ws) = lin(vy, va, v3). Po
unormowaniu dostajemy uktad (3,2,1, 1), (3, 1,1 1), (‘[ 0, —i ,0), ktory
jest ortonormalny.

6. Wezmy jako vy jakikolwiek wektor z V', np. v; = (—1,1,1,0). Teraz
szukamy ve € V, ktory jednoczesnie spetnia ve lvi. Otrzymujemy wiec,

201+ 20+ a3 —24 =0
ze vy spelnia uktad U’ : 1+ x3+24=0 powstaly z U przez
—x14+x204+23=0
dotaczenie warunku prostopadtosci do vy czyli —x1+a9+2x3 = 0. Znajdujemy
niezerowy wektor speliajacy U’, np. ve = (1,5, —4,3). otrzymalismy wiec
baze ortogonalna V: {v1,ve}

b) otrzymana w a) baze mozna wykorzysta¢ do znalezienia wzorow.

Mamy Py (w) = Loy + 2%, Podstawiajac w = (x1, 9, 3, £4), mamy

v1-v1 V2-V2

PV(w) = PV(($1,$2,1‘3,$4)) = W(_L 1, 170) W)%(l,&—é[,fﬂ) =

¢) Wzor na symetrie otrzymujemy z
Sv((wl, 2,3, .’L‘4)) = 2PV((1'17 o, X3, 1‘4)) - (1‘1, I, X3, (L‘4).

7. Moglibysmy, tak jak poprzednio, poszukaé¢ bazy ortogonalnej V i w
oparciu o nia znalezé wzor na Py. Ale zwroémy uwage na to, ze V.= W+,
gdzie W = lin((1,1,—1,1)) (wektor rozpinajacy W postal z kolejnych wspot-
czynnikoéw réwnania opisujacego V', zob. wyklad). Mozemy zatem znalezé
wzor na Py i skorzystaé¢ z tego, ze Py = Py,. = id — Py, inaczej mo-
wiac dla dowolnego u € R* zachodzi Py (u) = u — Py (u). Zatem z ogol-

_ (1,1,-1,1)o(z1,m2,%3,24 _
nego wzoru mamy Py ((x1,xe,x3,14)) = ((1 T _1)1)( o111 )(1 1,-1,1) =
(5E1+x2 13+£L”4 T1+To— I3+CJC4 —T1—X2+T3—T4 T1+T2— x3+x4)czyh PV((xl To, T3 .264))
4 ) 1 ) ’ ’
(3361 $2+LE3 f64 —x1+3To+23— I4 T14+2o+3234+T4 —T1— $2+$3+3I4)
4 4 ) 4

1

(xla X2, X3, ‘T4) PW(($17 x2, X3, '1:4))

Wz6r na symetrie mozna obliczyé, z jednej z zaleznosm Sy =Py — PV L=
2Py —id.

Uwaga Korzystajac z podanego na wyktadzie wzoru Py (u) = Py, (u) +



<o+ Py, (u) = %vl + -t %wﬁ gdzie P,, oznacza rzut prostopadly
na prosta lin(v;), nalezy zwr6ci¢ uwage na to, ze vy, ..., v, stanowia baze
ortogonalng V. W innym wypadku wzor staje sie nieprawdziwy. Chcac go
wiec zastosowac nalezy wpierw znalez¢ baze ortogonalna V' (np. przez proces

ortogonalizacji Grama-Schmidta).



