3. Kolokwium z algebry, uzupetniajace zadania
przygotowawcze.
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Zadanie 1. Zadano nastepujacy uktad rownan U zalezny od parametrow
s, teR:
201 + a0 +taxg =4
3r1 4+ 220 =5
T, + 229 +4x3 =5

a) Okresli¢, dla jakich wartosci s,t € R uklad U jest niesprzeczny

b) dla jakich wartosci s,t € R uktad U ma dokladnie jedno rozwiazanie.

Najpierw odpowiemy na b). Na mocy twierdzenia Cramera uklad 3
réwnan z 3 niewiadomymi ma dokladnie jedno rozwiazanie< kiedy macierz
wspolczynnikow jest odwracalna, tzn. kiedy jej wyznacznik jest # 0, czyli

2 1t
det | 3 2 0| #0<4+4t#£0t# -1
1 2 4
Aby odpowiedzie¢ na a) mozemy ograniczy¢ sie do t = —1. Z twierdzenia

Kroneckera - Capelliego wiemy, ze uktad jest niesprzeczny wtedy i tylko
wtedy, kiedy rzad macierzy wspolczynnikéw jest réwny rzedowi macierzy

2 1 -1
uktadu. Dlat = 1 macierzg wspotczynnikow uktadujest A= | 3 2 0
1 2 4

Jej rzad wynosi 2, gdyz zawiera podmacierz 2x 2 o wyznaczniku # 0 powstala

przez usuniecie 3 wiersza i 3 kolumny, tj. A’ = [ } za$ wyznacznik A

3 2
2 1 -1 4
jest 0. Macierza uktadu jest M = | 3 2 0 s |. Rzad macierzy jest
1 2 4 5

rowny stopniowi maksymalnej podmacierzy kwadratowej o wyznaczniku # 0.
M zawiera podmacierz A’, a wiec jej rzad jest co najmniej 2. Podmacierz A’
mozemy w M powiekszy¢ na dwa sposoby do podmacierzy stopnia 3: albo



2 1 4
do A (ale det A = 0), albo do N = | 3 2 s |. Wyznacznik det N =
2 5

1
21 —3s #0 < s # 7. Zatem rzad M jest rozny od rzedu A tylko dla s # 7.
Czyli uklad jest sprzeczny tylko wtedy kiedy ¢ = —1 zas s # 7 ( inaczej
mowiac jest niesprzeczny dla t # —1 lub s = 7).
Zadanie 2. Rozwazmy macierze A; = [ 3 3 } oraz zalezna od para-

3 0 L . . .
1w ] Dla jakiej wartosci u macierze A; i

Ag sg podobne? Dla tej warto$ci u znalezé taka macierz C' odwracalna, ze
Ay = CilAl C.

Odp. Macierze podobne maja te same wielomiany charakterystyczne, a
wiec i te same wartosci wlasne (pierwiastki ) i o tych samych krotnosciach.
Poniewaz wartosci wlasne A; to 21 3, za$ wartosci wlasne As to 31 u zatem
musi by¢ u = 2. Z drugiej strony jesli A; i A2 maja wartosci wlasne 2 i 3 to
2
0 3
wzajemnie podobne. Aby znalezé C' rozwazmy takie macierze odwracalne
C1iCy, 2e D= C’flAlCl oraz D = C’;lAQCQ. Wtedy mamy:

Cy AyCy = CTYALC) czyli Ay = CoC7 M A1C1Cy Y. Zatem jesli przyj-
miemy C' = C1Cy " to C71 = (C1C; 1)~ = (CyH) 71Ot = o0 (prosze
sobie przypomnieé¢ regute znajdowania macierzy odwrotnej do iloczynu ma-
cierzy) czyli Ay = C~1A;C.

metru v € R macierz Ay = [

obie sg podobne do macierzy diagonalnej D = [ } , a zatem sa rowniez



